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LE BIPLOT - OUTIL D'EXPLORATION 
DE DONNÉES MULTIDIMENSIONNELLES 

K. Ruben GABRIEL* 

1. Introduction 

Le biplot est un outil graphique pour visualiser des données arrangées en forme 
de matrice (Gabriel, 1971, 1982; Gower et Hand, 1996). Les graphiques ont 
des usages divers en statistique (voir, par exemple, Valois, 2000). L'un d'eux 
est l'exposition frappante de certains phénomènes connus que l'on souhaite 
visualiser au mieux. C'est un usage important pour la publicité, la gestion 
et l'instruction, mais on ne le discute pas ici. L'utilisation qu'on considère 
est au contraire celle du graphique « comme instrument d'une réflexion » (de 
Falguerolles, 2000), c'est-à-dire pour faciliter la découverte de phénomènes 
qu'on ne soupçonne pas avant. On présente des exemples montrant pourquoi 
et comment le biplot est bien utile pour cet usage de «reconnaissance, 
exploration and model building» (Priendly et Denis, 2000). C'est parce qu'il 
exhibe les données d'une manière simple et assez intuitive permettant à l'œil, 
qui est un instrument formidable de recherche quand il est lié à un cerveau 
actif, d'apercevoir des phénomènes inattendus, ce qui est difficile à faire avec 
des analyses formelles. 

La description et la construction des biplots sont discutées dans la Section 2. 
La Section 3 explique l'usage de diverses métriques pour mettre en évidence 
des aspects d'intérêt comme les outliers, la dispersion entre échantillons, etc. 
Puis on montre comment utiliser le biplot pour diagnostiquer des structures 
qui ajustent bien les données (Section 4). Dans la Section 5 on discute les 
différents modes de représentation par biplot et ses relations avec le graphique 
introduit par Benzécri; on montre que la plupart de ces représentations se 
ressemblent si fortement que le choix entre elles est de peu d'importance. Pour 
expliquer le biplot on se fixe ici sur la représentation plane (bidimensionnelle) 
bien que des représentations en plus de dimensions soient possibles. Dans la 
Section 6 on revient à la représentation par biplot de données de types divers et 
au choix du bon nombre de dimensions pour un type ou l'autre : quand deux 
dimensions sont-elles suffisantes, quand faudrait-il faire une représentation 
multidimensionnelle ? La Section 7 signale quelques problèmes qui restent à 
résoudre. Finalement (Section 8) on propose une définition plus générale du 
biplot et on présente quelques conclusions. 

Les mathématiques utilisées pour la construction et l'utilisation des biplots 
sont celles de l'approximation des matrices en rang réduit. Notre approche est 
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algorithmique et inclut des formules analogues à celles de l'analyse statistique 
multidimensionnelle (Section 2.2) ce qui permet l'approximation graphique 
de certains tests statistiques (Section 3.7). Nous effleurons les problèmes 
de signification quand les questions de variabilité aléatoire se posent, mais 
notre abord est principalement la visualisation approximative des données 
dans un cadre exploratoire, en espérant que cela mène à des interprétations 
intelligentes. 

2. Les biplots : exemple et construction 

2.1. L'exemple des chiens et des loups 

On commence par l'exemple d'un biplot (Figure 1) des données de m = 6 
mesures sur n = 43 crânes, dont 30 de chiens, 12 de loups et un d'un animal 
non classifié a •priori (Jambu, 1977). Les données centrées par colonnes sont 
rangées dans une matrice Y (43 x 6) . Chaque crâne i = 1 , . . . , n est représenté 
sur le biplot par un point az, étiqueté par la race de l'animal, et chaque mesure 
j = 1 , . . . , m par une flèche étiquetée b^ issue de l'origine 0. (La construction 
de ces indicateurs est discutée dans la Section 2.2, ci-dessous.) On peut donc 
parler des az et b^ comme, respectivement, indicateurs-lignes et indicateurs-
colonnes pour Y. 

Les codes des mesures et des races sont (selon Jambu, 1977) : 

Y\ longueur condylo-basale Y2 longueur mâchoire supérieure 

Y3 largeur bi-maxillaire Y4 longueur carnassière supérieure 
Y5 longueur de la première 
molaire supérieure Y6 largeur première molaire supérieure 

B bull-dog ; i chien-ind ; b berger allemand ; v lévrier ; c colley ; D doberman ; 

s setter ; y chien des Pyrénées ; r bas-rouge ; a briard ; M bull-mastif ; x boxer ; 

G dogue allemand ; g gronendal ; S saint-bernard ; p loup ; j canidé de Jussac. 

La manière de représentation graphique par biplot est que chaque donnée 
centrée de Y est visualisée comme 

V%* h~^ a ^ b J (1) 

où afoj est le produit scalaire de a2 et b , . Nous utilisons la même notation 
pour les indicateurs et pour les vecteurs définis par leurs coordonnées ainsi 
que pour la représentation graphique et l'approximation numérique. Donc, le 
symbole i—• signifie «est représenté par» aussi bien que «est approximé par». 
L'expression (1) signifie que la visualisation est opérée par le produit des 
longueurs de la flèche b^ et de la projection de â  sur l'axe passant par b^, 
avec le signe positif ou négatif selon que la projection est dans la direction de 
b^ ou dans la direction opposée. La moyenne de chaque mesure est visualisée 
par l'origine. 
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Qualités d'ajustement : 0,9823 pour Y, 0,9998 pour YY', 0,5804 pour Y'Y 

FlG 1. - Chiens et loups (données centrées) : biplot RMP avec métrique euclidi
enne. 

Ces projections permettent de voir (Figure 1), entre autre, que la longueur 
condylo-basale (flèche Yl) est grande chez les dogues allemands (points 
étiquetés G) et petite chez les deux bull-dogs (points B). Pareillement, le 
colley (point c) a une faible largeur bimaxillaire (flèche Y3). 

En plus d'approximer les données, un biplot approxime les dissimilarités entre 
les lignes de Y, dites diss, par les distances entre leurs indicateurs, donc pour 
les lignes i et e 

diss%,e i—> ||a2 - a e | | , (2) 

où ||• || est la norme euclidienne. Dans cet article nous évitons les complications 
algébriques de l'approximation directe des dissimilarités par distances en util
isant le lien entre la matrice des dissimilaritées carrées et celle des « variances 
et covariances» y£ye des lignes y ' l 5 . . . ,y'n de Y, donc avec YY' . Ce lien est 

[[dissle]} = lïDiag(YY') + Diag{YY')lï - 2YY' (3) 

(Torgerson, 1958). 

Nous appelons « forme » la matrice Y Y ' en relation avec son application aux 
études des formes de crânes et autres objets (Goodall, 1991). Donc, nous 
discuterons l'approximation de la forme au lieu de celle des dissimilarités. 
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Pour les données centrées des chiens et des loups, les proximités et distances 
des indicateurs-crânes du biplot (Figure 1) indiquent les similarités et les 
différences entre crânes divers. On constate que la plupart des loups (p) ont des 
indicateurs sur la gauche, voisinant ceux des dogues (G) et du saint-bernard 
(S). Les indicateurs du reste des chiens sont à droite, ceux des bull-mastifs 
(M) et du boxer (x) étant les plus éloignés des loups, ce qui veut dire que 
se sont les races aux crânes les plus différents de ceux des loups. Les bergers 
allemands (6), par contre, ont des crânes plus similaires à ceux des loups. 

Finalement, la configuration des flèches d'un biplot met en évidence la 
dispersion mesurée par la matrice de variances Y Y ' (nous omettons les 
constantes dans les définitions de la variance et de la forme car elles ne 
changent rien dans la discussion de qualité proportionnelle d'approximation 
qui est étudiée dans cet article). Les longueurs des flèches et les cosinus 
des angles entre elles approximent, respectivement, les écarts-types et les 
corrélations des colonnes y ^ ) , . . . ,y(m) de Y, comme suit, 

VWo))^IM (4) 
et 

corr(y(3),y(g)) >—> cos(bj,by). (5) 

Selon le biplot des crânes (Figure 1) il apparaît que la mesure Y3 (largeur 
bi-maxillaire) a la plus grande variabilité, et les mesures Yl et Y2 (mesures 
de longueur du crâne) ont des variabilités moins grandes, tandis que le reste 
des mesures ont des variabilités si petites qu'on n'aperçoit pas leurs flèches. 
L'angle à peu près droit entre les flèches de Y3 et de Yl indique une corrélation 
très faible entre ces mesures. L'angle aigu entre les flèches de Y2 et Yl est 
évidence d'une corrélation positive entre ces deux mesures de longueur, tandis 
que l'angle obtus entre les flèches de Y2 et Y3 indique une corrélation négative 
avec la mesure de largeur. 

La direction de la plus claire discrimination entre loups et chiens est plus ou 
moins celle de la flèche de Yl , donc la plus grande différence entre ces deux 
espèces est une longueur de crâne. Le rôle de la mesure de largeur Y3 est 
moins clair, mais le biplot suggère que les dogues, le saint-bernard, les bull-
mastifs et les bull-dogs ont des crânes larges tandis que le colley et les lévriers 
ont des crânes plus étroits. 

Donc, on a montré que le biplot représente les similarités et différences entre 
individus (crânes dans cet exemple), la dispersion des variables (mesures dans 
le cas présent), ainsi que les correspondances entre individus et variables 
(observations des mesures sur les crânes). On remarque que les représentations 
séparées des a î et des b3 sont très courantes (voir, par exemple, Saporta, 1990, 
Fig. 8.9 et Fig. 8.10) mais que leur représentation simultanée (effectivement 
en biplot) est plus rare. Le biplot a l'avantage sur la plupart des graphiques 
de représenter les trois aspects des données et les relations entre eux, tandis 
que chaque autre graphique ne représente qu'un seul aspect. (Voir Gabriel, 
1971, 1981, 1982; Gower and Hand, 1996, pour les caractéristiques du biplot.) 
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Il faut noter que la visualisation des données par biplot utilise seulement 
les indicateurs, en regardant leurs longueurs, distances, angles et projections 
mutuelles, mais n'utilise pas les axes. Le rôle de ces derniers est seulement 
dans la construction du biplot. C'est là une différence avec l'abord habituel 
de l'Analyse en Composantes Principales (ACP) qui essaye d'interpréter les 
axes. La visualisation par biplot se fixe directement sur les données elles-
mêmes, les individus et les variables, n'utilisant les composantes principales 
que comme moyen possible du calcul de l'approximation. C'est un abord de 
présentation plutôt que d'analyse. 

2.2. Calculs 

En forme matricielle, on a écrit Y (n x m)\ pour la matrice des données 

centrées sur les moyennes de chaque mesure, et on peut aussi écrire AJ (n x 2) 
pour la matrice dont les lignes sont a£, i = 1 , . . . ,n, et B (m x 2) pour la 
matrice dont les lignes sont b'^, j = 1 , . . . , m. La visualisation (1) des donnés 
par biplot ce fait donc au moyen de l'approximation matricielle 

AB' , (6) 

ce qui est équivalent à l'ajustement en rang 2 de Y. Il s'agit de la collection 
d'approximations vectorielles des lignes de Y 

y'* a \ B ' , « = ! , . . (7) 

que Gower et Hand (1996, p.12) appellent «prédictions» des données multi-
dimensionnelles par le biplot. 

Une construction des indicateurs,des lignes et des colonnes se fait au moyen 
de la méthode des moindres carrés par la solution de 

min I I W V ^ Y - H J M ^ H 
H de rang 2 

min H W ^ C Y - A B O M 1 / 2 ! ! 
A,B de 2 colonnes 

(8) 
(Gabriel, 1978a). La matrice Wj(n x n) est une matrice diagonale dont les 
éléments diagonaux sont des pondérations des lignes de Y et W 1 / 2 satisfait 
W 1 / 2 W 1 / 2 = W , tandis que la matrice M (m x m) est une métrique (semi 

définie positive) et M 1 / 2 satisfait M 1 / 2 M 1 / 2 = M. (Ces idées et les techniques 
qui en résultent peuvent être généralisées pour des pondérations par matrice 
W (n x n) non négative quelconque et pour W 1 / 2 (n x n) symétrique qui 

satisfait W 1 / 2 W 1 / 2 = W ; Caussinus, 1986). Pour les biplots de la section 
présente on utilise W = In et M = I m , donc l'approximation est par moindres 
carrés simples, c'est-à-dire non pondérés et avec une métrique euclidienne 
canonique. 

On remarque que ce minimum a des analogies en régression pour les cas 
où l'un des facteurs A ou B est connu (voir la Section 3.9 ci-dessous). Si 
A est connue (par exemple si les a£s sont définis comme coordonnées des 
endroits où se trouvent les individus i = 1 , . . . ,n) le minimum de (8) devient 

9 
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min | |W 1 / 2 (Y - AB' )M 1 / 2 | | , donc celui d'une régression pondérée qui admet 
B 

la solution 
B ' = ( A ' W A ) _ 1 A ' W Y . (9) 

L'approximation AB' sera alors obtenue au moyen de la projection oblique 
A(A'WA) - 1 A'WY sur l'espace bidimensionnel des colonnes de A perpen
diculairement à l'espace généré par WA. On remarque que ce calcul ne dépend 
pas de la matrice M. 
Pareillement, si B est connue (par exemple, si les h'3 sont définis comme 
coordonnées des variables j = l , . . . , r a obtenues par analyse factorielle) le 
minimum de (8) devient m i n H W 1 / 2 ^ - AB ; )M 1 / 2 | | correspondant à une 

A 
autre régression pondérée, avec la solution 

A' = (B'MB^B'MY'. (10) 

Dans ce cas, l'approximation A B ' sera obtenue comme transposée de la pro
jection oblique B (B'MB) - 1 B'MY' des lignes de Y sur l'espace bidimension
nel des colonnes de B perpendiculairement à l'espace généré par M B . (Gower 
et Hand, 1996, p. 12, appellent ce calcul «interpolation»). Ici on remarque 
que ce calcul ne dépend pas de la matrice W . 

Dans la discussion présente on ne présume la connaissance ni de A ni de 
B, mais on peut estimer les deux par itération entre les solutions ci-dessus. 
On commence par une approximation initiale de A avec laquelle on utilise 
(9) pour la première approximation de B, puis on utilise (10) avec ce B 
pour la deuxième approximation de A, etc., jusqu'à la convergence : cela 
s'appelle la méthode « criss-cross régression» (Wold, 1966; voir aussi Gabriel 
et Zamir, 1979). Effectivement, cette méthode consiste en itérations entre 
projections des lignes et des colonnes de Y sur deux espaces bidimensionnels, 
les coordonnées de chaque projection déterminant la base de l'espace pour la 
prochaine projection. 

Ces calculs sont équivalents à ceux basés sur l'approximation en rang réduit 
selon le théorème de Householder et Young (1938). Donc, cette approximation 
est égale au produit 

2 

AB' = W"1/2 £ u^dfcv'^M"1/2 (11) 
fe=i 

où 
rong(Y) 

W l / 2 Y M l / 2 = £ U(fe)dfcv'(fc) (12) 
fc=l 

est la décomposition singulière avec u'(fc)U(fc/) = v'(fc)V(fc/) = 6k,k' (symbole 
de Kronecker), et di ^ d2 ^ . . . ̂  drang(Y) > 0. Mais, tandis que la décompo
sition singulière n'existe pas pour des matrices avec éléments manquants, la 
méthode « cnss-cross» pondérée individuellement peut quelquefois être aussi 
adaptée à ce cas (Gabriel, 2003a). 

10 
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Pour obtenir les indicateurs on peut définir 

A ^ ^ W - ^ u ^ d ^ d * ) (13) 

et 
B M = M - 1 / 2 ( v ( 1 ) d ^ , v ( 2 ) d ^ ) . (14) 

Les représentations optimales au sens des moindres carrés (8) sont les 

Y —• A { A }B' { M } (15) 

avec des A et \i qui satisfont A + \i = 1 ; c'est-à-dire que 

Y H-» A { A } B' { 1 _ A } (16) 

est optimale pour À quelconque. Dans certaines situations on pourra préférer 
des modalités de biplots où À et /x ne satisfont pas la condition d'optimalité 
X + n = l (voir la discussion dans la Section 5, ci-dessous.) 

Deux autres calculs conduisant aux mêmes résultats sont les suivants, à 
partir des définitions généralisées de la forme et de la variance comme, 
respectivement, YMY' et Y'WY. Pour YMY', ou pareillement pour 
tout autre estimateur de la forme, le premier calcul obtient le minimum 

min | |W 1 / 2 (YMY' - AA'JW1 '2!! au moyen de la décomposition spec-
A de rang 2 

traie 
rang(Y) 

W i / 2 Y M Y ' W
1 / 2 = £ u(fc)d£u'(fc) (17) 

k=l 

et donne l'approximation des moindres carrés 

2 

YMY' — W~x/2 £ u^dÊuV) W - 1 ' 2 = A { 1 } A' { 1 } (18) 
k=l 

par le A{A} de (13) avec À = 1. D'autres approximations seront 

YMY' — A { A }A' { A } (19) 

pour d'autres valeurs de À. On obtient aussi une approximation de Y par (15) 
au moyen de la régression (9) ce qui donne, comme en (14), 

B { 1 _ A } = M- 1 / 2 (v ( 1 ) dî - A , v ( 2 ) d ^ A ) . (20) 

Pour les moindres carrés on approxime la forme par (18) et les données par 
A{i} et 

B { 0 } = 1 ^ / 2 ( ^ ) , ^ ) ) (21) 

ce qui est appelé biplot RMP (Row Metric Preserving). 

Le deuxième calcul est pour la variance Y'WY, ou pareillement pour tout 
autre estimateur de la variance ; on cherche le minimum 

11 
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min | |M 1 / 2 (Y 'WY - BB^M 1 / 2 ! ! au moyen de la décomposition spec-
B de rang 2 
traie 

rang(Y) 
M ' / 2 Y ' W Y M 1 / 2 = £ v(fc)d

2v'(fc), (22) 

donc les d2 sont les valeurs propres de Y ' W Y M et les M_1/2V(fc) ses vecteurs 
propres. Par le théorème de Householder et Young on obtient l'approximation 
des moindres carrés 

2 

Y ' W Y . — M " 1 / 2 £ v ( f c ) d 2 v ' ^ M - 1 / 2 = B { 1 } B' { 1 } (23) 

par le B{M} de (14) avec ji = 1. D'autres approximations seront 

Y ' W Y ^ B W B ' W (24) 

pour d'autres valeurs de /i. Pour obtenir aussi une approximation de Y par 
(15) on se sert de la régression (10) et on trouve, comme en (13), 

A{ 1_^} = W - ^ u ^ d î - ' 4 , u ( 2 ) dj -" ) . (25) 

Pour les moindres carrés on approxime la variance par (23) et les données par 
B{i} et 

A { 0 } = 1 ^ - ^ ( ^ ) , ^ 2 ) ) , (26) 

pour ce qui est appelé biplot CMP (Column Metnc Preserving). 

Les calculs de (23) et (26) sont connus comme étant VACP quand la matrice 
Y a des colonnes centrées ; les composantes principales et axes principaux sont 
les colonnes de A{0} et de B ^ j , respectivement. 

Cet article discute les approximations par moindres carrés avec pondérations 
et métriques fixes, mais les mêmes principes sont encore valables pour 
les moindres carrés itératifs, donc pour les modèles bilinéaires généralisés 
(Falguerolles et Francis, 1992 ; van Eeuwijck, 1995 ; Gabriel, 1998). De plus, on 
peut généraliser la discussion aux approximations robustes (Gabriel et Odo-
roff, 1984; Daigle et Rivest, 1992; Ruiz-Gazen, 1996, Verboon, 1994) ou se 
servir du « criss-cross régression» pour ajuster le biplot aux données (Gabriel 
et Zamir, 1979; Gabriel, 1998). 

2.3. Les quali tés des approximat ions 

On peut évaluer les qualités d'approximation séparément pour l'ajustement de 
Y par A{A}B'{ / i } , de Y M Y ' par A{A}A'{A} et de Y ' W Y par B{/z}B'{/x}. Dans 
cet article nous évaluons ces qualités pour une matrice centrée X quelconque 
(aux colonnes centrées) par le carré de la corrélation entre les éléments de X 
et les éléments de la matrice X qui l'ajuste, donc par 

m i n | | X - < I X | | » _ t r 2 { X ' X } 

tr{X'X}tr{X'X} 
corr2(X,X) := 1 - e = ^ J , , i , ^ = cos2(X,X), (27) 

12 
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ce qui correspond dans certains cas au RV d'Escoufier (1973). Nous avons 
choisi ce coefficient qui évalue l'ajustement proportionnel, plutôt que l'ajustement 
absolu, parce qu'on se sert de graphiques pour comparer plutôt que pour 
mesurer. 

On pourrait aussi utiliser d'autres coefficients (Ramsay et a/., 1984), comme 
celui de Gower (1971) ou de Lingoes et Schôneman (1974), mais cela mène 
aux mêmes conclusions (Gabriel, 2002). 

2.4. Un autre biplot des chiens et loups 

Les qualités d'approximation du biplot (Figure 1) des données centrées des 
chiens et loups sont 98,23 % pour Y, 99,98 % pour Y Y ' et 58,04 % pour Y 'Y. 
Le coefficient très élevé pour Y est dû à une approximation excellente des trois 
variables de grande dispersion et cache la pauvre qualité d'approximation des 
autres variables qui ont des dispersions plus petites. On peut tenter d'égaliser 
les approximations de toutes les variables en représentant les données réduites, 
c'est-à-dire après division des observations centrées de chaque variable par 
leurs écarts-types. 

Qualités d'ajustement : 0,8304 pour Y, 0,9731 pour YY', 0,6868 pour Y'Y 

FlG 2. - Chiens et loups (données standardisées) : biplot RMP avec métrique 
euclidienne. 

13 
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Le biplot des données réduites (Figure 2) a des qualités d'approximation de 
83,04 % pour Y, 97,31 % pour Y Y ' et 68,68 % pour Y 'Y. Ces qualités 
sont plus faibles que celles obtenues pour les données non réduites, mais elles 
concernent toutes les variables et tentent de les ajuster également. Les flèches 
de toutes les six mesures ont des longueurs proches de 1, ce qui n'est pas 
étonnant car tous les écarts-types ont été standardisés à 1. La proximité des 
longueurs à 1 indique la qualité des approximations des variables : la longue 
flèche de Y3 montre que cette variable est moins bien approximée que les 
autres. 

On remarque la faible qualité de l'approximation de la variance Y ' Y par 
les biplots des Figures 1 et 2, en comparaison des excellentes qualités 
d'approximation des données Y et de la forme Y Y ' (voir la discussion dans la 
Section 5 ci-dessous). C'est caractéristique du mode RMP choisi pour ces bi
plots et pour les autres de la Section 3 ci-dessous, mode que nous avons choisi 
pour que nos biplots soient comparables aux graphiques des ACP publiés par 
d'autres auteurs. 

En regardant ce biplot (Figure 2) on aperçoit trois directions de variation des 
mesures. La première est celle d'une gerbe de flèches de mesures dentaires 
(Y4, Yb et Y6), la deuxième celle de la mesure de largeur du crâne (Y3), et 
la troisième celle des mesures de longueur du crâne (Yl et Y2). Ces dernières 
sont positivement corrélées avec les mesures dentaires et négativement avec 
la largeur. On constate que la plupart des loups, ainsi que les dogues et 
le saint-bernard, ont les indicateurs dans la direction générale de la gerbe 
(Y4, Y5 et Y6), ce qui indique qu'ils ont des grandes dents, tandis que le 
reste des chiens ont des plus petites dents. En regardant les projections des 
indicateurs-crânes sur l'axe de Y3 on observe aussi que les bull-dogs, le bull-
mastif et le saint-bernard ont des crânes larges alors que les lévriers et le 
colley, entre autres, ont des crânes étroits. Il faut noter que Jambu (1977, 
Fig. 4) a effectivement produit un biplot de ces données et s'en est servi pour 
identifier les variables qui discriminent entre les chiens et les loups et celles qui 
distinguent les animaux aux proportions de museaux différentes. Cet auteur 
est arrivé à ces interprétations en observant les projections des indicateurs-
crânes sur les axes principaux, tandis que, au lieu d'interpréter ces axes, nous 
préférons l'interprétation plus élémentaire des projections sur les axes des 
indicateurs des mesures elles-mêmes. 

3. Le rôle des métriques 

3.1. La métrique choisie selon les paradigmes statistiques 

La Section 2 a illustré l'avantage d'une représentation des données réduites 
en comparaison avec la représentation des données seulement centrées. Nous 
avons utilisé l'ajustement par moindres carrés simples parce qu'il optimise 
la représentation de la variabilité des données, soit en forme centrée, soit 
réduite. Parfois, au lieu de la meilleure représentation de la variabilité, ce 
qu'on appellera «l'abord classique», il est d'intérêt de souligner certaines 
sources de variabilité à la place d'autres sources : cela peut se faire en utilisant 
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la méthode des moindres carrés avec une métrique qui réduit l'importance des 
sources considérées moins intéressantes. 

Selon les paradigmes de la statistique infèrentielle, les pondérations W et 
la métrique M sont définies par le modèle probabiliste présumé pour les 
observations. Par exemple, pour une matrice Y dont les lignes sont les 
moyennes de n échantillons sur m variables, la diagonale de W contient 
les effectifs des échantillons tandis que M - 1 est l'estimateur de la variance 
«intra» des échantillons. Par contre, les paradigmes de l'Analyse des Données 
présument des pondérations égales W = I n et choisissent une métrique M 
qui concentre la représentation sur certains aspects d'intérêt. Cela se fait au 
moyen de la standardisation des colonnes par la variabilité engendrée en M - 1 , 
ce qui met en évidence le reste de la variabilité. Finalement, le paradigme des 
projections révélatrices mène aux métriques définies au moyen des données 
elles-mêmes par des expressions du type 

M = ( Y ' K Y ) " \ (28) 

où K (n x n) est choisie pour accentuer certains aspects de la dispersion des 
données. Four ces métriques la représentation en biplot est invariante par 
transformations affines, donc le problème du choix des échelles, qui a souvent 
préoccupé les utilisateurs de VACP, disparaît (Caussinus, 1992). 

On remarque que le choix de métrique sHmpose seulement sur l'analyse 
des données, et non sur la représentation graphique qui doit toujours être 
euclidienne parce que c'est à cela que l'œil est accoutumé. D'autre part, 
la représentation par produits scalaires permet une flexibilité de choix 
d'échelles dont on peut profiter pour mieux visualiser les données. En effet 
l'approximation 

Y h ^ r A ( r - 1 B ) ,
) (29) 

donc 

ytf3 h—> (ra,)' Q- b3\ Vt, j , (30) 

est égale à celle de (6) et (1), quel que soit le r (r ^ 0) choisi (voir la discussion 
plus générale dans la Section 5 ci-dessous). Pour les graphiques il est bon 
d'ajuster les facteurs calculés et de présenter rA et r - 1 B avec r choisi de 
sorte que les lignes de chaque facteur ajusté couvrent la région du graphique 
aussi bien que possible (c'est particulièrement important si n et m sont très 
différents). Si, par exemple, les a.t sont à peu près deux fois plus grands que 
les b3 on utilisera r = 1/2. Des ajustements de ce type ont été faits pour tous 
les biplots présentés ici. 

Les exemples suivants illustrent ces rôles de diverses métriques. 

3.2. Une mét r ique de contiguïté 

On pourrait se servir d'une mesure g de la contiguïté entre toutes paires 
d'individus, de manière que gî^e = ge^ exprime la contiguïté des individus i et 
e. Dans l'esprit de l'analyse de contiguïté (Lebart, 1969) on utilise donc (28) 
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