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COMMUNICATION 

FRÉQUENCE, PROBABILITÉ ET HASARD * 

Maurice ALLAIS 

Directeur de recherche au C.N.R.S. 
Professeur à l'École Nationale Supérieure des Mines de Paris 

Les seules difficultés véritables auxquelles se sont heurtées les différentes théories dites des probabi­
lités résultent de Vutilisation d'un même mot « probabilité » pour désigner quatre concepts entièrement dif­
férents : la fréquence mathématique, la fréquence empirique, la probabilité objective, et le coefficient de 
vraisemblance. 

Les modèles des théories mathématiques sont des modèles fréquentiels qui ignorent le hasard et sont 
entièrement déterministes. En dernière analyse tous leurs théorèmes, qu'ils s'appliquent à des ensembles 
discrets ou à des ensembles continus, ne sont en fait que des théorèmes d'analyse combinatoire. Les quan­
tités qu'elles étudient sont des fréquences mathématiques que d'une manière totalement inappropriée on 
qualifie de probabilités. 

Le concept de probabilité, indissociablement relié à une prévision humaine de l'avenir, n'existe pas 
dans la nature. De même, le hasard résulte de jugements purement subjectifs qui n'existent que dans notre 
esprit et que la nature ignore. 

Que certains phénomènes puissent apparaître comme imitant le « hasard » est indéniable, mais 
ils n'en deviennent pas par là même aléatoires. Cette simulation du hasard ne peut en réalité dériver 
d'une cause fortuite. En fait, elle doit et elle peut être expliquée, comme le montre par exemple la simula­
tion du hasard par des fonctions presque périodiques. 

Une seule question apparaît réellement fondamentale : pourquoi la nature lorsqu'elle est considérée 
comme aléatoire peut-elle être représentée, au moins en première approximation, et très souvent avec une 
grande précision, par des modèles mathématiques qui en réalité sont fondamentalement des modèles 
déterministes? 

The only real difficulties encountered by the various théories ofthe so-called probabilities stemfrom 
their use ofthe same word « probability » to represent four entirely différent concepts: mathematical fre-
quency, empirical frequency, objective probability, and the coefficient of plausibility. 

The models of the mathematical théories are frequential models which do ignore chance and are 
completely deterministic. In the final analysis, ail their theorems whether they apply to discrète or conti-
nuous sets, are merely theorems in combinatorial analysis. The quantities studied are mathematical 
frequencies, which are referred to most improperly as probabilities. 

* Communication faite le 16 mars 1983 devant les Sociétés de statistique de Paris et de France. 

Journal de la Société de statistique de Paris, tome 124, n° 2, 1983. 
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The concept of probability, which is indissociably associated with human forecasting ofthe future, 

does not exist in nature. Similarly, chance stems from purely subjective judgments existing only in our 

minds and unknown in nature. 

Some phenomena undeniably simulate "chance", but this does not make them random pheno-

mena. In reality, this simulation of chance cannot stem from a fortuitous cause; it should be and can be 

explained, as it is shown, for example, by the simulation of chance by almost periodic functions. 

In fact we are always finally confronted with only one question, a fundamental one indeed, on 

which dépend both the interprétation of théories as regards concrète reality and their "applicability" to the 

study of reality: how does it happen that nature when it is considered as random can be represented, at least 

approximately and often with great précision, by mathematical models which are in fact fundamentally 

deterministic models? 

S O M M A I R E 

Fréquence, probabilité et hasard** 
1. Le concept de probabilité; 2. Fréquence mathématique; 3. Fréquence empirique; 4. Probabilité objective 
et coefficient de vraisemblance; 5. Probabilité objective; 6. Le concept de vraisemblance; 7. Le concept de 
hasard et la réalité; 8. Fréquence, Probabilité et Hasard; 9. La simulation du « hasard »; 10. Fonctions 
presque périodiques, hasard, et hypothèse du Facteur A"; 11. Hasard et Déterminisme; 12. Les conditions 
du progrès. 

Appendice I. Fréquences empiriques et fréquences mathématiques - Illustration. 
A. Illustration du caractère déterministe des calculs de la « théorie des probabilités »; B. Loi empirique et loi 
mathématique des grands nombres; C. Théorème central limite pour les distributions de fréquence. 

Appendice II. La simulation du hasard par des fonctions presque périodiques*** 

** Ce mémoire a été présenté en anglais sous le titre : "Frequency, Probability and Chance" comme Adresse à la "First Interna­
tional Conférence on Foundation of Utility and Risk Theory" qui s'est tenue à Oslo du 26 au 29 juin 1982. Il a été accompagné de deux 
Appendices : "Empirical Frequencies and Mathematical Frequencies — Illustration" et "Simulation of Chance by Almost Periodic 
Functions" qui ont fait l'objet de deux communications séparées. 

Ce mémoire et ces Appendices seront prochainement publiés dans le volume Foundations of Utility and Risk Theory with 
Applications, B. Stigum et F. Wenstop, édit., Reidel, Dordrecht, 1983. 

Les versio ns françaises de ces trois mémoires sont publiées dans ce Journal avec l'accord des Éditions Reidel. 
*** L'Appendice II, « La simulation du hasard par des fonctions presque périodiques », sera publié dans le prochain numéro 

du J.S.S.P. 
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Les idées fondamentales jouent un rôle essentiel dans la formation d'une 
théone. Les ouvrages sont remplis de formules mathématiques compliquées. 
Mais c'est la pensée, ce sont les idées qui sont à l'origine de toute théorie. 

Albert EINSTEIN et Léopold INFELD (1) 

L'histoire des sciences montre que les progrès de la Science ont été cons 
tamment entravés par l'influence tyrannique de certaines conceptions que l'on 
avait fini par considérer comme des dogmes. Pour cette raison, il convient de 
soumettre périodiquement à un examen très approfondi les principes que l'on a 
fini par admettre sans plus les discuter. 

Louis de BROGLIE (2) 

Autant il y aurait de folle présomption à vouloir résoudre dans les sciences 
une de ces questions dont une multitude d'esprits et beaucoup de grands esprits 
ont cherché la solution sans la trouver, et à vouloir terminer doctnnalement un 
litige que les siècles ont laissé pendant; autant il est permis, sans blesser les 
règles de la sagesse et de la modestie, de proposer quelques éclaircissements 
nouveaux, quelques essais de coordination nouvelle, qui ne tendent au contraire 
qu'à écarter toute prétention de décision doctrinale et de dogmatisme absolu. 

Augustin COURNOT (3) 

Les discussions passionnées, parfois acerbes et polémiques, auxquelles la Théorie de la Décision 
a donné lieu au cours de ces trente dernières années en ce qui concerne les deux concepts fondamentaux 
sur lesquels elle se fonde, le concept d'utilité et le concept de probabilité, me paraissent reposer pour la 
plus grande part, dans un cas comme dans l'autre, sur la confusion sémantique de concepts entièrement 
différents. 

Le présent mémoire se borne à présenter quelques observations critiques sur le concept de proba­
bilité et les concepts qui lui sont associés (4). 

1. LE CONCEPT DE PROBABILITÉ 

Bien que la théorie des probabilités remonte aujourd'hui à plus de trois siècles et que ses fonda­
teurs et leurs successeurs n'aient cessé de comprendre dans leurs rangs des esprits d'une intelligence 
extrêmement pénétrante, on doit constater que le mot de probabilité n'a cessé d'être utilisé par les diffé­
rents auteurs dans des sens tout à fait incompatibles recouvrant des réalités entièrement différentes. 

Pour certains, la probabilité est une probabilité objective correspondant à une réalité physique 
dans le cas d'événements qui se répètent. Pour d'autres, la probabilité est essentiellement subjective, 
mais, dans le cas d'événements qui se répètent, elle correspond à une réalité physique, et elle s'identifie 
alors à la probabilité objective. Pour d'autres, il n'existe aucune probabilité objective. Pour ces trois 
groupes la probabilité peut se définir indépendamment de la considération de tout choix aléatoire. Pour 
un quatrième groupe, l'existence d'une probabilité subjective est démontrée en même temps que l'exis­
tence d'un indice d'utilité à partir d'un certain système d'axiomes relatifs aux choix aléatoires. Pour un 
dernier groupe enfin, la probabilité est un concept purement mathématique dont l'étude se développe 
dans le cadre de théories axiomatiques, indépendamment de toute réalité concrète. 

1. Albert EINSTEIN et Léopold INFELD, 1938, L'Évolution des Idées en Physique. 
2 Louis de BROGLIE, 1953, La Physique Quantique restera t elle Indéterministe? 
3 Augustin COURNOT, 1851, Essai sur les Fondements de nos Connaissances 
4. Sans aucun doute, le présent mémoire et ses deux appendices contiennent beaucoup de propositions qu'il est nécessaire de 

justifier Ces justifications seront pleinement données dans mon ouvrage "Frequency, Probability and Chance" qui sera prochaine 
ment publié par les Éditions Reidel Ce livre inclura notamment une Bibliographie étendue sur les travaux les plus significatifs de la 
littérature dans les domaines abordés dans le présent mémoire 
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// résulte de là de multiples confusions et des débats sans fin sur la nature du concept de probabilité, 
et sur ses relations avec les données de Vobservation dans les sciences de la nature, dans les sciences de la 
vie et dans les sciences de l'homme. 

Il n'est pour s'en convaincre que de parcourir les commentaires sur le concept de probabilité, le 
concept de hasard, et la loi dite des grands nombres, qui sont présentés dans les ouvrages qui ont mar­
qué ces trois derniers siècles jusqu'à nos jours. Certes on y trouve souvent des remarques très profon­
des, mais elles laissent généralement l'esprit insatisfait quant à la liaison qu'il convient d'établir entre les 
calculs rigoureux de la théorie et les régularités empiriques qui se dégagent de l'analyse de la réalité, et 
quant aux critères qu'il convient d'appliquer pour effectuer cette liaison. 

En fait, les difficultés que l'on rencontre ne résultent pas des calculs mathématiques qui sont 
effectués et sur la cohérence desquels tout le monde est d'accord. Elles proviennent fondamentalement 
de la liaison à réaliser entre la théorie et l'expérience, de l'interprétation des données de l'observation, et 
de l'applicabilité des calculs à la prévision ainsi que de l'interprétation à donner aux éléments de cette 
prévision au regard de l'expérience antérieure. 

De toute évidence, il ne saurait être question de présenter ici une analyse critique exhaustive de 
toutes les théories des probabilités, ni a fortiori de proposer une théorie générale positive des probabili­
tés qui soit exempte de toute contradiction et de toute confusion. 

Je m'efforcerai seulement de présenter différentes observations sur la définition, la signification 
et l'utilisation du concept de probabilité, observations qui me paraissent susceptibles d'éclairer les diffé­
rentes approches qui s'opposent si radicalement, en retenant de chacune d'elles ce qu'elle me paraît 
contenir de profondément valable. 

Il va sans dire que je ne prétends naturellement pas épuiser un sujet aussi difficile que fascinant, 
que beaucoup ont déjà eu l'occasion d'approfondir, mais peut-être pourrai-je préciser quelques lignes 
directrices susceptibles de dégager les différentes théories des impasses artificielles dans lesquelles elles 
me paraissent s'être enfermées. Certaines de mes réflexions pourront sans doute apparaître comme cor­
respondant à des évidences, mais je pense qu'elles peuvent peut-être contribuer à dissiper bien des 
confusions et à éviter bien des controverses, tout aussi spécieuses qu'inutiles. 

Pour l'essentiel, et comme je vais m'efforcer de le montrer, les seules difficultés véritables aux­
quelles se sont heurtées les différentes théories résultent de l'utilisation d'un même mot « probabilité » pour 
désigner quatre concepts entièrement différents : la fréquence mathématique, la fréquence empirique, la 
probabilité objective, et le coefficient de vraisemblance. 

2. FRÉQUENCE MATHÉMATIQUE 

Toutes les théories mathématiques, dites du calcul des probabilités, admettent à leurs points de 
départ soit comme théorèmes, soit comme axiomes, soit comme définitions, les trois principes des pro­
babilités totales, des probabilités composées et des probabilités inverses (ou probabilités des causes). A 
partir de là, toutes aboutissent au même corps de propositions. 

Quant à leur signification du point de vue de l'analyse des phénomènes réels, leurs auteurs ne dif­
fèrent les uns des autres que sur deux points : Quelle définition et quelle interprétation doit-on donner au 
concept de probabilité? Comment convient il d'appliquer la théorie à la réalité concrète? 

Un examen attentif de toutes ces théories mathématiques montre qu'à tous les stades leurs déve­
loppements sont totalement indépendants de toute réalité concrète, que toute incertitude en est totale­
ment absente, et que le hasard, dont d'ailleurs aucune définition mathématique n'a jamais pu être donnée, 
n'y intervient en aucune façon. Ces théories sont totalement déterministes, et les quantités qui intervien­
nent dans leurs calculs ne sont pas des « probabilités », mot qui est indissociablement attaché à des 
événements incertains, mais des fréquences purement mathématiques. 
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Le concept fondamental qui se trouve à la base de toutes ces théories est en effet celui de 
fréquence mathématique, et il convient de dénommer ces théories, non pas par l'expression usuelle 
de « Calcul des probabilités », totalement inappropriée en l'espèce, mais par l'expression, « Calcul des 
fréquences mathématiques », seule appropriée. Les variables que ces théories considèrent ne sont pas du 
tout des variables aléatoires, mais des variables fréquentielles. 

Lorsqu'il s'agit d'ensembles discrets, toutes ces théories reposent fondamentalement sur le déve­
loppement de l'expression multinomiale (ax + a2 + .... + ah)

n et sur l'analyse des propriétés des diffé­
rents sous-ensembles que l'on peut dériver de ce développement. Lorsqu'il s'agit d'ensembles continus 
l'analyse devient plus abstraite, mais le processus reste fondamentalement le même dès que l'on a défini 
l'égalité des mesures de deux éléments, et il s'agit toujours et seulement de calculs d'analyse combina 
toire. 

Tous les théorèmes fondamentaux des théories mathématiques du soi-disant « Calcul des proba 
bilités », qu'il s'agisse de la loi des grands nombres de Bernoulli, du théorème central limite de la 
convergence vers la loi normale, de la loi du logarithme itéré, des lois de l'arc sinus, ... ne sont que des 
propriétés asymptotiques des distributions de fréquences reposant sur des calculs d'analyse combinatoire. 

Si l'on considère par exemple et pour simplifier le développement du binôme (1-1)", il y a, pour 
une valeur donnée n de l'exposant, 2n trajectoires possibles. Au terme des différentes trajectoires les fré­
quences des différents cas possibles sont proportionnelles aux coefficients du binôme, et lorsque n 
augmente indéfiniment leur distribution tend vers la distribution normale. Cette convergence a lieu au 
sens de l'analyse mathématique. 

Chaque trajectoire est caractérisée par une certaine fréquence des + 1 avec un certain ordre de 
succession des + 1 et des — 1, mais à chacune d'elles, on peut associer une trajectoire ayant une fré­
quence égale des — 1 pour laquelle l'ordre de succession est le même, les + 1 étant remplacés par les 
- 1 et réciproquement. Il y a une seule trajectoire où il n'y a que des 4- 1, et une seule trajectoire où il 
n'y a que des — 1. 

Mais si l'on distribue les différentes trajectoires T, suivant la fréquence f, des + 1, la fréquence 
des trajectoires pour lesquelles la valeur absolue de la différence f, - 1/2 excède une certaine valeur 
tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. La convergence est une convergence au sens de l'ana 
lyse mathématique. 

De même encore quel que soit l'exposant n la valeur moyenne de toutes les valeurs + 1 et - 1 
pour l'ensemble de toutes les trajectoires est toujours nulle. Toutes les valeurs 4- 1 et - 1 se réalisent en 
nombre égal. Du point de vue mathématique elles apparaissent ainsi comme également possibles. 

Encore une fois le hasard est totalement absent de toutes ces théories mathématiques. Toutes se 
caractérisent par des décomptes purement déterministes de configurations correspondant fondamenta­
lement à un développement multinomial et ayant des caractéristiques déterminées. Lorsque l'exposant 
n augmente indéfiniment, toutes les distributions qu'on peut dériver du développement multinomial 
tendent vers leurs expressions asymptotiques au sens de l'analyse. 

Aucune incertitude n'intervient. Tous les modèles mathématiques de fréquences sont des modèles 
totalement déterministes qui reposent sur des calculs d'analyse combinatoire dépourvus de toute incerti­
tude. Toutes les configurations qu'elles considèrent sont supposées simultanément réalisées, hypothèse 
qui généralement n'apparaît pas explicitement et n'est pas soulignée. Pour représenter ces modèles la 
dénomination de « probabilistes » est tout à fait inappropriée, et elle ne peut conduire qu'à de redouta­
bles confusions et à des idées erronées, tant les mots que l'on emploie s'accompagnent inévitablement 
des interprétations attachées à leur usage dans le langage courant. 

De même, et contrairement aux assertions de nombreux probabilistes et non des moindres, ce 
qu'il est convenu d'appeler le « calcul des probabilités » ne saurait être considéré comme une théorie du 
« hasard », car le « hasard » en est totalement exclu. 
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En fait, toutes les théories mathématiques, dites des « probabilités », pourraient être présentées 
sans jamais se servir des mots hasard, probable, aléatoire, ni d'aucun vocable de la même famille. S'ils 
s'y trouvent, c'est qu'il a plu aux mathématiciens de les introduire et de les y maintenir, peut-être pour 
rendre leurs théories plus attractives, mais plus probablement par la simple force de l'habitude et de la 
tradition. Mais rien ne serait changé si l'on substituait au mot « probabilité » le mot « grandeur G ». En 
tout état de cause, le sens profond des calculs deviendrait alors beaucoup plus clair. Mais, de toute 
façon, c'est le vocable « fréquence mathématique » qui est le seul indiqué comme corespondant effective­
ment à ce qui est considéré. 

Naturellement ces modèles sont purement mathématiques, et ils ne peuvent par eux-mêmes rien 
nous apprendre sur la réalité concrète. 

Alors qu'on ne saurait compter le nombre de mathématiciens éminents qui ont parlé des lois 
mathématiques du hasard, il est pour le moins symptomatique qu'à de très rares exceptions près per­
sonne n'ait souligné l'absence du concept de hasard dans la théorie dite du calcul des probabilités. Bien 
plus rares encore, à supposer même qu'il en existe, sont ceux qui ont tiré de cette constatation toutes les 
conséquences qu'elle implique (5). 

3. FRÉQUENCE EMPIRIQUE 

En étudiant certains phénomènes et en groupant des résultats assez nombreux, on constate des 
permanences : les fréquences de sortie des différents chiffres dans les loteries, ou des différentes faces 
d'un dé, la fréquence des accidents de la circulation, la fréquence des suicides, etc., restent à peu près 
constantes. De plus, non seulement les fréquences moyennes sont peu variables, mais les distributions 
empiriques des grandeurs considérées restent relativement stables. 

Deux classes de distributions empiriques peuvent être distinguées : les distributions spatiales à un 
moment donné, comme la distribution des individus d'une population suivant leur taille; et les distribu­
tions temporelles comme par exemple la distribution des cours de bourse au cours du temps. 

Il est très remarquable que ces distributions puissent généralement bien se représenter à partir de 
modèles mathématiques fréquentiels déduits de l'analyse combinatoire. Ainsi, les tailles et les poids des 
individus se représentent bien par la distribution lognormale; de même les tirages successifs dans une 
urne comprenant des boules noires et blanches peuvent se représenter avec une très bonne approxima­
tion par la loi binomiale. 

On peut interpréter chacune de ces distributions empiriques en considérant qu'elle n'est que la 
manifestation d'une régularité sous jacente correspondant au modèle mathématique fréquentiel suscepti­
ble de la représenter. Naturellement, comme c'est le cas pour toutes les lois de la nature, qu'il s'agisse 
par exemple de la Mécanique céleste ou de l'Électromagnétisme, chaque distribution n'est représentée 
par son modèle théorique qu'avec une certaine approximation. Les paramètres du modèle sont choisis 
de manière que la représentation soit aussi bonne que possible, à moins qu'il ne résulte de l'expérience 
antérieure qu'il faille leur assigner des valeurs a priori bien déterminées. 

Pour simplifier l'exposé, considérons une urne contenant des boules blanches et noires, physique­
ment aussi semblables qu'il est possible de les réaliser, et dans laquelle des personnes différentes effec­
tuent des tirages successifs avec remplacement. Supposons que l'on effectue s séries St de n tirages, à 
chacune desquelles correspond une fréquence empirique /lf „ de sorties de boules blanches. 

L'expérience montre que tout se passe comme s'il existait une fréquence/, en l'espèce égale à 1/2, 
telle que la fréquence FSt „t £ des séries St pour lesquelles la valeur absolue de la différence/ „— /excède 
une valeur positive déterminée e devient de plus en plus petite à mesure que le nombre n de tirages de 

5. Sur tous ces points, voir l'Appendice I ci dessous, Fréquences empiriques et Fréquences mathématiques. 
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chaque série et le nombre s des séries augmentent. C'est là ce que l'on peut appeler la loi empirique des 
grands nombres. 

Les différentes fréquences empiriques / correspondant aux s suites considérées peuvent être 
interprétées comme les mesures expérimentales d'une même constante physique f qui caractérise le pro­
cessus de tirage dans l'urne considérée et qu'on peut appeler « fréquence intrinsèque ». Si des conditions 
de symétrie sont assurées, on peut assigner à cette fréquence intrinsèque une valeur a priori bien déter­
minée. 

Il est essentiel de souligner que rien ne permet de déduire des données de l'observation que pour 
une série donnée St de n tirages, la fréquence / „ converge vers la fréquence intrinsèque / au sens de 
l'analyse lorsque n prend des valeurs de plus en plus élevées. Tout ce que l'on peut dire, c'est que 
l'observation montre qu'en moyenne la fréquence Fs n des séries d'épreuves au cours desquelles les fré­
quences empiriques fh n diffèrent notablement de la fréquence intrinsèque/devient de plus en plus faible 
lorsque pour chaque série le nombre n d'épreuves augmente et lorsque le nombre considéré s des séries 
augmente. 

De même que l'on s'attend seulement, en effectuant plusieurs mesures d'une même longueur, à 
obtenir des nombres voisins, de même on s'attendra seulement en effectuant des séries nombreuses de 
tirages à trouver des valeurs voisines pour la fréquence. 

En fait, trop souvent, les auteurs dérivent cette loi empirique des grands nombres de la loi mathé­
matique des grands nombres de Bernoulli, alors que la loi de Bernoulli ne constitue qu'une propriété 
mathématique asymptotique de la distribution binomiale, et alors que par elle-même cette loi mathémati­
que ne peut rien nous apprendre sur la réalité concrète. 

Il ne pourrait en être autrement que si on postulait qu'en moyenne les boules blanches et les bou­
les noires ont une égale possibilité de sortie. Si on admet cet axiome d'égale possibilité en moyenne le 
modèle mathématique fréquentiel fournit non seulement une représentation, mais également une « explica­
tion » du phénomène constaté. 

Si on admet l'axiome d'égale possibilité en moyenne on peut estimer a priori la fréquence intrinsè­
que du modèle fréquentiel dans le cas considéré des tirages dans une urne en la prenant égale au rapport du 
nombre des boules blanches au nombre total des boules, toutes les boules étant considérées comme égale­
ment possibles. 

Dans la mesure même où on assimile le processus des tirages successifs dans une urne au modèle 
mathématique fréquentiel, une telle assimilation pour être parfaite reviendrait à supposer que si l'on 
effectuait s = 2n séries de n tirages, ces s séries de tirages se répartiraient exactement comme dans le 
modèle mathématique fréquentiel, ce qui reviendrait effectivement à dire que tout se passe comme s'il y 
avait égale possibilité de tirage pour les boules blanches et noires. 

Si l'on y réfléchit on constate que dans tous les cas où il est possible de représenter une distribu­
tion statistique par un modèle mathématique fréquentiel, tout se passe comme si un axiome d'égale possi­
bilité pouvait effectivement être admis quelque part. Cet axiome, comme les modèles mathématiques fré-
quentiels qui lui correspondent et comme le concept de fréquence intrinsèque, constituent essentiellement 
une « idéalisation » de l'expérience. 

En fait, tous les modèles mathématiques fréquentiels reposent nécessairement sur une hypothèse 
d'égale possibilité. La formulation explicite de cette hypothèse est particulièrement évidente dans la dis­
cussion du problème discuté par Joseph Bertrand de la « probabilité pour que dans une circonférence, 
une corde soit plus grande que le côté du triangle équilatéral inscrit ». Suivant qu'on la formule d'une 
manière ou d'une autre, on trouve des « probabilités » différentes. 

Pour que les modèles mathématiques fréquentiels s'appliquent aux distributions empiriques de la 
réalité concrète, il faut que cette hypothèse d'égale possibilité se retrouve dans la structure des données 
empiriques. 
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Il faut donc admettre un axiome de « représentabilité » qui permettra cette application. Le fonde­
ment de cet axiome, c'est l'axiome d'égale possibilité en moyenne. Cet axiome, qui permet d'appliquer 
la théorie à la réalité concrète, il faut l'énoncer explicitement. 

Lorsque les modèles mathématiques fréquentiels utilisés représentent efficacement la réalité, la 
qualité de cette représentation ne soulève ni plus ni moins de problèmes que la qualité de la représenta­
tion des mouvements des planètes par les lois de la mécanique céleste. 

Si on considère une suite suffisamment longue de tirages dans le cas de loteries, de jets de dés ou 
de pièces, on ne peut en fait que s'émerveiller de la concordance quasiment rigoureuse que Von constate 
entre les distributions empiriques et les modèles mathématiques fréquentiels qui les représentent. Cette 
concordance est d'autant plus remarquable que rien a priori ne permet de postuler l'adéquation des modè­
les déterministes fréquentiels aux processus aléatoires considérés où le « hasard » joue un rôle détermi­
nant. 

En fait, et malheureusement, on constate une disproportion très regrettable entre le nombre des 
travaux théoriques consacrés à l'élaboration des modèles théoriques et celui des travaux empiriques des­
tinés à les confronter avec les données de l'expérience. C'est là pourtant une tâche essentielle, tout à fait 
indispensable, dont la nécessité a été ressentie par tous ceux que préoccupe justement la liaison entre la 
théorie et la réalité concrète. La première recherche connue est celle de Buffon qui a analysé une série 
de 4 040 jetés d'une pièce de monnaie. Au XIXe siècle l'astronome suisse Wolf a réalisé plus de 
280 000 jetés de deux dés, et il y a quelques années Herman Wold a analysé des séries simulant 
600 000 tirages. Dans tous les cas on constate que tout se passe comme si les modèles mathématiques 
fréquentiels représentaient correctement la réalité, ce qui conduit à la conclusion que l'axiome d'égale 
possibilité en moyenne peut être considéré comme admissible. 

Encore plus rares sont les auteurs qui se sont efforcés d'expliquer pourquoi les fréquences empi­
riques reproduisent approximativement les fréquences mathématiques; pourquoi des tirages successifs 
dans une urne, ou des processus analogues, conduisent à des distributions qui ne sont jamais très éloi­
gnées de la loi normale; pourquoi la nature semble ainsi obéir à la loi normale. Ce sont là de toute évi­
dence des questions fondamentales. C'est Henri Poincaré, dans des analyses remarquables, qui le pre­
mier en a aperçu tout l'intérêt, et dégagé quelques approches explicatives très suggestives à partir de 
l'utilisation de fonctions arbitraires de fréquence. 

Pour illustrer la génération empirique de la loi normale, Francis Gai ton a réalisé une machine 
dont il rend compte des résultats de son fonctionnement dans son ouvrage « Natural Inheritance ». Il 
s'agissait de petites billes tombant verticalement dans un espace parsemé par une série d'aiguilles, régu­
lièrement espacées, et disposées en rangées successives, suivant une disposition utilisée de nos jours 
dans certains appareils à sous. En bas de l'appareil se trouvaient un certain nombre de récipients dans 
lesquels venaient se loger finalement les billes. On constate que leur distribution est celle de la loi 
normale avec une approximation d'autant meilleure que leur nombre est plus grand. 

Le processus de la machine de Galton est physiquement déterministe. Comment donc expliquer 
qu'il suive la loi du soi-disant « hasard ». Il ne peut en être ainsi que si l'axiome d'égale possibilité est 
effectivement satisfait en moyenne lors du choc de chaque bille avec les aiguilles qu'elle rencontre. Les 
actions qui en résultent se distribuent selon des fonctions de fréquence, fonctions arbitraires au sens de 
Poincaré, de sorte qu'effectivement l'axiome d'égale possibilité se trouve vérifié en moyenne. 

Ce qu'il faut expliquer dans le cas du dispositif expérimental de Galton, c'est pourquoi les billes 
viennent se placer précisément là où elles doivent venir se placer pour que leur distribution soit effective­
ment approximativement normale. 

Dans l'appareil de Galton ce ne sont pas des probabilités qui interviennent dans l'action des 
aiguilles lors des chocs; ce sont des fréquences représentables par des fonctions arbitraires au sens de 


