G. BAUMANN
Filtrage et prédiction d’une série chronologique

Journal de la société statistique de Paris, tome 116 (1975), p. 61-74
<http://www.numdam.org/item?id=JSFS_1975__116__61_0>

© Société de statistique de Paris, 1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Journal de la société statistique de Paris »
(http://publications-sfds.math.cnrs.fr/index.php/J-SFdS) implique ’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infrac-
tion pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la pré-
sente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JSFS_1975__116__61_0
http://publications-sfds.math.cnrs.fr/index.php/J-SFdS
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

FILTRAGE ET PREDICTION D’UNE SERIE CHRONOLOGIQUE

We study the filtering and the prediction of chronological series by the technique of spectrum
analysis. We see that even from a rather small number of information, we can do rather precise
predictions and we show how important the part of the autocorrelation function is. We see that

the best prediction we can do is got by the average value in reducing the average quadratic
error to its minimum.

Wir studieren die Filtrierung und die Voraussagen von Zeitserien mit der Technik
der Spektralanalyse. Wir stellen fest, dass man selbst mit verhdltnismdissig beschrinkten Infor-
mationen Voraussagen mit exner gewissen Prezision machen kann und wir zeigen die bedeutende
Rolle, die die Autocorrelation spielt. Wir stellen fest, dass die best mogliche Voraussage mit

dem Durchschnittswert erhalten wird, in dem man den geringtsen quadratischen Durchschnitte-
fehler berechnet.

En physique expérimentale, beaucoup de données sont fournies sous formes de séries
chronologiques ou sous forme de mesures répétées. Ceci est notamment le cas en physique
nucléaire et en théorie de I'information.

En plus, chaque mesure peut &tre entachée d’erreurs multiples, souvent impossibles
A calculer a4 cause de la complexité des méthodes de mesure et des appareils utilisés.

Donc, pour analyser le signal z(t) concernant le phénoméne étudié, on ne dispose
que du signal z(t) tel que :

2t) = alt) + wit)
w(t) étant le bruit de fond et qui est généralement inconnu.

Pour ces séries, ’analyse spectrale fournit alors une excellente méthode d’étude
permettant de mettre en évidence les propriétés du 1€T et du 2¢ ordre [1] [2].

Cependant, ces séries ne sont pas toujours des réalisations de processus stationnaires.
On part alors d’un processus stationnaire connu; & partir de la, on va engendrer une série
chronologique, dont on peut éliminer la tendance et que ’on peut alors soumettre a ’analyse
spectrale. Nous allons voir en particulier comment peuvent évoluer ces séries de mesures
dans le futur par des études de filtrage et des méthodes de prédiction d’avenir.

1. PREDICTION D’AVENIR D'UNE SERIE CHRONOLOGIQUE
CONNAISSANT UNE SEULE VALEUR

Soit donc la série z(t) telle que z(t) = z(t) + w(t) avec z(t) connue a I'instant ¢ et
supposons en plus que nous connaissons ses propriétés statistiques, donc que nous pouvons
avoir, en particulier la fonction d’autocorrélation C(z).
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Nous cherchons donc z(t 4 7).
Avec un opérateur linéaire, on a donc :

Z(t+ 1) = Aazt)
Mais, dans cette prédiction, il faut de plus remplir la condition, & savoir :
E {{z(t + 7) — A z()]}?

minimum (nous considérons pour simplifier que < z(t) > = 0).
Ce que nous pouvons écrire :

E{zt+ =) — Az(t)]z¢)} = 0

Nous pouvons maintenant introduire les fonctions d’autocorrélation C(t) et C(0)
qui sont, par définition :

C(x) = E {aft + 7) 2()}
C(0) = E {z()%}
Donc, cette condition peut se mettre sous la forme :

Clx) — AC(0) = 0

Donc nous avons comme solution :

(+) _ c)
z(t) C (0)

C(v)

Z , . - .
A= Cest-a-dire  Z(t+ 1) = c) z(t)

Cette prédiction statistique donne donc z(t 4+ ) avec une certaine précision, et nous
pouvons calculer ’erreur & laquelle nous pouvons nous attendre, soit £(t) telle que :

Ce¥t) ) = E{{z(t +7) — 2t + )%} = E{lz(t+ ) — Az(0)]%
et en tenant compte des fonctions d’autocorrélation, on a pour l'erreur < e2(t) ) :

() > = C(0) — 24 C(x) + A2 C(0)
C(7)

Mais, si, en plus, on retient que A = m’ on a finalement pour I'erreur :
@) =cO -5
€ (0)

On voit donc, que méme avec des informations assez réduites, on peut faire des
prédictions d’une certaine précision et le réle important que joue ici encore la fonction
d’autocorrélation.

Evidemment, si = devient grand, C(t) tend vers zéro et la prédiction Z(t + 1) devient
de moins en moins valable et tend vers une valeur nulle. La prédiction ne peut donc se
faire avec une certaine précision que pour T pas trop grand, donc pour I’avenir immédiat.

2. PREDICTION D’UNE SERIE CHRONOLOGIQUE CONNAISSANT DEUX VALEURS

Cherchons maintenant comment pourra &tre prolongé la suite z(t) = z(t) + w(t)
lorsqu’on connait pour celle-ci deux valeurs z(t) et z(t — T). Alors, nous aurons au temps
t+4+ T

Z(t+17) = A—z(t)+ Bzt —T)
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mais avec la condition de rendre minimum le moment :

E {[as(t + 7) — (A () + Bzt — 1)) *}

c’est-d-dire que les moments suivants soient nuls, & savoir :

E {[s(t+7)— (Aat) + Bzt —T))]3t)} = 0
et

E{[z(t+ ) — (Az(t) + Bzt — T)) ]s(t — T)} = 0
ou encore, en introduisant les fonctlons de corrélation
Cr) — AC(0)—BC(T) =0
{C(T+T)—AC(T) C(0) =

On peut ainsi calculer les coefficients de prédiction A et B :

C(x) C(T)
4 C(r+T) C(0)
~|c(0) C(T)
C(T) c (0)
c(0) C(x)
B C(T) C(r+T)
“lc(0) c(T)
c(T) ¢(0)

Il faut évidemment calculer C(t); C(T) et C(T + 7). Cela peut se faire en prenant
une série de Taylor a partir de C(t).

3. PREDICTION D’'UNE SERIE CHRONOLOGIQUE CONNAISSANT N VALEURS

St enfin nous connaissons les valeurs de z(t) pour n points, & savoir z(t), z(t — T),
2(t — 2T), ... z(t — nT) nous pouvons prédire & t 4+ = par la suite :
Z(t+ 1) = Agz(t) + Azt — T) + Ayz2(t — 2T) + ... + Anz(t — t — nT)
donc rendant minimum le moment
E {[2(t + 7) — Aga(t) — Ay 2t — T) — Aga(t — 2T) — ... — Apz(t — nT))%}
ce qui donne comme équations, tenant compte de la définition des fonctions d’autocorré-
lation :
E {(2(t))2} = C(0)
E { 2(¢) z(t+ T)} = C(T)

...............

donc

A,C(0) + A, C(T) + A, C2T) + ... + An C(nT) — C(x) =
AyC(T) + A, C(0) + Ay C(T) + ... + Aw Cl(n — )T —C(x+T) = 0

.......................................

C(nT) + A, Cl(n — )T] + A, C[(n — 2)T] + ... + AxC(0) — C(x + nT) = 0
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ou encore, sous forme matricielle :

[ C(0) C(T) C@22T). . . C(nT) T T 4] [ C(x) ]
C(T) C(0) CT). .. C(n—1)T) A, Cix+T)
c@2T) C(T) CO ... C((n—2)T) A, C(x + 2T)
_b@f)"é«néﬁjf)"é«ﬁ;é{f)::::c@j_ _An_ - _C@J-mn_

ce qui permet le calcul des coefficients Aj.

Mais il faut bien remarquer que la prédiction dépend de la forme de la loi de corrélation
et on peut montrer que, pour un processus poissonnien, le passé n’aide pas & prévoir ’avenir
et que la seule valeur intéressante est la derniére valeur de la série, soit z(t).

On dit qu'un tel systéme est sans mémoire.

Une telle suite dans laquelle le passé n’influe pas sur I’avenir constitue une chaine
de Markov et son évolution un processus de Markov. Mais il faut évidemment faire bien
attention. Tout ce qui précéde influe bien sur le calcul de z, a l'instant ¢, c’est-a-dire zq4
dépend de z,_,, mais z, contient toute I'information de la série. On peut encore dire que
toute I’évolution du passé se trouve résumée dans le dernier état z,. Donc il faut connaitre
Zqn pour prévoir I’avenir, mais peu importe comment on est arrivé & z,. On écrit dans ce cas :

Pr{z(t) ewya(ty) = 2z, ..., 3(ta) = za} = Pr{z(t) € wy, 2(ta) = zn}
pour V » et pour V¢, ..., tp tel que t; < t, < ... < tn < &
Il faut donc bien distinguer le processus de Markov du cas particulier ou :
Pr{z(t) €y, 2(t) = 2, ..., %(ta) = 20} = Py(a(t) €py)

qui est un cas particulier ou la loi chronologique conditionnelle se confond avec la loi chrono-
logique, & priori, et ot donc le passé n’apporte aucune information sur I'avenir. Ce cas, bien
que riche en propriétés, est dans la pratique assez peu intéressant, vu qu’il est extrémement
rare que l'on trouve remplies les conditions d’indépendance.

Enfin, on peut encore calculer une interpolation z(t) € z(0) et z(t) et définir la prédiction
optimum dans cet intervalle, soit P. On a :

IS:L ;(t)dt=J; C () dt-——ggg;izc(g)
car on a, dans ces cas : 0 < t < T
z(t) = A z(T) + B z(0)
avec A=C(O)C(T—t)_C(T)C(t)
c2(0) —c2 (1)
C(0)C(t)—C(T—1t)C(T)
cz(0) —c2 (1)

B =

4. PREDICTION DANS LE CAS OU L’ON DISPOSE DE TOUTE LA SERIE I(t)
SUR L’ENSEMBLE DE L'INTERVALLE DES TEMPS

Si on connait donc z(t) = z(t) + w(t) sur t € (— 00, + o), on n’est pas obligé d’injecter
la série z(t) dés le départ. On utilise un filtre linéaire G et nous avons alors :

Z@=£rou—nxauz
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qui, avec t — T = 1 donne :
+

;(t)= G(t) z(t—=)dr
La prédiction doit étre telle que le moment :
E {[z(e) — 2()]*}
soit minimum (principe d’orthogonalité), ce qui peut encore s’écrire :

[z(t)— T eE) p—r) d¢]/\

— 0

E =0

Si nous développons cette expression, nous obtenons 2 termes.
Nous pouvons exprimer E {z(t) z( A)}, qui devient :

E{z(t) (\)} = Cault — A)

et ensuite le Jeuxiéme terme, qui devient :

+ +
I Gr)E{z(t—r1)z(A\)}dr = G(x) Cop(t—7—A) dr
et notre moment 4 annuler devient :
+
C,(t—n)= G(T)Cput —7—A) dr

~— 00

qui est un produit de convolution ou nous appelons Czz la fonction d’autocorrélation pour
x = z+ W, donc :

Cao(T) = E{[2(t) + w(t)] [2(t + T) + w(t + T)]}
et Ce(T) = E{[z(t)] [2(t + T) + w(t + T)]}

S1 maintenant nous admettons qu’entre la série réelle et le « bruit ». il n’y a pas de
corrélation, nous obtenons finalement :

sz(T) = sz(T) + wa(T)
Caa(T) = Cz(T)

Pour calculer Cy(t — A), 1l faut prendre la transformée de Fourier du produit
de convolution, donc :

+ +
j Cu(T) et dt = [ G(T)[Co(T) + Con ()] e

S; (@) = G () [S, (0) + S, ()]

S, (o
CO) =5 F 5@ ) )

et enfin

sera le filtre & employer.

Il nous faut encore connaitre I’erreur commise dans cette prédiction. Cette erreur
est donnée par ¢(t) avec :

(2W)=F

[z(t)—— () 2t — 1) df] 2(t) }

— @

donc, en développant et en introduisant les autocorrélations

(e2(t)) = C,(0) — rw G(7) C,, (x) dr
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mais, en utilisant les transformations de Fourier pour les deux membres de cette équation,

a savolr
1 [+~
= 9. ; (©) do

r"’ G (x) Cour) dv = o J’“’ G (6) 5., (0) do = 5= r“’ G (@) S, () do

—o —a —a

C,(0)

On obtient pour &(t) :
+

(2(1)) = zi,: _Lo [Sz (0) — m] de

1 [+ S, (o) S,
(@) =9z ] _ W

8

donec,

qui donne I’erreur minimum & laquelle on doit s’attendre. Ceci ne prédit d’ailleurs en rien
si le filtre est en pratique réalisable. Ce filtre dépend évidemment de la forme de S()
et de Sy(w). I1faut encore signaler que si la série et le « bruit » occupent des bandes de fréquence
différentes, ce filtre est trés efficace et donne une excellente élimination.

Par contre, la prédiction est mauvaise si série et « bruit » ont des bandes de fréquence
qui se recouvrent.

Ce filtre permet donc de mettre en évidence des cycles conjoncturels et de prévoir
leur variation a4 condition qu’ils aient une période différente des cycles aléatoires ou des
cyles saisonniers.

5. FONCTIONS DE CORRELATION ET ERREURS DE PREDICTIONS

Soit la variable aléatoire X; qui prend les valeurs z, au temps ¢ = n (n = — o,
ey —1, 0, 1, 2, + ©) et cherchons les relations entre les possibilités de prédiction de sy
et la fonction d’autocorrélation C(t).

5.1. Prédiction et fonctions de corrélations

Considérons le terme 2y, ,. On peut écrire que :

Tnyy = M,. + WZn_y + VZn_o + .o + Z”+1
Men + WTn_y + VTa_p, le premier terme, constitue la partie entiérement prévisible de notre
série tandis que le deuxiéme terme Zy_, est une fonction totalement imprévisible, c’est-a-dire
une fonction non corrélée dont nous connaissons deux propriétés :

{Z,> =0 et {Z2% = o* = Constante
Nous prendrons donc pour valeur de zs,,, tout simplement la prédiction :

Tny = Ap + pTn_y + VZTn_p

mais il faut alors connaitre la fonction de corrélation pour calculer I’erreur commise.

Reprenons alors toute la série & partir de ¢ = 0, donc :
Ty = Zy
Ty = Ay + pgy+ Zy = (M +p) Zg+ A2, + Z,
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T3 = My + uz + vz + Zg
= B+ 20 +v)Zg+ (VB + p) Z, + AZ, + Z4
xy = Mg+ uxy + vay + Z,
= M43+ 20w+ ) Zg+ B+ 200+ V) Z; + (A4 ) Z, + AZ; + Z,

...................................

donc
Tn = qnZo+ qnyZy + ... + Zny + qoZn
avec
g0 =1 gs = N+ 20+ v
¢ = A q4=14+3)\2p+2lv+p’
g = M+u
donc

gny = Mn + pqn_y + Vqn_
constitue la loi de récurrence entre les coefficients. Cherchons alors les solutions de ces
équations.
Si nous appelons ry, ry, r3 les racines de 1’équation
= N2+upr+v
nous obtenons pour gn :
4 = a7} + agl + oyl
avec
atata =g =1
ary + agry + agrg = ¢ = A
al"%‘*‘“z"g‘*‘as"g = 42=7\2+P-

Si nous appelons C; la moyenne, sur tous les ¢t € (— o0, 4 o) :
C; = { Za_yTn )
= (90Zn + @1Zny + ... + gnZo) X (90Zn—g + ®1Znr—5 + ... + qn_sZo)

mais nous savons que

{ZnZn) =0 sin # m
et

((Za)2)> = of

ce qui donne :

CI 7.4 +7

(ayry + agry + agry) (a,rt7 + aa’§+' + as"§+’)

1=0
=0

Nous allons maintenant introduire les relations suivantes :

a0

L
’1’2—1_,1,3

1=0
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dans Cj, ce qui donne :

a? a,a a,a a, a. a? a,a. ;
C’=62(1—1r§+1—1r12-r,+1—lrls-r3) r|11| +o-2( 1% +1 2 +1 2 @3 )r|'1|

a, ag a,ag a? Il
c2 ]
+ (1——r1r3+1——r2‘r3+1 3) "8
qui est la loi de corrélation.
Mais rappelons-nous que ry, ry, ry sont les racines de 1’équation en 73, donc :
P— (A tpurdvy) = (r—mn) (r—r) (r—rn)
et en développant, nous pouvons identifier et obtenir :

)\ = rl + rz + 7'3
b= —nrp = NIy — Tyl
v = r1r2r3

et, & I'aide des relations entre ry, ry, r3 et a;, a, ag, on obtient :

a = "% (ry — r3)/A
ay; = "g ("3_"1)/A

as = "§ (ry — r3)/A
avec
A = rry(ry — 1ry) + rora(ry — 13) + rgra(rs — 1)
CoNcLusION

Nous obtenons donc la loi de corrélation en remplacant dans Cj les coefficients a,
ay, ag par les valeurs définies ci-dessus.

Nous obtenons la prédiction par :
ZTny = Ao + pZn_g + VZn_g + Zny
en remplacant les coefficients A, p et v par les valeurs calculées ci-dessus.

5.2. Erreurs sur la prédiction

I1 est clair, d’aprés la définition de la prédiction de

ZTny = An + WTny + VTn_p + Zn+1
ue ’erreur est donnée par le terme aléatoire Z,. ., avec e(t) tel que
q P +1 q
2 2
()Y =<2y ) =
De méme, la prédiction de zn,, & partir des valeurs zp, Zn_;, Zn_g est donnée par une

combinaison Zy,, et Zy,,.
L’ensemble des deux relations suivantes :

{ Ty = Mn + Uy + vZn_p + Za+1

Tnye = My + [ Tn + VTny + Znyg
donne :

Tnyg = (AP + @) Zn + (A2 + V) ZTn_y + WZn_p + Mgy + Znyy
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mais Zy,, et Zy,, étant imprévisibles, on ne peut donc avoir que zn,s comme meilleure
prévision. On a :

Tnye = (B + p) 2n + (ML + V) Tny + Avoa_y
avec lerreur (t) = Mauy + Znys
dont le carré moyen donne :
)) = BZagy >+ <K 2>+ Zysy Zyig ) 22
c’est-a-dire :
(&) > = o (1 +2?
On peut alors calculer tous les termes suivants.
La meilleure prédiction pour zn,; est Tn,; avec

Tnyg = (A4 200 4 V) 20 + (A% 4 AV + p?) zpy + (A 4+ @) 28y
entrainant une erreur g4(t) avec,
(50> = 1+ N+ 0+ p))

c’est-a-dire qu’on peut facilement généraliser I’ensemble des relations. On peut alors prédire
Znyj en itérant j fois I’équation de prédiction

An_j + WTn_g + VTn_gs + Znyy
et aussi une erreur g(t) telle que :

avec

N ¢ a2 a} 2a, ay 2a, ag 2a,a4
Z’ r=+1—rg+1 St =yt +

—rrg 1—ryrg

A la limite, on obtient donc :
(% (1) > = C€(0)

La meilleure prédiction possible est donc la valeur moyenne qui minimise 1’erreur
quadratique moyenne.

6. ITERATION DES PREDICTIONS D’UNE SERIE DISCRETE

Essayons maintenant de généraliser les résultats de prédictions, c’est-a-dire prédire
Zn,; & partir de ’ensemble des valeurs z;. On obtient pour zy,, la relation :

Zny = ApTn + AnTa_y + ApTa_s + ...
relation dans laquelle les quantités Ay sont des solutions de I’équation

T co c1 €2 €3 .. .] A, ] Cc(1) ]

c) ¢ ca) c@ ... Ap c(l + 1)

c2 ¢ co ca ... Ay | = | C(1+2)

c@ €2 c1 Co ... Ay c(1+3)
PR B S B IR 1)
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Les grandeurs Aj; peuvent alors étre considérées comme les composantes d’un vecteur
—
A,, et nous avons :

51;.'_1 = Aor’”n + All‘z"—l + Am:t,,_z + A3l$’|_3 + cee

S’il existe une relation d’itération, on peut donc, également prédire z,,, et on a :

51;_'_2 = AOIx”+1 + Auxn + Amxn_l + Aslxn_z + oo
qui s’écrit, compte tenu de Zn,, :
Tnyg = Aggn + AypTn_y + Ap2n_s + Antn s+ ...
avec :
Aoz = A%l + Au
A = ApAn + An
Ap = Andg + Ay
Agy = ApAgy + Ag
Nous pouvons de méme prévoir z,, 5 en itérant 3 fois

5”_‘_3 = Amxn+2 + Auxn_,_l + Anxn + Amx,,_l + -
et, tenant toujours compte des relations précédentes :
51&-{.3 = wan + Ama?n_l + Azsxn_z + A%x”—s + “en
avec le coefficient donné par les relations :
Agy = Agl + AmAn + AnAm + Am
A13 = A(2)1A11 + A01A21 + A%l =+ A31
A23 = AgtAm + A01A31 + A4y + Ay
Az = A§1A31 + A01A41 + A11A31 + Asl

—>
Nous allons maintenant montrer que la construction du vecteur A, est itérative.

— — —

Nous avons donc obtenu, 3 partir de A, les vecteurs A, (Ag, Ayp, Aoy, Age) €t Az (Agg, Asss

Agg, Agg). Pour montrer que cette concentration est itérative, il faut donc porter les compo-
—_— —

santes de A, et A; dans (1) et vérifier I’égalité avec le deuxiéme membre.

Considérons d’abord X; L’équation (1) donne alors :

AnC(0) + AnC(1) + AnC(2) + AxC(3) + ... = C(1)
AnC(1) + AnC(0) + AnC(1) + AxC(2) + ... = C(2)
AnC(2) + ApC(1) + AnC(0) + A5C(1) + ... = C(3)
AnC(3) + AnC(2) + AnC(1) + A5C(0) + = C(4)
Puis le vecteur A2 pour lequel I’équation donne alors :
ApC(0) + AC(1) + AgC(2) + AxC3) + ... = C(1)
ApC(1) + ApRC(0) + AC(1) + A3C(2) + = C(2)
ApC(2) + ApC(1) + AgC(0) + ApC(1) + = C(3)
ApC(3) + ApC(2) + AnC(1) + AgC(0) + = C(4)

Tenant compte des relations précédentes, on peut alors vérifier que :
AnC(0) + A43C(1) + AnC(2) + 45C(3) — C(1)
= AnC(0) + AC(1) + AnC(0) + AxC(3) — C(2)

et ainsi de suite pour toutes les lignes.
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Nous avons donc : C,
[IC]1[4s) =| G4

et de méme :

”C” [4s] = C,

— _— —
Nous pouvons donc, a partir de A;, construire tous les vecteurs Ay, A, ce qui permet

de généraliser la prédiction d’une série discréte.

7. PREDICTION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE CONTINUE

Nous avons une série chronologique
a(t) = 2(t) + w(t)
dont nous avons pu extraire la vraie série z(t) et dont nous connaissons toutes les valeurs

det = — o at = 0. Cherchons alors la prédiction de z(t) pour ¢ = <, donc z(t). Nous prendrons
pour z(t)

;M=f0hﬂzﬁﬂﬂ

Il nous faut donc déterminer G(r, T) satisfaisant & la condition d’orthogonalité,
c’est-a-dire, pour tout temps ¢ pour lequel la série est connue, donc ¢{(— o, 0). On doit done
avoir :

E ; [z(‘r)— J:o G(r, T) z(—T) dT] z(t) } =0

Avec les définitions des fonctions d’autocorrélation :
E{z(t) z2(—t)} = C(x+1)
E{z(—T) z(—t)} = Ct—T)

la condition d’orthogonalité devient :
I G(xT) C(t—T)dT = C(x + 1)
0

C’est I’équation de Wiener Hopf dont nous allons indiquer une méthode de résolution
utilisant les arguments de la « physique » du phénomeéne, et qui est due 4 Wiener [3].

Nous allons introduire la fonction de transfert T(w) du spectre de fréquence S(w)
du signal, donc :

T = |S()|

qui peut définir le filtre, mais pas sa phase.

Considérons maintenant le filtre de fonction de transfert T-(w).

Aprés l'application de ce filtre, le spectre S(w) devient alors :

S() |T(w)"[F =1

Et maintenant, appliquons de nouveau le filtre T(w), ce qui nous donne comme
information :

IT(w) [ = S(w)

On récupére donc la série chronologique.
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Mais ce que nous cherchons, c’est la série au temps ¢t = 7.
Nous pouvons définir G(t) par sa transformée de Fourier.

+
G(t) = 21_11 - T () et dw
G
— t .
Mais si nous voulons prédire & ¢ = 7, il nous faut G(t 4 1), donc :

Gy()) = G(t + )

W

Gy(1)

TR

donc, pour obtenir S(t), nous allons combiner les deux filtres suivants :
T Y ) puis ' Ty(w)
tel que : R
Ti) = [ Gl a

car T)(w) redonne la série S(w), mais en avan¢ant du temps 7 la réponse.
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Evidemment, il y a aura a tenir compte d’une introduction d’erreurs, mais les erreurs
proviennent entiérement de 7T'(w) appliqué pendant l'intervalle (0,t).
Nous pouvons alors donner une évaluation de lerreur, soit e.

On a :
(2(x)) a J'o G (1) de

Pour obtenir le coefficient de proportionnalité, on applique la propriété que pour
T—> 00

Ce¥t) > — o
moyenne quadratique du signal de l'information. Donc :

(e (7)) = m j: G2 (t) dt

Appliquons maintenant cette théorie & quelques formes simples de série chronologique
z(t) pour lesquels on connait le spectre de puissance S(w).

Admettons que 'on connaisse une forme analytique de S(®) et que ’on puisse écrire :
S(w) = T(w) T*(w)

et que S(w) n’a pas de pdles dans la partie inférieure du plan complexe des fréquences w.
Cherchons alors & déterminer T(®») que nous pouvons mettre sous la forme :

T ((0) == z A, (“I + l(.\))—l
7
avec, en plus, a; > 0.
On a alors, avec la variable de Laplace z = io
T (z) = D, 4 (o + 2)1
]

qui donne :
R(t) = Aje=t
1
Donc, on obtient pour la transformée de Laplace de Gy(¢) :

4 )
Sl(z)——;z_*_ale G]‘!
et la fonction de transfert & réaliser est donc :

- S (2)
0 =50

C’est-a-dire qu’on applique d’abord le filtre S—!(z) qui détruit les corrélations, puis
le filtre S,(z) qui reconstitue le signal mais au temps © de prédiction.

G. BAuMANN

Laboratoire de physique théorique
Université de Nancy 1
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