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VARIETES

Développements récents de la théorie des sondages

(Exposé fait au Séminaire de M. le Professeur Georges Darmors, & Paris
les 8 et 22 janvier 1959)

Le titre de cet exposé est ambigu : La technique des Sondages s’est développée plus
que la théorie. L’auteur passera en revue la littérature des deux ou trois derniéres années
(& Pexception de sa propre contribution). Il n’est pas d’ailleurs parvenu a en faire le tour
complet (1) : la production des Etats-Unis, des Indes et de la Grande Bretagne n’est plus
monopolistique, on doit compter de nos jours avec des pays comme le Japon, la Tché-
coslovaquie, le Canada, la Suéde, le Liban, la Suisse, I’Allemagne, le Brésil, I'Iran, etc...

I — LEs DEVELOPPEMENTS DE LA TECHNIQUE

A) La technique des calculs d’erreur

10 Les calculs d’erreur ont perdu, dans bien des pays, leur caractére de travail trés
compliqué, trés coliteux et artisanal. On sait & présent les faire en grande série; et I’heure
est venue d’y employer le calculateur électronique. Bien entendu ce sera onéreux; et I’exé-
cution de ces calculs suppose que les gens qui contrélent les crédits ne se désintéressent pas
de ce genre de production. Kevrirz [1] a expliqué comment il faisait déja au Canada; il
¢’agit d’appliquer le théoréme bien connu :

— 8i X.et X' sont 2 aléatoires indépendantes suivant la méme loi de probabilité
(X-X')2/2 a pour espérance mathématique VX = VX', .

(1) Au Congrés de Washington (Mars 1957) de I'Institute of Math. Statistics, Carl Kossack (Purdue
University) a fait une communication intitulée A new approach to general purpose sampling d’aprés Annals
of Math. Stat., June 1957. Nous n’avons pas eu communication de ce texte; et ce n’est certes pas la seule
lacune dans nos informations.
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Lorsqu’on disposera du matériel le plus récent, on considérera X! X2 ... X' et la
moyenne des 45 carrés de la forme (X — X’)2jouit de la m&me propriété; cet estimateur
sera beaucoup plus précis que le précédent (il existe un papier de DEsaBIE sur la question
Bull. d’Inf. de 'INSEE, 1959, n° 2, p. 65-74).

20 Jusqu’ici on admettait plus ou moins que la variance d’échantillonnage d’un
estimateur X de p. était une fonction de p, souvent A \/y ou A p,; on estimait par V,la
variance des estimations X de quelques p,sans faire aucune hypothése de structure; mais on
portait X; et V; (ou log X, log V, plutét) sur un graphique et on ajustait une courbe (une
droite) sur les quelques points connus. Un premier progrés avait consisté a4 remplacer la
notion de courbe par celle de familles de courbes; car on s’était apercu (dés qu’on avait
des points un peu nombreux) que le nuage de points était médiocrement étiré.

30 Le progrés consiste donc dans deux faits : () on produit les variances en grande
série; (b) on s’affranchit des hypothéses de structure.

Le progrés suppose cependant que les X, X,... sont indépendants; avec des échan-
tillons & plusieurs degrés il est douteux qu’on tire jamais 10 unités de sondage distinctes
par strate; le calcul de variance est un sous-produit, il ne doit pas obliger & dépenser plus
d’argent pour maintenir la qualité du produit principal, c’est-a-dire des estimations; et il
est probable qu’on trichera avec I'indépendance quand on aura la machine électronique.
Si X et X' ne sont pas indépendants, on a :

E(X—XP=VX+ VX —2 Cov XX' =2VX (1 — p)

‘v(x;x> =~i‘0X+‘1’X’+2Cov XX') =%‘vX(1+p)
o (X+X\ A1+ ,
v (FHT) =Tt e - X

Si p est négatif, 'erreur commise sera dans le bon sens quand on admettra p = O

B) La technique des estimations régionales

10 Le temps est passé ou I’on ne savait faire que de mauvaises ventilations par région
des résultats d’un sondage. Les Allemands [2] venus tard aux sondages ont apporté leurs
problémes (dont celui d’avoir des évaluations pour des Ldinder de 1,2 millions d’habitants)
et aussi leurs méthodes. On y trouve beaucoup d’esprit pratique; on ne s’est pas trop pressé
et on a dépensé beaucoup pour la préparation (Aufbereitung) d’un seul grand sondage
périodique trés stable (le Mikrocensus).

a) Une méthode bien connue (sondage équilibré) a été employée pour le tirage des
unités primaires de sondage (en pratique cela exige des travaux préparatoires massifs, métho-
diques et longs).

b) Une méthode assez empirique a été imaginée, celle du transfert de renseignements
statistiques hors sondage qu’on incorpore aux évaluations pour remplacer les estimations
par sondage les plus douteuses; ceci suppose qu’on prend son temps pour préparer les publi-
cations des résultats [2 bis].

¢) On a essayé par ailleurs de tenir compte des non-réponses en remplacant les esti-
mations par leurs valeurs asymptotiques (en appliquant une méthode d’échantillon « censuré
ou tronqué » trés empirique) (Pr. KELLERER).

20 Ily a également lieu de citer le sondage agricole néo-zélandais qui cherche & atteindre
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des résultats par ComTE. Les problémes des sondages agricoles sont partout plus difficiles
que ceux des sondages démographiques (il subsiste inévitablement des catégories de culture
ou d’élevage trés spécialisées et localisées qui sont réfractaires au sondage). Le sondage
néo-zélandais est destiné 4 rendre quinquennal un recensement qui était annuel; les données
disponibles pour préparer le plan d’échantillonnage ne font donc pas défaut; on n’a pas
hésité & dépenser beaucoup d’argent pour utiliser les données élémentaires, autrement dit
les cartes-détail elles-mémes [3].

C) La technique des questionnaires et des enquétes

Le temps n’est plus ou ’on préparait le questionnaire et le plan d’enquéte définitif
aprés une enquéte pilote portant sur quelques dizaines de personnes. De plus en plus I'enquéte-
pilote devient un vrai sondage, sur échantillon valable; et il arrive qu’on s’arréte la. Le
«questionnaire » céde la place & un jeu de questionnaires, distincts par I’ordre des questions ou
par la fagon de les poser. On ne tranche plus entre 2 méthodes possibles d’enquéte, on les essaie
parallélement. C’est la technique des expérimentations (agricoles) qui a pénétré celle des
sondages (replicated sampling). Des résultats pour I'ensemble des échantillons peuvent
toujours é&tre obtenus, mais en outre on a des idées sur I'influence qu’exerce l'instrument
de mesure (enquéteur, questionnaire, etc...) en comparant les 2 moitiés (ou les 4 quarts)
d’échantillon. MaraLANOBIS avait imaginé cette méthode comme moyen de contrdle des-
enquéteurs indiens (moyen assez médiocre, semble-t-il). Les exemples récents abondent
ou on I'emploie bien plus largement (par exemple [4]) : sondage de Cambridge; Enquétes
Budget de famille en Israél. Voir aussi [4 bis].

Il — LES NOUVEAUX PROBLEMES QUE LA THEORIE VEUT TRAITER

A) Il arrive que Uon traite de nouveaux problémes. En voici 2 exemples : [5-6]

10 Une enquéte sur I’anthracose a été organisée pour 10 ans au Royaume-Uni dans
25 centres miniers choisis suivant un plan factoriel & 16 cases (2'). Dans chaque centre,
un sondage permanent étalé sur 6 mois environ permet de recueillir, avec un appareil spécial,
un échantillon représentatif de poussiéres identiques a celles respirées par les mineurs.

L’échantillonnage porte sur les postes de travail et les équipes. Les hommes eux-
mémes changent d’équipe et de poste de travail (griace aux feuilles de paie on a des données
précises sur la durée de leur présence dans tel ou tel poste de travail).

On a adapté la théorie des sondages & ce probléme assez neuf : on a calculé la répar-
tition optimum de 'effort de sondage (c’est-a-dire des appareils de mesure) entre les équipes
les postes de travail (le calcul a montré qu’on n’avait pas intérét & adopter une nomenclature
trop détaillée des postes de travail).

En méme temps, il est prévu qu’on retrouvera toutes les observations correspondantes
lorsque 'un des 35 000 mineurs de ’échantillon (des 25 centres) se présentera & la visite
médicale. Aussi pourra &tre fait le rapprochement entre la quantité de poussiéres respirée
et les observations d’ordre médical (Asarorp [5]).

20 Des mathématiciens ont étudié les méthodes par lesquelles on évalue les effectifs des
populations animales, notamment de poissons. On retire de I’eau, disons 1 000 poissons,
on les marque et on les remet & I’eau; plus tard on retire de ’eau, disons 10 000 poissons,
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on trouve que 25 sont marqués, et on en déduit que la population avait un effectif de
10 000 x 1 000/25 = 400 000 poissons.

Le milieu sondé est tout naturellement partagé en zones ou strates; et comme une
partie des poissons ont changé de zone dans l'intervalle, on’ considére la matrice obtenue en
croisant les zones des 2 époques (en général matrice carrée) et les données numériques ventilées
par straté; on estime ainsi i la fois la population et les mouvements migratoires.

Mais suivant les hypothéses faites sur la nature plus ou moins aléatoire (a) de la péche,
(b) des déplacements de poissons et (c¢) I'influence que I'une a sur les autres, on trouve bien
entendu qu’il faut employer des estimateurs différents.

11 existe des moyens statistiques de tester ces hypothéses (Cuarman et Junce [6]).

B) On n’a malheureusement pas rencontré grand’chose pour traiter le probléme qui, profes-
sionnellement, nous préoccupe le plus : Comment utiliser correctement un échantillon qui
n’est pas du tout tiré au sort? (1)

A propos du cancer du poumon, signalons une note intéressante de Brown~LEE sur Deffet
des non-réponses (7], qui donne un modele plus général que celui de BErkson sur le méme
sujet. Les formules publiées sont valables quel que soit le sujet de ’enquéte mais ne concernent
que les réponses par Oui ou Non; et on ne peut en faire grand’chose. Il faudrait sans doute
que, comme pour les poissons du N° 2 ci-dessus, nous arrivions & tester quelque schéma de
tirage d’échantillon. Pour I'instant la principale ressource que nous offre la technique est I’esti-
mation par une formule de régression pondérée dont la mise en ceuvre est trés lourde. Les
méthodes actuelles d’échantillons « censurés ou tronqués » sont insuffisantes ; elles ne corres-
pondent guére aux structures réelles des populations sondées.

Le papier de BLackweLL et Hopces sur la stratégie & adopter pour éliminer les biais
dans le choiz de I’échantillon présente peu d’intérét pratique pour nous, mais prouve qu’on
g’occupe du probléme [8].

III — LES PROGRES DE LA THEORIE CLASSIQUE

A) La stratégie des sondages

Le choix du plan d’échantillonnage et de la formule d’estimation correspondante
reléve de la Recherche Opérationnelle [10]; et il y a une tradition (Neyman 1934) qui définit
le sondage optimum comme un extrémum lié :

Variance minimum & coiit constant ou colit minimum & variance donnée.

Hasex [11] emploie le mot « stratégie » de la théorie des jeux pour désigner I'optimum
neymanien. Kuapsenourr [12] emprunte au traité de Suxkmarme (1954) une autre notion
d’optimum : I'optimum rendrait minimum le produit « Codt par Variance ». Dans le cas
précis, il y a équivalence avec la notion classique.

HasEex 8’est apergu que, plus généralement, on avait (C-C,) (V-V,) minimum si C et V
étaient « canoniques » (4 son sens) (et que c’était une simple conséquence de l'inégalité de
Scawartz). Soit y, y, y,... les paramétres, on entend par la que

C_Co=~y1c1+yzcz+ysca---
Vi

V, V
Vov.=Y1y Yo Vs,
° y1+ya+ya+

(1) Cette question est examinée avec plus de détails dans un autre article publié¢ dans le présent journal
(Comptabilité Sociale et Méthodologie Statistique).
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On constate que 'optimum au sens de NEyMANN, qui correspond &
dV+pdC=0

(w étant le multiplicateur de LacranGe) s’écrit alors

C
dV+gdC=0
ou
d(V-C) =0
ou

(V—Y,) (C— Co) minimum

La courbe C (V) des optima est une hyperbole équilatére, enveloppe des familles
d’hyperboles équilatéres obtenues en faisant varier soit y, soit y,, soit y,, etc...

Pour Hasex on adonc : d C +%’dV = 0.

Avec BiLLETER (14) on écrit au contraire dC 4+ b dV = O (en se référant & certaines
idées de WaLp) b étant une constante qui représente le colt d’une perte unitaire dV. Cette
fagon de faire parait satisfaisante si 'on pense & V, perte d’information (1). Mais elle ne
convient pas du tout dans le cas de formes canoniques (hyperboles équilatéres au lieu de
droites comme lieu des optima). Elle ne convient pas plus dans le probléme des 2 strates
qu’étudie BiLLETER, ol 1 strate est sondée et ’autre enquétée a 100 %; on a alors

C=an+a" (N—N)
V= (N)n
les paramétres étant n et N, (mis pour y, et y,). L’optimum Neymanien (2) conduit &
v = af?*a** = flan?
‘Si on veut que p soit constant, il vient (en intégrant)
f=1Fk [ (avec k = p a*?/4 a)

Avec un sondage bernoullien dans la strate sondée, on a

— 2
V=N X+ (N— N z) = Nt %

Donc :
62 =k

Mais il est impossible que ¢® soit constant si la frontiére entre les 2 strates est
variable (le probléme étant justement de trouver la valeur optimum de N,).

Conclusion : I’article de BiLLeTER (avec la collaboration de Van Iszeren) contiendrait
une erreur de logique (le multiplicateur de Lagrange ne peut étre constant).

Ajoutons qu’il I'ett évitée s’il avait connu notre article de 1955 sur la méme question,
qui compléte les travaux de DALENIUS en traitant le cas ol est V donné et C minimum, cas
que DaLENIUs avait omis de traiter [15].

(1) Voir Etude théorique n° 7 de 'INSEE, 1959.

4

(2)dV+y,dC=<—'%~+p‘a)dn+({-‘—y.a"’)dN1=0quelsquesoientdnethl;d’ot‘:
-1 1 (LY (a_"’ e
“ an® a*n  \a*n/) ° f>_ f a*3
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B) Stratification optimum

Pour I'ensemble de cette question (assez neuve), nous renvoyons a la thése de Dare-
~1us [16], ainsi qu’au Chap. III d’une édition passée de notre Cours de sondage [17].

10 Limitons-nous aux articles récents. Reprenons nous-méme le probléme a cdté duquel
BiLLETER est passé. Retenons de son papier I'idée de prendre un écart-type de la strate sondée
proportionnel & une certaine puissance de la taille de la strate : 6® = k®N{; c’est I'une de ces
hypothéses de structure qu'on retrouve, depuis le début des sondages (MamALANOBIS,
FairrieLp SmiTe) pourquoi pas ici?

Nous trouvons immédiatement le résultat trés simple :

n a*

= ———— = constante

N, a(g+2

Ainsi, il y aurait une fraction de sondage optimum pour la strate sondée, que l'on
suppose le cott donné ou au contraire la variance donnée.

Bien entendu nous avons fait des hypothéses approchées; si la frontiére entre les
2 strates se déplace beaucoup, on n’a plus le droit de supposer constants les colits unitaires
a et a*; et si les ressources financiéres étaient assez grandes, il serait incorrect de supposer
n petit & cdté de N; (c’est-d-dire de supposer le sondage bernoullien).

20 Darentus (avec HopGes) a publié un nouveau mémoire en 1957 [18]. Il revient sur
son résultat de 1950, qui consiste en un systéme d’équations non résolu (dont la simplicité
n’est qu’apparente). Lorsqu’on sonde une population n’ayant pas une loi de distribution
théorique connue, ce résultat n’est guére utilisable; et c’est justement la tout le probléme
réel des sondages. DaLENIUS avait conjecturé en 1950 que, dans le doute, on avait intérét a
choisir des strates de taille N, inversement proportionnelle & I'écart-type o, (c’est souvent
une hypothése constructive que de supposer qu’on connait les ordres de grandeur des a,).

Manmavanosis (1952), Hansen, Hurwitz et Mapow (1953) se sont déclarés partisans
a priori de strates d’égal volume (c’est-a-dire N, inversement proportionnel & p,). Un autre
auteur, Aovama (1954, Annals of Math. Stat. p. 1) propose des strates d’égale longueur
(z, — ®,_, = constante). D’autres préconisent des strates d’égale dépense.

Précisons qu’il ne 8’agit pas du probléme des 2 strates. Il s’agit du partage en L strates,
entre lesquelles 1’échantillon est réparti suivant 'optimum neymanien. Et Darenius va
méme 8'intéresser au cas ou L est trés grand.

A priori‘on aurait pensé que la « stratification optimum » n’était un probléme inté-
ressant que si L reste petit; car si le nombre de strates est grand il parait intuitif que I’'em-
placement exact de leurs frontiéres importe trés peu.

En réalité cette impression serait pleinement justifiée si 'on répartissait I’échantillon
entre les strates « & la BowLey », avec d’égales fractions de sondage; elle est totalement
erronée avec une répartition «a la NEYMAN ».

On fait d’abord des hypothéses simplificatrices un peu génantes (1) : la variable étudiée
(qui est confondue avec la variable stratifiante) aurait un intervalle fini (a, b) de variation;
et sa distribution serait trés réguli¢re (dans un intervalle z — €2, z 4 ¢/2, sa densité resterait
compromise entre f(z) — v, f(z) + m, n trés petit avec ¢).

(1) C’est I'absence d’une queue de distribution qui est génante en théorie sinon en pratique.
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On introduit une variable auxiliaire’

y=./:‘\/f(u)du=G(u), avec G(a) =0, G (b)) = K;

'

on prouve que K est fini (par I'inégalité de ScawarTz).
On découpe alors (a,b) en L intervalles de frontitres z correspondant a d’égales
variations de G : ,
G (z3) = h K/L
Alors si 'on considére les poids

wp=F (z) — F (z,,_-,)
avec F = [ (u) du

et I'écart-type de I’estimateur Neymanien ¢ = X w, 6,, en supposant L fixe trés grand, on
constate que ¢ est minimum lorsque les z, coincident avec les z}.

Le calcul consiste (en gros) & remplacer f (u) par une constante dans chaque petit
intervalle de longueur ¢,; alors o; est équivalent & €;/12; et ¢ est de la forme Z & avec
2 &, = constante; le minimum de o correspond & & = &, = §, (= h K/L).

On tire de ce calcul la conséquence annoncée :

Asymptotiquement [w, 6, = constante] entraine: w, (ou N,) proportionnel a 1/s,.

On n’en tire pas du tout une solution asymptotique de I’équation de Darenius
(en =z,) qui est @
o + (-'i'h - xh)g _ 0';!.+1 + (Eh+l — xn)z
Gh On 41

30 (1) Les mémes auteurs ont publié (début 1959), avec une revue de 1’ensemble des
travaux antérieurs, des résultats qui complétent substantiellement ceux de 1957. Il 8’agit :
d’une part d’une méthode pour améliorer par approximations successives le découpage des
z, ci-dessus; d’autre part, pour 2, 3, 4, et 5 strates, des valeurs numériques des (z,) et des
variances pour divers types de loi de distribution [f (z) = €7 % ou z ¢7%, ou 2 (1 — )]
dont I'intérét pratique est certain et auxquels DaLENIUSs n’a cessé d’appliquer ses méthodes
depuis le début; enfin d’une illustration du gain de variance réalisé en employant sa méthode
au lieu de celle de Mamaranosis [18 bis].

40 Un travail un peu moins récent sur le méme sujet est dd & Kiracawa [19] (Le
mémoire de Kitacawa est énorme, date de 1953 et est réparti sur plusieurs fascicules du
Sankhya dont nous n’avons vu que le dernier; pour autant qu’on sache, la loi de Gauss y
.joue un réle excessif). Kitacawa étudie le cas d’un nombre fini ou infini de strates. Il ne
contredit pas MauaLaNoBIs mais il semble souhaiter qu’on introduise des codts différents
dans chaque strate quand on parle de stratification optimum; et il a, & ce propos, une idée
intéressante dont nous allons tirer (4 sa place) les conséquences :

A cott égal (C;, = C,...) I'optimum Neymanien consiste & minimiser y = X N, o,
sachant que Z N, et = N, w, sont constants I'un de l'autre. ‘

10 Si par exemple on suppose o = k2 N¢, on a T N, ¢, = kX N} + 2
d’olt : Optimum = N, égauz entre euz.

(1) Alinéa ajouté aprés le séminaire.
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20 Si en revanche, on suppose’s, = k' pl* ¢ N;
c’est-d-dire y, = k' (N, ;) on a Z N, 0, =K Z N, 1, 13
d’ou : Optimum = N, p, égauz entre eux.

On peut en inférer que MarALANOBIS avait postulé pareille hypothése de structure
quand il a préconisé une répartition en strates d’égal volume.

Cette hypothése de structure (coefficient de variation proportionnel & une certaine
puissance du volume de la strate) est d’ailleurs fort plausible.

Remarque : Comment se concilient le découpage optimum de telle ou telle distribution
particuliére et le découpage préconisé par DarLenius et Hopces, lorsque les strates sont trés
nombreuses? Ces auteurs précisent qu’il n’y a pas convergence des découpages les uns vers
les autres, mais équivalence des expressions X N, w,.

Il ne faudrait pas croire que, lorsque L est grand, si Z y‘ = Constante L. 2 y; tend

vers une limite indépendante du decoupage C’est pourtant l’erreur de ceux qui crment que
la stratification est toujours bonne si le nombre de strates est assez grand.

C) Un type peu connu de Sondage avec probabilités égales et remise

L’article de Des Ras et Kuamis [20] concerne ce que nous avons appelé ailleurs le
sondage bernoullien avec identification; il suppose en effet que bien qu’on remette les boules
tirées une a une, on soit capable de s’apercevoir qu’on a tiré 2 fois la méme boule et non pas
une autre boule portant la méme marque z. Ceci revient & dire que les boules portent un
numéro d’identification.

Les résultats des 2 professeurs de Beyrouth recouvrent en partie les ndtres. Soit une
urne renfermant 10 boules, faisons y 3 tirages avec identification; 3 cas sont possibles :

1er cas (probabilité 72 9,) : on tire 3 boules distinctes; 'estimateur est (z; + z, + 3)/3;

2¢ cas (probabilité 27 %) : on tire 2 fois z, et une fois z,; I'estimateur usuel est (2 z; + ,)/3;
et on 8’est apercu que (z; + ,)/2 était bien meilleur;
3¢ cas (probabilité 1 %) : on retire 3 fois z,; et I'estimateur est z; de toute fagon.
Bref, c’est seulement grice au 2¢ cas qu'on peut réduire la variance; avec lesti-
mateur usuel, la variance est ¢%/3. Si I'on sait identifier les boules, la varia nce tombe & :

6210 — o210 —
310—1+°27 710 —1

On peut calculer que, dans le 2¢ cas, I’emploi de l'estimateur défectueux éléve la
variance de 1 & 1 + 5/36.

Plus généralement si 'urne a N boules et qu’on y fait m tirages donnant u boules
distinctes, D. R. et K. ont comparé les variances 6*/m et V (avec identification) et trouvé :

Vw2 mt v f ()]

Alors avec l'aide de la loi de u qu’on trouve dans le traité .de probabilités de FeLLER, ils
établissent que cette expression est positive (nulle si m = 1). Ainsi en moyenne I'estimateur
« avec identification » est meilleur que l'estimateur bernoullien.

Ce beau calcul nous renseigne peu sur ce qui se passe réellement; c’est-a-dire que nous
aurions aimé savoir 8’il y a des valeurs de u pour lesquelles on n’aurait pas intérét & employer
Pestimateur avec identification.

0,72 - + 0,01 - o?
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Une erreur & ne pas commettre est de comparer o?/m et o® (N — u)/(N — 1),
c’est-d-dire 1/u et Q = 1/m + 1/N — 1/mN; par exemple pour N = 100, m = 25,
(Q = 1/20.2) il serait erronné de croire qu’on n’a plus intérét & employer I'estimateur « avec
identification » lorsque u ne dépasse pas 20 (cas d’ailleurs exceptionnels). Nous disons que
ce gerait une erreur car, pour chaque valeur donnée de u, (62/m) n’est pas la variance liée par u.

Nous sommes bien tenté en revanche de dire que la variance d’une expression comme

(@ + 25 + 23)/3

est toujours plus petite que celle (disons) de : (2z;, + z, + z3)/4

« Toujours » n’est d’ailleurs pas le mot qui convient : nous avons étudié les estimateurs
pondérés et constaté que certains pouvaient présenter des variances plus faibles que I'esti-
mateur non pondéré; mais les cas visés ne sont pas de méme nature qu’ici. Ici c’est la valeur
de u (et non pas les zi) qu’on prend en considération. Il existe un théoréme trés général de
Basu (SankmBYA, décembre 1952 page 46) d’aprés lequel le minimum de variance est atteint
par les estimateurs symétriques; et nous croyons bien que ce théoréme s’applique ici.

En résumé nous croyons que l'inégalité démontrée par DR et K n’est pas seulement
vraie en moyenne mais vraie pour toute valeur de u, et que (si 'on sait identifier les boules
tirées) 1’estimateur avec identification est le meilleur quel que soit u.

D) Sur UEstimation par Ratio

1o Hasex [11; 21] a eu la bonne idée de remplacer I’estimation par ratio par une
estimation linéaire asymptotiquement équivalente dont la vraie variance égale la variance
approchée de I’estimation par ratio (autrement dit sa perte d’information). En 1957 il 8’agis-
sait du ratio banal avec 1 seule variable auxiliaire — en 1958 d’une estimation beaucoup
plus générale, qui comprend comme cas particulier I’estimation par stratification a posteriori
de I'échantillon, autrement dit la « repondération » des données échantillons (procédé trés
courant).

La parenté entre ces procédés était déja bien connue, mais la théorie faisait défaut.

‘Z i ; —% par % <i—z — %) par exemple, on fait finalement une
hypothése de structure sur la population de base (on admet que la droite de régression passe
par l'origine — ou tout prés de l’origine). Rien n’empéche de faire une hypothése analogue
avec plusieurs variables auxiliaires y z ¢ (et un hyperplan de régression). Allant plus loin,
on peut supposer gaussien I'écart (& cette droite ou cet hyperplan), ce qui permet de cons-
truire des intervalles de confiance et des khi-deux.

20 (1) On a parlé & Hasex a4 Bruxelles de I'article de GoopmaN et HARTLEY sur les
estimateurs du type-ratio sans biais. Il ne le connaissait pas encore, nous non plus [23]; il
fait suite &4 un article de HarTLEY et Ross dans la revue Nature (1954), & un rapport non
publié de MickeY et & un article de Rosson [22] sur les « polykays ».

En réalité il existe (2) deux estimateurs simples par ratio, biaisés 'un et I'autre;
le plus courant est établi & 'aide du ratio z'[y’ ou Sz;/Sy;; mais on peut aussi bien former
le ratio r; = z,/y; de I'unité échantillon (i) et prendre la moyenne des n ratios r,. On voit
immédiatement que ces deux estimateurs ont méme variance (en sondage bernoullien) mais
que le biais du second est fini, alors que le biais du premier est de ’ordre de (1/n), de sorte

Lorsqu’on remplace

(1) Alinéa ajouté aprés le Séminaire.
(2) Nous I'avions signalé (1953) dans : Théorie des Sondages p. 222-223.






