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UNE CONDITION IMPLIQUANT TOUTES
LES IDENTITÉS RATIONNELLES (*)

par M. BOFFA (!)

Communiqué par Christian CHOFFRUT

Résumé. — Nous montrons que la condition affirmant que a* est le plus petit idempotent > 1 + a
implique toutes les identités rationnelles.

Abstract. - We show that the condition saying that a* is the smallest idempotent > 1 + a implies
ail rational identifies.

Dans un article précédent [1] (auquel nous renvoyons le lecteur pour
la terminologie et les notations) nous avons établi (modulo une conjecture
de Conway [2], p. 116, aujourd'hui démontrée par Krob [5]) la complétude
du système d'identités rationnelles C1-C14 auquel on a ajouté la règle
déductive suivante :

E2 — E

Les identités Cl-CIO caractérisent les opérations et constantes +, -, 0, 1 de
semi-anneau, et les suivantes sont :

( a + 6)* = (a*6)*a* C i l

(aby - l + a(6a)*6 C12

a** = a* C13

a* = (any (1 + o + . . . + an-1) (n > 0). C14

(*) Reçu en mars 1995; accepté en octobre 1995.
(*) Université de Mons-Hainaut, Institut de Mathématique et Informatique, Avenue Maistriau,

15, B-7000 Mons, Belgique.
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Si on ajoute l'idempotence de l'addition

a + a — a, CO

alors en appliquant (R) pour E = 1, on voit qu'on peut éliminer Cl3,
qui est déductible de C1-C12 et 1* = 1 (voir [2], p. 35), donc de C0-C12
et 1* = 1 + 1. En l'appliquant pour E égal au second membre de C14,
on parvient aussi à éliminer Cl4. Le système C0-C12 avec (R) est donc
complet, ce qui implique que si un semi-anneau additiventent idempotent
(5, +, -, 0, 1) est muni d'une opération * telle que (pour tout a, 6, e G S)

(a + 6)* = (a* 6)* a \ (ab)* = 1 + a (6a)* b et e2 = e -> e* = 1 + e,

a/ors (5, +, -, *, 0, 1) vérifie toutes les identités rationnelles.

Dans ce résultat, on peut évidemment remplacer la condition e2 = e —>
e* = 1 + e par une condition qui l'implique, par exemple a6 — b —• a* b — &,
qui redonne un théorème de Conway énoncé sans démonstration dans [2],
p. 108.

Mais ici, il va nous servir à établir le

THÉORÈME: 5/ pour chaque élément a d'un semi-anneau additivement
idempotent (5, +, -, 0, 1) il existe un plus petit idempotent (multiplicatif)
> 1 + a que Von note a*, alors (5, +, -, *, 0, 1) vérifie toutes les identités
rationnelles.

Démonstration: Dans (5, + , - , * , 0, 1) on a par hypothèse :

1 + a < a*, a* a* = a* et 1 + a < e = e2 -> a* < e.

On en déduit facilement que e2 = e —» (1 + e)2 — 1 + e —> e* = 1 + e, donc
il nous suffit de montrer que (a + b)* — (a*b)* a* et (ab)* = 1 + a (6a)* 6.

Nous le ferons en plusieurs étapes, en utilisant certaines conséquences
immédiates de nos hypothèses : a < b —> a* < &*, a** = a*.

1) (ab)* < 1 + a (6a)* b.

En effet, posons e = 1 + a (fca)* b.

On a e2 = 1 + a (6a)* 6 + a (6a)* 6a (6a)* 6.

Mais le dernier terme disparaît, car il est < a (6a)* (6a)* (6a)* 6 =

a (6a)* 6.

Donc e2 = e, donc e* — 1 + e — e.

Mais a6 < e, donc (a6)* < e* = e.

2) 1 + a(6a)* 6 < (ab)*.
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En effet, en échangeant a et b dans le résultat précédent, il vient
(6a)* < l + 6(a6)*a, d'où l + a(6a)*6< 1 + ab + ab (ab)* ab < (ab)*.
3) (a6)*a = a(ba)\
En effet, nous savons maintenant que (ab)* — 1+a (ba)* b (et en particulier
que a* = 1 + aa*, 6* = 1 + 6* 6), d'où

(a&)* a = a + a (6a)* ba = a (1 + (6a)* 6a) = a (6a)*.

4) ( a + 6)* < (a* 6)* a*.
En effet, posons e — (a* 6)* a*.
On a

e2 = (a* 6)* a* (a* 6)* a*

- ( a * 6)* a* a* (6a*)*

= (a* b)* a* (6a*)*

= (a* 6)* (a* 6)* a*

= (a* 6)* a*

= e.

Donc e* = 1 + e = e.
Mais a<a* <e et 6<(a* 6)* <e, donc a + 6<e, donc (a+6)* <e* — e.
5) (a* 6)* a* < (a + 6)*.
En effet,

(a* 6)* a* < ((a + 6)* (a + 6)*)* (a + 6)* = (a + 6)** (a + 6)*

= (a + 6)* (a + 6)* - ( a + 6)*.

APPLICATION

Kozen [3] appelle algèbre de Kleene tout semi-anneau additivement
idempotent muni d'une opération * telle que

1 + aa* < a* (1)

1 + a* a < a* (2)

ab < b -> a* 6 < 6 (3)

6a < 6 -> 6a* < 6. (4)
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II montre dans [4] qu'une algèbre de Kleene doit vérifier toutes les identités
rationnelles. Nous allons voir que cela peut se déduire du théorème précédent.

Kozen parle aussi d'algèbre de Kleene à droite ou à gauche, lorsqu'on
ne retient que les conditions (1), (2), (3) ou (1), (2), (4), et il montre que
ces notions ne sont pas équivalentes. On voit facilement que les conditions
(1), (3) [resp. (2), (4)] impliquent déjà la condition (2) [resp. (1)]. Plus
généralement, montrons que les conditions (1), (3) [resp. (2), (4)] impliquent
que a* est le plus petit idempotent (multiplicatif) > 1 + a, et impliquent
donc (par le théorème précédent) toutes les identités rationnelles.

En effet, en supposant (1), (3), il vient :
i) 1 < a*, d'où a* < a* a*.

ii) aa* < a*, d'où a* a* < a*.
iii) 1 + a < 1 + aa* < a*.
iv) si 1 + a < e = e2, alors a < e, d'où ae < e, d'où a* e < e, d'où
a* < a* e < e.

On a une preuve similaire pour (2), (4).
En conclusion : dans une algèbre de Kleene à droite (ou à gauche) a*

est le plus petit idempotent (multiplicatif) > 1 + a, et c'est la raison pour
laquelle une telle algèbre doit vérifier toutes les identités rationnelles.
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