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CATEGORIES
ET LANGAGES DE DOT-DEPTH UN (*)

par Denis THÉRIEN (X)

Communiqué par J. E. PIN

Résumé. - Plusieurs résultats récents ont démontré Vavantage d'utiliser les catégories, plutôt
que les monoïdes, comme modèle algébrique des automates finis. Cette généralisation joue un rôle
crucial dans de nombreux théorèmes sur les décompositions de machines. Nous allons ici donner
une nouvelle preuve d'un important théorème de Robert Knast sur les langages de dot-depth un :
notre démonstration sera de nature algébrique et utilisera à fond le formalisme catégorique.

Abstract. - Several recent results have shown the advantage of using catégories, rather thon
monoids, as the algebraic model offinite state automata. This generalization plays a crucial rôle
in many theorems on décomposition of machines. We will give hère a new proof of an important
theorem of Robert Knast on dot-depth one Ianguages: our proof will be algebraic and will make
full use of the categorial formalism.

0. INTRODUCTION

La théorie des variétés d'Eilenberg et Schützenberger [2] permet de décrire
les liens profonds entre la combinatoire des langages rationnels et les proprié-
tés algébriques des monoïdes finis. A l'intérieur de ce cadre, Robert Knast a
démontré un important théorème [3] caractérisant algébriquement les langages
de dot-depth un, c'est-à-dire les fonctions booléennes de langages de la
forme w0A*wx. . . wn_1 A* wn où A* est le monoïde libre engendré par A, et
w0,. . . , wn sont des mots de A*. Le lemme central de sa preuve utilise la
notion de congruence sur un graphe et démontre l'égalité de deux familles
spécifiques de congruences par un délicat argument combinatoire. On a réalisé
depuis que les congruences sur les graphes, c'est-à-dire les catégories, jouent
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un rôle central dans l'étude des décompositions d'automates et les relations
langages-monoïdes [4,7, 8]. En fait, en remplaçant les monoïdes par les catégo-
ries on peut développer essentiellement la même théorie qu'auparavant [6,9],
la notion de langages devenant alors celle de sous-ensemble des flèches d'une
catégorie libre. Entre autres, on peut étudier les catégories avec les mêmes
outils qu'on utilisait pour les monoïdes.

Dans cet article nous allons donner une preuve algébrique, beaucoup plus
simple que l'originale, du théorème de Knast sur les catégories en raisonnant
sur la structure des J-classes. Nous allons d'abord introduire quelques notions
algébriques générales, puis étudier plus spécifiquement la famille des catégories
finies satisfaisant l'équation

(sif su (vu)™ = (st)m {vu)m (0.1)

où xra dénote l'unique idempotent qui soit une puissance de x. Nous allons
ensuite démontrer quelques propriétés combinatoires des langages testables
par morceaux. Nous allons finalement prouver le résultat principal de Knast :
les langages reconnus par une catégorie C sont testables par morceaux
ssiC satisfait l'équation (0.1). Le raisonnement suivi sera l'adaptation aux
catégories de celui utilisé dans [5] pour obtenir une preuve algébrique d'un
théorème de Simon sur les monoïdes J-triviaux.

1. ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE ALGÉBRIQUE DES CATÉGORIES

Dans cette section on introduira la notation utilisée et on démontrera les
résultats algébriques sur les catégories dont nous aurons besoin par la suite.
Une catégorie C sur un ensemble d'objets N est donnée par l'union d'une
famille d'ensembles disjoints {C^iJeN} et par une opération qui à toute
paire d'éléments se Cip teCjk associe un élément st = u de Cik. Cette opération
est associative, i. e. pour tout i, ;, k, lsN9 seCip teCjk, ueCkb on a
(si)u = s(tu), et elle admet des identités, i. e. pour tout jeN, il existe un
élément l^eCy tel que pour tout seCij:> teCjk, on ait slj=s et ljt = t On
appellera Ci} l'ensemble des flèches allant de i àj. N sera toujours fini et une
catégorie C est dite finie si j Ctj J < oo pour tout i, j . Si D est un sous-ensemble
quelconque de C on notera D^Dr^C^ On définit le produit F de deux
sous-ensembles D, E de C par Fij^^JkDikEkj. Notons que C est un monoïde
ssi|JV| = l, Une équivalence y sur C est une congruence si pour tout
seCijls^ £ Ctj et [s]y[t]y £ [st]y. La congruence la plus grossière sera notée
~ , et on a s~t ssis, teCiS. Soit (N, A) un multigraphe dirigé fini avec N
l'ensemble des nœuds et A l'ensemble des arêtes. On note Afs l'ensemble des
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chemins de longueur finie allant de i à j9 incluant si i—j un chemin vide 1£.
L'opération de concaténation des chemins donne une catégorie
A*= U Afj, la catégorie libre engendrée par A. A* est un monoïde libre

(, j e N

ssi | JV | = 1. Soit C une catégorie finie sur les objets N9 et A un ensemble de
générateurs de C, i.e. A ç C et pour tout seC on a s = lf ou il existe
al9 . . .,aneA tel que 5 = ̂ . . .an. On considère le multigraphe dirigé (N9A)
et la catégorie libre A* qu'il induit. On peut retrouver C en prenant le
quotient de A* par la congruence y, définie par xyy ssi l'évaluation dans C
des produits x et y coïncident. Cette représentation de C par une congruence
sur une catégorie libre n'est pas unique puisqu'elle dépend du choix des
générateurs A.

Soit A* une catégorie libre. Un langage est un sous-ensemble de A*. Si y
est une congruence sur A*9 on dira que L ^ A* est un y-langage lorsque L
est union de y-classes. Pour un langage quelconque L on définit la congruence
syntaxique yL par xyLy ssix, ysCjk et pour tout usAfpveA^h on a uxveLa

ssiuyveLu, II s'avère que L est un y-langage ss iy^y L et donc yL est la
congruence la plus grossière qui sature L.

Un sous-ensemble non-vide / de C est un idéal si CIC = L On définit la
relation d'équivalence J sur C par sJtssiCsC = CtC. On écrit s^j si
CsC ^ CtC et s < j t si CsC ^ CtC. On vérifie que / est un idéal ssi s S j t et
tel entraînent sel. I est un idéal minimal s'il ne contient proprement aucun
idéal de C: un idéal minimal est toujours constitué d'une seule J-classe de C.
Contrairement au cas des monoïdes, l'idéal minimal d'une catégorie n'est pas
en général unique: cela dépend de la structure du multigraphe sous-jacent.
C est fortement connexe si C o # 0 pour tout i, j . Les composantes fortement
connexes de C sont les sous-catégories maximales satisfaisant à cette condi-
tion. Si C = A*/y et Ct, . . ., Cr sont les composantes fortement connexes de
C, alors on a que Ck = A$/yk est une catégorie sur Nki avec Ak = A H Ck et yk

la restriction de y à A%: N est l'union disjointe des Nk. Un chemin de A* se
factorise de façon unique en x = x0at xt. . .apxp où Xje Ag. et ajte A — U Ak:
on dira que c'est la factorisation canonique de x. Notons qu'un chemin x ne
peut traverser qu'une seule fois une arête aeA — {JAk, et que l'ensemble
{au .. ,9ap} d'arêtes de A — U Ak traversées par x déterminent uniquement
les composantes fortement connexes visitées par x et l'ordre dans lequel elles
le sont.

LEMME 1.1: Si C est fortement connexe alors C possède un unique idéal
minimal ï et l{j ^ 0 pour tout i, j .
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• Soit 5, teC. On peut toujours trouver u tel que le produit sut existe.
Comme sut^jS et sutg j £, il existe une unique J-classe minimale I et donc
un unique idéal minimal. De plus si uelkl on peut trouver seCîk et teCtj et
on aura sut e Itj. •

Une catégorie C est dite triviale si | Ctj | ̂  1 pour tout i, j . On a alors
C = A*f~ pour n'importe quel ensemble A de générateurs. On dira que C
possède un zéro s'il existe un idéal minimal unique et que cet idéal est une
catégorie triviale. Un idéal 0-minimal est un idéal Y contenant proprement I
mais aucun autre idéal de C: f est alors de la forme J U I où J est une
J-classe.

LEMME 1.2 : Soit C = A*/y avec un unique idéal minimal ï qui est trivial
Alors y 3 Yi H • * • Pi Y» OU YÎ ̂  Y et ^*/Jt possède un unique idéal 0-minimal.

M Soit C-I={[xx]v . . .,[xn]y}. On pose L; = [xJy et y^yLr Supposons
que y; y pour i = l , . . . ,n. Si x$I on a xyxk pour un certain k. Puisque
x Y* y on a uxv y xk ssi uyv y xk : prenant u — \u v = lj on a donc ƒ Y **> et x YJ.
De même si y$l alors xyy. Si x e / alors }>e/ et xYi C\ • . * HY«J entraîne
x~j> et donc xyy puisque ƒ est trivial. Il est clair que y{ 2 Ŷ  cela implique
que 4̂*/Yi a un idéal minimal trivial noté ƒ,.. Il reste à montrer que A*/yt a
un unique idéal 0-minimal. L( est constitué d'une seule Yrclasse e t c e t t e classe
ne peut être dans l'idéal minimal de A*/yt. De plus pour tout y e A*, \y]y.
n'est pas dans l'idéal minimal de A*/yt ssi [xjy^j|>]y. Soit J la J-classe de
[x(]y. : alors J U // est un idéal 0-minimal, qui est unique puisque toutes les
autres J-classes sont au-dessus de J. •

On aura besoin d'une nouvelle relation d'équivalence sur C. On notera
sXtssi s = st. . ,sn, t = t1. . .tn avec s^ti. Donc sKtssi il existe des J-classes
J l3 . . ., Jn telles que s, te Jx. . . Jn. Une J-classe J est triviale si | Jy | ̂  1. Une
catégorie est J-triviale si chaque J-classe est triviale. Les mêmes définitions
peuvent être données pour la relation K Knast a montré qu'une catégorie
est J-triviale ssi elle satisfait (st)as = (st)m = t(st)m pour tout s, teCu, pour
tout ieN. De plus C est K-triviale ssi l'équation (0.1) est satisfaite pour tout
5, veCij, t, ueCji, pour tout iJeN. On utilisera le résultat suivant.

LEMME 1 . 3 : Une catégorie C est K-triviale ssi elle est J-triviale et pour
toute paire de J-classes J l 5 J2, on a J1J2

(^ J pour une certaine J-classe J.

• Supposons C X-triviale. Alors puisque s K t entraîne sJt, C est
également J-triviale. Supposons xt Jyu x2Jy2 et que les deux produits XJX2,
yxy2 soient définis.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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On a

u yi=s1x1tl9 x2

Donc

Xi X2 = (ux S j " XX (f,. t^)" («2 5 l ) " *2 (h V2Y

et

J l J>2 = («1 « l )" J>1 («1 *l)" («2 W2)" («2 «2)"^2 0>2 '2 )" POUr tOUt M.

Posant n = (o et utilisant le fait que C est X-triviale, on déduit de l'équation
(0.1)

= («1 «l)" *i (fi Vi)11 *! S2 (U2 5 2 /

et il en découle sx Xi x212 —y^^ y2. De même

^x ^2 et Xi x 2 J^i ^2 .

Supposons maintenant que C est J-triviale et satisfait la condition sur le
produit des J-classes. Si

x~y, x = xt.. .xr, y=y±. • -yr avec x^J^

alors x J y et par J-trivialité on a x=>\ C est donc K-triviale. •

2. LANGAGES TESTABLES PAR MORCEAUX

Soit A* une catégorie libre sur un ensemble d'objets N, Un langage L ç i *
est testable par morceaux s'il appartient à l'algèbre booléenne engendrée par
les langages de la forme (A*a1y4*. . ,am^4*)l7 avec m^O et al9 . . . ,ame A
En terme du multigraphe (AT, >1), cela signifie qu'on peut déterminer l'apparte-
nance d'un chemin x à L en considérant les m-uplets d'arêtes qui sont
empruntés (consécutivement ou non) par x. Le problème à résoudre est de
caractériser effectivement les catégories C = A*/y telles que les y-langages
soient testables par morceaux.

On peut poser la question en terme de congruences. Soit m ̂  0 : on définit
pour xeA* xccm~{(a1, . . , ,a r) | l g r ^ m , akeA et x = x o a 1 x 1 . . ,arxr} :
donc xoco = 0 pour tout x. On écrira x^my si xam2y&m'- cette relation est
évidemment réflexive et transitive. On pose xamy si x~y et xocm=j;am. On
vérifie aisément que cette relation est une congruence d'index fini. On a que
L est testable par morceaux ssi L est un am-langage pour un certain m ̂  0, et
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que C = A*/y ne reconnaît que des langages par morceaux ssi y 3 am. Soit V
la famille des catégories C = >l*/y avec y 2 ocm pour un certain m.

LEMME 2.1 : Ce V ssi chaque composante fortement connexe de C appartient
à F.

• Soit Ck — Ak*/yk les composantes fortement connexes de C. Supposons
que yk 3 ocmft pour fc = l, . . ,,n, et soit m=max{ 1, wk| l ^ / c^«} . Soit x(xmy,
et considérons les factorisations canoniques x = xoa1x1. . .arxr et
y—yobxyx. . .bsys. Puisque m ^ l , on a r = s et ax = bu . . .,ar = br. Puisque

entraîne AkC\Al — 0, on a xoimy ssi x,*amj>; pour î = 0, . . . ,r. Comme
et yf 3 am., on a xt y( y{ pour tout i et donc xyj>. La nécessité de la

condition est évidente. •
Nous allons maintenant montrer deux résultats combinatoires sur les

congruences am. Pour alléger la notation, on écrira x pour [x]am.

LEMME 2 . 2 : xam^yam ssi x Jy.

• Si xSjy, il existe w, v tel que x — uyv. Ceci implique que xam ^ yoLm.
On a donc que x Jy entraîne x am =y am. Soit maintenant x, 7 avec x am =y am.
Supposons xeAfj et y£A£v On considère la factorisation y=yoy1 où j 0 est
le plus court préfixe de y qui appartienne à A%t. On va montrer (yQ x) am —y am.
Il est clair que y otm ç (y0x)am. Soit ue()/ox)am: si wexam alors MG^am.
Sinon u = uou± avec woe.yoar et u1exam_ r pour un certain r entre 1 et m. Si
11̂ 1 = 0 alors ueyoam^ yam. Si la première arête a de 1̂  est la première
arête de x, alors le choix de la factorisation de y force ut à appartenir à
j ! a m _ r et donc ueyam. Sinon on a que aw1exam=jam : encore une fois on
déduit u1 Gyx otm et donc UGyam. Par symétrie, considérant y—yoyi avec j ^
le plus court suffixe de y dans Afh on montre (x<y1)otm=^ocm. On tire que
y ocm ̂ o ^ i e t Que J ^ J ^ - De même x^sy et le résultat est démontré. •

Une 2-factorisation de x est donnée par x = xoex1 où eeA ou |^| = 0. On
étend le préordre g m défini plus haut aux 2-factorisations en posant
(xO9e9xi)^i(yO9f9yl)ssixo^myO9x1^myx etf=e ou | / | = 0. On définit alors
x^^y ssi pour toute 2-factorisation (x0, e, xx) de x, il existe une 2-factorisation

d e ytelle

m.LEMME 2.3 : x^ïyety^ixssixa2m=ya2

M Soit x et y avec x oc2 m=y a2 m. Considérons une 2-factorisation
(x0, 5̂ Xi) de x. Soit y0 le plus long préfixe de y avec xo^m-yo. Si yo—y alors
(x0 >e,xj^^(y0 5 loi/) puisque xx^mll. Sinon y=yoayx et il existe
w e j 0 am _ ! tel que wa $ x0 am. Si e = a, pour tout u G J X am on a

^ x a 2 m , ce qui entraîne vex^^a^ Si e^a, pour tout veyx<zm on a

Informatique théorique et AppKcations/Theoretical Informaties and Applications
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encore D e x ^ ^ si ve(ayl)am—y1cimi alors wuexa2m_i et vexram. On
déduit ( x 0 ) e , x J ^ O ^ , lpayx). On a donc bien x^^y, et par symétrie
j ;^£x. Supposons maintenant x ^ j > e t j < ^ x . Soit wexa2 m. Si | w |^m on
a we.yam £ j>ot2m. On considère sinon la factorisation w = woaw1 avec
| wo|=m — 1. On factorise x en xoaxx avec |xo | minimal tel que woexoam_1(

Comme woaeyam, on peut choisir une factorisation y=y$ayx avec |j>0|
minimal tel que w0ej'0otm_1. Pour cette 2-factorisation (yOi a, j / J de y on sait
qu'il existe une 2-factorisation (x^ /x i ) de x avec (yo>a>yi)ûm(x'o9f>xi)*
Supposons ƒ= a : si | x'o | ̂  | x01, alors w1 e x[ ocm ̂  j^i ocms et donc wey<x2 m. Si
I xo | > | xo | alors w0 a e xó ocm ç j>0 amJ contredisant la minimalité de | y0|. Sup-
posons | ƒ | = 0 : si | XQ I ^ | x0 a | alors w1 G xi am ç ƒ x am et w G.y a2 m. Si
| XQ I > | x0 a | alors w0 a e xó am ç j ; 0 am, contredisant la minimalité de | y01. •

3. LE THÉORÈME DE KNAST

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour démontrer le résultat
de Knast. Soit K la famille des catégories finies.satisfaisant l'équation (0.1).

LEMME 3.1 : Soit CeK, J une J-classe de C contenant un idempotent e.
Alors { x e C | e ^ j x } forme une sous-catégorie de C.

M II suffit de montrer que l'ensemble est fermé sous la multiplication de
C Soit x, y tel que ef^jX, e^3y, i. e. e = sxt, e = uyv, et supposons que le
produit xy existe. Alors e — e2(ù = (sxt)<ù(uyv)m — (sxi)<ù sxyv(uyv)a puisque
CeK Donc e^

THÉORÈME 3.2 : C e K ssi C = A*/y avec y 3 am pour un certain m ̂  0.

• La nécessité de l'appartenance à K est immédiate du fait que A*fam

satisfait à l'équation. Soit maintenant C — A^/y vérifiant l'équation (0.1): on
a à montrer l'existence d'un m^O tel que y ^ ocm. D'après le lemme 2.1 on
peut supposer que C est fortement connexe et donc possède un unique idéal
minimal. Il est facilement vérifié que cet idéal doit être trivial. Si C est une
catégorie triviale alors y = ot0 = ~. Sinon on peut, par le lemme 1.2, supposer
que C possède un unique idéal 0-minimal qui est l'union d'une J-classe J et
de l'idéal minimal L Si J contient un élément idempotent alors C —ƒ est une
sous-catégorie propre de C par le lemme 3.1. Cette sous-catégorie est de la
forme B*/P avec B ç A et on peut supposer par récurrence que p 2 ot̂ .

Posons m = max {l ,m'}: considérons x, yeA* avec x <xmy. On a xeB*
ssi yeB*; si x et y appartiennent à 2?*, comme ocm ç a^, on déduit xyy.
Sinon on a que [x]Y et [y]y sont tous deux dans J: comme l'idéal minimal est
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trivial et que x et y sont coterminaux, il suit que xyy. Il reste maintenant le
cas où la J-classe J ne contient pas d'idempotent. Exactement comme dans
le cas des monoïdes on peut alors montrer que JJ H J—0 et donc que JJ ^ L
On considère la catégorie D—A^jh obtenue en posant xhy ssi x~y et xyy
o u MY> [y]Y

6^U I\ c'est le quotient de Rees classique. On a 5 ^ y et on peut
supposer inductivement que ô 2 ocm. On va montrer que y 2 a 2 m . Soit
xoi2m y : comme a 2 m ^ a m ç 5 , on a [x]yeJ{JI ssi [y]YeJU*. S i Mr
[y]7£JU/» on a que xdy implique [x]Y = [y]Y puisque 5 et y coïncident sur le
complément de l'idéal 0-minimaL Supposons donc [x]v et \y]y dans J U /•

Cas 1 : x admet une factorisation x = xox1 avec [xo]Y, [xJY£ J{J I. Considé-
rons l'ensemble des 2-factorisations de x qui sont au-dessus de (x0, lk, x j
dans l'ordre ^^. Choisissons parmi cet ensemble une 2-factorisation maxi-
male (x'o, ƒ, xi), i. e. (x0, lfc, x t) ^ ( x 0 , ƒ, xi) et pour toute autre 2-factorisation
(x£e, xiO tel que (xo , / ,xi)^(x;; ,e,xi ') on a ( x ^ x i O ^ C x ^ x i ) . Par le
lemme 2.3, on a que x a2m y implique x^^y. Donc, il existe une
2-factorisation Oo'&Ji) d e y a v e c (^o./^D^mOo^^i)- C^1 a aussi une
2-factorisation (XQ , e9 x'/) de x avec (y0, g, yx) g £ (XQ , e, x'/). On a donc
^o^m^o^m^o et x /

1^my1^mx /
1

/. Le choix de x'o et xi implique que
xoOLm=yo<xm e t Xitxm=yi am' ^ u lemme 2.2 on tire que xó et >>0 sont
J-équivalents dans J4*/5, de même pour xi et yv Si x0 est préfixe de x0 on
a xó ̂  m x0 ^ m x0 et donc x0 am = xó ocm. Donc x0 et x'o sont J-équivalents dans
A*/8, et par conséquent dans C. De plus xi est suffixe de xx et l'hypothèse
que [x]i n'est pas dans l'idéal O-minimal entraîne que [xi]r n'y est pas non
plus. On voit que [xó]Y J\yo\y dans C et aussi [xi]y /[yjy. Comme la catégorie
C est K'triviale on conclut xyj\ Par symétrie, on traite le cas où x^ est
préfixe de x0.

Cas 2: x ne possède pas de factorisation x=x o x 1 avec x0, x^^^J^JI; par
symétrie, y n'en possède pas non plus. Supposons alors que x^XoaXi avec
[XO]Y> W y ^ U / . Le même argument qu'au cas précédent nous permet
d'établir l'existence de factorisations x = xoaxi, y^y^ay^ avec [xó]yJ[y0]y

 e t

[xi]y J\yi]y. La K-trivialité de C nous amène à conclure xyy.

Cas 3 : x ne possède pas de factorisation x = x o ax 1 avec [xo]Y, [x
Par symétrie y n'en possède pas non plus. Soit x = x o ax 1 avec | x o | maximal
tel que [xo]y$J[JL Alors [xoa]yeJUI et [x^eJKJL Donc [x]yeL De
même [y]ysL Comme x~y et que I est trivial on a encore xy j . •

Nous pouvons utiliser les mêmes idées pour obtenir une preuve d'un
théorème de Brzozowski et Simon [1].
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THÉORÈME 3 . 3 : Soit C=A*jy. Alors y ^ ^ ssi Cu est idempotent et
commutatif.

• Comme A*/^ satisfait à la condition, la même chose doit être vraie
pour A*/y. Pour la deuxième implication, comme pour le théorème précédent,
on peut supposer que C est fortement connexe et possède un unique idéal
0-minimal. Soit A' = {a\[a]yeI}. Si |,4'|<|>l|, on déduit le résultat par
récurrence sur la cardinalité de l'alphabet. Sinon C est engendré par C—I:
On va montrer que cela mène à une contradiction. Soit xe J: il existe y e C—I
tel que xyeCw Comme x = uyv, on a x = uyv = uyvyv — xyv et donc xyeJ.
Cette J-classe contient donc un idempotent et par le lemme 3.15 C—I doit
être une sous-catégorie. •
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