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POINT-FIXE SUR UN ENSEMBLE RESTREINT (*)

par Choun Tong Lieu (%)

Communiqué par J. E. PIN

Résumé. — Dans cet article, nous présentons une preuve constructive de Iexistence d’opérateurs
de point-fixes normalisateurs sur des sous-classes de I'ensemble des \-termes. Le domaine d’applica-
tion de ce résultat couvre en particulier les objets couramment manipulés en Programmation
Fonctionnelle.

Abstract. — This article presents a constructive proof of the existence of normalizing fixed-point
operators restricted to h-terms subclasses. Domains where fixed-point operators can be defined
cover usual areas of Functional Programming applications.

INTRODUCTION

L’¢tude des point-fixeurs, appelés aussi opérateurs paradoxaux, présente
toujours un grand intérét aussi bien en Lambda-Calcul qu’en Logique Combi-
natoire. Ces opérateurs possédent, comme leurs noms I'indiquent, une pro-
priété de point-fixe qui est la suivante : (Y F):=:(F(Y F)) ou F est un terme
quelconque et ou « :=: » est le signe d’égalité faible.

Citons Yc que Curry [6] appelle le Combinateur Paradoxal et Yt de
Turing [9] définis de 1a maniére suivante :

Ye=Mf (x. (f (x X)) hx. (f (x x)))
Ye=hxf (f (x x ) Axf (f (x x ).

Mais ces deux point-fixeurs, appliqués & un terme F quelconque, ne posse-
dent pas en général de forme normale. Cela pose de sérieux problémes lors
de I'implémentation des systémes se réclamant du Lambda-Calcul ou de la

(*) Regu juin 1985, révisé mai 1986.
(*) LLT.P., Université Paris-VI, Aile 45-55, 2° étage, porte 9, 4, place Jussieu, 75230 Paris
Cedex 05.
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Logique Combinatoire, car I'existence de forme normale y est, en général, la
condition premiere de la terminaison d’un processus de calcul.

Pour répondre a ce probléme, certains auteurs proposent de choisir des
types bien particuliers de réduction permettant ainsi a (YF) d’étre implémenta-
ble.

En Logique Combinatoire, Bellot [2] a proposé I'utilisation d’un point-
fixeur extentionnel « Yb » construit en utilisant un algorithme particulier
d’abstraction. Le terme « (Yb F) » a une forme normale pour la réduction
faible. Malheureusement, il n’a pas d’équivalent en Lambda-Calcul
(Mezghiche [8]).

Dans un travail précédent, nous avions proposé d’y construire directement
et «ala LISP » certaines fonctions récursives ayant toutes une forme
normale, ce qui permit de suggérer I'utilisation possible d’un « point-fixeur »
pour notre ensemble de listes et de nombres [7].

Afin de conserver les procédés usuels d’abstraction et de réduction, nous
proposons ici de nous limiter a des ensembles restreints du Lambda-Calcul,
en particulier & un systéme n’incluant que des listes et des nombres.

Dans cet article, nous construisons un « point-fixeur » unique, noté « Y[ »,
travaillant sur ces ensembles. C’est-a-dire que pour tout élément p apparte-
nant & ces deux ensembles, on a :

— YIFp:=:F(YIlF)p;

— si F a une forme normale, alors (Y ! F) a aussi une forme normale.

PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Dans cet article, nous utilisons uniquement le Lambda-Calcul muni de la
B-réduction [1] dénotée par « := » et de sa notion de forme normale.

L’égalité dénotée par « :=: » est déduite de cette réduction.
Le symbole « = » dénote I’égalité syntactique.

Le symbole « A » représente 'ensemble des termes du Lambda-Calcul.

1. DeFiNiTION © Soit @ < A, on dit que Q est uniformément soluble si :
IM,, ..., M eANgeQ, gM,...M,:=:Lx.(x).
(les M, ..., M, sont appelés solvants de Q).
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2. THEOREME : Soit Q <= A, avec Q uniformément soluble :
(@) 3YpeA tel que VFeA,VqeQ, Yo Fq:=:F (YyF) q;
(b) si F et les Mi ont des formes normales, alors (Y, F) a aussi une forme

normale.
Prewve : Prenons x, y et z n’appartenant pas aux M,, ..., M, et
définissons :

a=Axy (y(xxy))
t=Axyz. (zM,...M,axyz)

oules My, ..., M, sont des solvants de Q.
Prenons Yy =11
Ona:tt:i=Ayz. zM,...M,atyz):
(a) YqeQ, Y FeA, nous avons :

YoFq=qM,... M, atFq
=:atFgq

F(ttF)g

:F(YQF')q;

If

(b) Si Fetles M,, ..., M, ont des formes normales, on a :
YoF:=Xz.(zM,... M, atFz).

On en déduit que (Y, F) a aussi une forme normale.

On trouvera chez Berarducci [3] un résultat analogue : I’énoncé est ici
précisé, afin de tenir compte des contraintes sur les M, ..., M, pour la
partie (b) du théoréme.

Nous nous intéressons maintenant a des ensembles uniformément solubles
particuliers permettant de modéliser des listes et des nombres. Nous y
construisons des solvants, et en appliquant le théoréme, nous donnons la
A-expression correspondant & « Y, ».

3. DErFiNITION : VmeN, Vne N*,
Soit @, , 'ensemble défini par :

= Q=g X (x; Ty ... T)),
avec 1Sk <n 0<p<met1<j<ketT, ..., TpeA}

Il est important de remarquer que chaque élément de Q,, , est en forme
normale de téte en raison de la variable x;.
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Soient K,, et I des termes définis par :
— K, =Ax;. .. Xpe1- (Xpps1)
— I=Ax. (x).

4. ProrosiTioN : (@) 1Y, peA/NFeA, VqeQ, » Yp Fq:=:F(Y, .Fq
(b) si F a une forme normale, alors (Y, ,F) a aussi une forme normale.
Preuve : (obtenue par 'application du théoréme 2.)

Nous nous proposons ici de construire les solvants de @,, , et ensuite Y, ,.

Pour tout élement q de @, ,, considérons le terme (¢ K,,,... K, I..]) ou K,
apparait n fois et Im fois.

Nous savons que q est de la forme Ax,...x,. (x;T,... Tp) ou k, j et p sont
bornés d’aprés la définition de @, ,.

Nous avons :

gkK,...K,I...I:= K, R,...R, K, ...(n—k) fois... K, I...(m) fois... I
ouVue(l...p], R, =[K,/x,, ..., K,/x] T,
si(n—k)<(m—j):

gK,... K, I...I:=1...(j+n—k+1)fois...I
=1
si(n—k)>(m—j):
gK,.. K, ,I...1:=K,,...(n—k—m+j)fois.. . K I...(m)fois...I

:=K,...(n—k—m+jymodulom)fois... K, I...(m)fois... I

— si (n—k —m+j) est divisible par m+ 1, alors on a :
gK,,...K,I...I:=1...(m+1)fois...I
=1

— si (n—k—m+j) n’est pas divisible par m+1 et soit r le reste de cette
division, on a :

gK,,...K,I...I:=1...(r)fois... I
=1

Construction de Y,

o= Axy. (y(xxy))
T n = AXyz2. 2K,,...K,I...TaxyZz)
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ou K, et I apparaissent respectivement n et m fois.

Et prenons : Y, , = Ty »Tp e
Nous avons :
@ Y,,:=MNz(@K,.. K,I. . .Ioz, ,y2)
Yo nFq
=gqK,...K,I...1ut, ,Fq
= a1, ,Fq
= F(tp ) g
:=:F(Y,, ,F)q

® Y, F:=i (zK,...K,I.. Iaz, ,Fz).
On en déduit que si F a une forme normale, alors (Y,, ,F) a aussi une
forme normale.

5. APPLICATION AUX LISTES ET AUX NOMBRES

(1) DeriNiTION @ L’ensemble des listes L est modélisé de la maniére suivante :
— NIL = Axy. (y), NILe L (pour la liste vide);

— soient geA et leL (avec x¢q et x¢l), alors Ax.(xgl)eL (présentée
sous forme de doublet).

Nous remarquons que Ax. (x gl) peut étre construit a partir des termes D,
g et [ ou D est défini par Axyz. (z x y) et utilis€ comme combinateur du couple
abstrait par Boehm [4].

(2) DeriniTION : L’ensemble numérique N est défini de la maniére suivante :
— 0=2Axy.(y), OeN;

— soit neN, alors n+1 = Axy.(x(nxy)), n+1€N.
C’est le classique systéme d’énumeération de Church [5].

Pour manipuler ces objets, nous donnons en Annexe de cet article les
définitions de quelques fonctions primitives.

(3) ProposiTION : (@) 3Y, ;€A/NFeA, Vqge{L\UN},
Y, :Fq:=:F(Y, ,F)q.

(b) si F a une forme normale, alors (Y, , F) a aussi une forme normale.
Nous savons que I'union de ces deux ensembles est incluse dans

Q5= ;... % (x;T;...T,),avec 1 £k <2,0<p=2et1<j=<k}
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En effet, le lecteur remarquera que tous les €léments appartenant & L ou a
N appartiennent aussi a Q, .

Nous avons donc Y, , comme point-fixeur sur L et N par application de
la proposition 4.

(4) Construction Y, ,

Posons :
K, = Axyz. (2)
a = Axy. (¥ (xxy))
Ty 2= Mxyz. K, Ky ITaxyz)
Y,2=1755Ts,
On a

Y, ,Fi=kz.zK K, 111, ,F2z)

Y, o Fixy. ()

Axy. K, Ky ITat, , Fhxy. ()
KyIIat, , FAxy.(y)
Az.(z)ot, , Frou. (p)

1= F(13,,75,2 ) Axy. ()

LF (Y, , F)hxy. ).

Ce qui veut dire que :

Y, , FNIL:

“F(Y, , F()NIL
Y, ,FO:=:F(Y, ,F)0

Y, s FAx.(xpD:= Ax. xp) K, Ky Ity , FAx. (xpl)
1= KyIlat, , FAx.(xpl)
1= a1, , FAx.(xpl)
1= F(13,,7,, . F)Ax.(xp])
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i= F(Y, ,F)Ax.(xpl)
Y, ,Fn+l:= n+1K,K,Ilat, ,Fn+l
= K,(nK; Ky)ITat, ,Fn+1
:= lat, ,Fn+1
i=at, ,Fntl

F(1y,7,F)n+1 :=:F(Y, ,F)n+1.

i

6. EXEMPLES D’APPLICATION A LA PROGRAMMATION FONCTIONNELLE

Nous allons donner deux exemples de son utilisation avec des fonctions
définies récursivement (« a la LISP ») :

APPEND =, ;Axy. (NULL x)
y
(CONS (CAR x)(APPEND (CDR x) »))).

Il est aisé de démontrer que la fonction « APPEND » fait la concaténation
de deux listes.

Gréce a la fonctionnelle suivante :
A = AMxy. (NULL x)
Yy
(CONS(CAR x) (f (CDR x) y))),
définissons :
APPEN = (Y, , A),
ce qui donne :

APPEN: = Az. z K, Ky I 1ot , A2).

Comme A a une forme normale, on en déduit que APPEN a aussi une
forme normale.

Eton a:

(APPENNIL p):=(NILK, K, IIat, , ANILp)
:=(at,, , ANIL p)
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:=(A (13,2 7,,, A)NILp)
‘=p
(APPENAx. (xgDp):= (Ax. (xq DK, K, 11
AT, , AMX. (xql)p)
i= (1, , AAX. (xq D) p)
1= (413,273, A)Ax. (xq D) p)
:=(CONSq((t3,272,24)1p))
:=:(CONS q(APPENIp))
FACTORIELLE = Ax. (ZEROX)

1
(* x(FACTORIELLE (PRED x)))).
Grice a la fonctionnelle suivante :
F = Mfx. (ZEROx)
1
(* x(f (PRED x)))),

définissons :
FACT =(Y, , F).
Ce qui donne :
FACT:=Az. zK; K, I Tat, , F2).

Comme F a une forme normale, on en déduit que FACT a aussi une forme
normale (d’aprés 5.3).

Donc :
(FACTO0):=(0K, KyIlat, ,FO)
1=(a1,,, FO)
1=(F(13,,1,,, F)0)
=1
(FACTn+1):= (n+1K, K, Ilat, ,Fntl)

1= (a1, , Fn+1)
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=(F(t3,,7,, )nt])
i=(*n+1((12,272,2F)n)

:=:(*n+1(FACTn))

7. THEOREME : Soit Q un ensemble uniformément soluble avec des solvants
normalisables et pour tout q appartenant a Q, il existe un terme Y, construit a
partir de Y, tel que :

VFeA, (Y,F):=:(F(Y,F)).

Preuve : Définissons : Y, = M. (Yo Axy. (f (x »)) q)

Pour tout F, on a alors :

(Y, F):

(Yohxy. (F(xy))q)

((xy. (F(xy)) (Yo Axy. (F(x¥)) q)
C(F(Yghxy. (F(xy)q))

=1 (F(Y, F)).

Il est important de remarquer que pour un F quelconque, (Y, F) n’a pas
en général de forme normale.

Cette proposition nous permet de passer de notre point-fixeur dans un
ensemble restreint 4 un point-fixeur général.
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ANNEXE

Modéle des fonctions primitives sur N et L en Lambda Calcul.

1 = Ax. (x).

0, NIL = Axy. ().

1 = Axy. (x p).

VRAI = Axy. (x).

FAUX = Axy. ().

NON = Ax. (x FAUX VRAI) négation.

CONS = Axyz. (z x y) construction d’une liste.

NULL = Ax. (x Axyzuv. (v) Axy. (x)) test d’égalité a NIL pour L.

car = Ax. (xAyz. ().

crd = Ax. (x Ayz. (2)).

CAR = Ax. ((NULL x) x (car x)) donne le premier élément d’une liste.

CDR = Ax. (NULL x) x (cdr x)) donne la liste sans son premier ¢lé-
ment.

NZERO = Axy. (x Az. (¥)) test de différence avec 0.

ZERO = Ax. (NON (NZEROx)) test d’égalité avec 0.

+ = Axyzv. (x z (y zv)) addition pour N.

* = Axyz. (x (¥ z)) la multiplication pour N.

SUCC = Ax. (+ 1 x) la fonction successeur pour N.

PPRED = Axy.((ZEROy) (x 1) (+ 1(x 1))).

PRED = Ax. (x PPRED Axyz. (z) Axy. () prédécesseur pour N.

Preuves du modéle proposé

(NON FAUX):=(Axy.(y) FAUX VRAI)
:=VRAI

(NON VRAI):=(Axy. (x) FAUX VRAI)
:=FAUX

(CONS gD:=Az.(zql)

(NULL NIL) : =(NIL Axyzuv. (v) Axy. (x))
c=Axy. (x)
:=VRAI

(NULL Ax. (x g 1)) : =(Ax. (x g ) Axyzuv. (v) Axy. (x))

c=(Axyzuv. (v) gl Axy. (x))
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1=2uv. (v)
:=FAUX
(carix. (xql)):=(A(xqD. Ayz. ()
=q
(cdrix. (xql)):=x. (xq D Ayz. (2))
1=l
(CAR NIL):=(NULLNILNIL —)
:=NIL
(CAR Ax. (xqD):=(NULL Ax. (x g ) —(car Ax. (x g 1))
:=(FAUX —q)
r=q
(CDRNIL):=(NULLNILNIL-)
:=NIL
(CDR Ax. (xgql)):=(NULL Ax. (x g ) — (cdr Ax. (x g I)))
:=(FAUX —))

=]
(NZEROO):=2y. 0%z. ()
1=2Ay. (\. (v))
=FAUX
(NZEROn+1:=2y. (n+12z. ()
=Ay.(Av. (Az. (») (n Az. (¥)v)
i=Ay. (. ()
:=VRAI
(+mn):=hkzv. (mz(nzv))
=Az0.(z(z(... (zv)...)))

t=m+n.

(*mn):=Az.(m(nz))
t=iz. (Ay. (nz(nz(... (nzy)...)))
=z (. (z(z(... (zy)...))
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=m*n

(SUCCT):=(+ 1m)
=14m

(PRED 0):=(0 PPRED Axyz. (z) Axy. ()

=(Axyz. (z) —)
1=Ayz.(z)
=0
(PREDm +1):=(m+1PPRED Axyz. (z) Axy. (¥))
:=(PPRED (PPRED...
(PPRED Axyz. (2))...)Axy.(»))
:=(PPRED(PPRED...
(PPRED Axyz. (2))...)1) (avec m fois PPRED)
:=(+ 1(PPRED...

(PPRED Axyz. (2))... 1)) m—1 fois PPRED
i=(+1(+ 1(+ ... (+10)...) (avec m fois 1)
=m
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