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R.A.I.R-.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science.
(vol. 14, n° 2, 1980, p. 193 à 208)

VERSCHRÀNKTE HOMOMORPHISMEN
FORMALER SPRACHEN (*)

von Gunter HOTZ (*)
Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — Nous donnons des conditions nécessaires calculables pour décider des problèmes de mots
et des problèmes à? équivalence de langages formels. Ces conditions se formulent en termes d'algèbre
commutative et sont indépendantes de celles qui découlent du théorème de Parikh.

Zusammenfassung. — Wir entwickeln notwendige berechenbare Kriterien zur Entscheidung von
Wortproblemen und Aquivalenzproblemen formaler Sprachen. Dièse Kriterien sind Kriterien der
kommutativen Algebra. Sie sind unabhângig von den Kriterien, die sich aus dem Satz von Parikh
ergeben.

Abstract. — We develop necessary computable conditions for deciding word problems and
équivalence problems of formai languages: This conditions are formulated as theorems of commutaiive
algebra. They are independent from conditions whichfollow from the theorems of Parikh.

EINLEÏTUNG:

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Entwicklung notwendiger berechenbarer
Kriterien zur Entscheidung des Wortproblems und des Aquivalenzproblemes
formaler Sprachen. Insofern schliefit dièse Arbeit an die Arbeit [7] an, in der
Parikh durch die Abbildung k.f.

Sprachen auf semilineare Mengen ein solches Kriterium angegeben hat. Fur
k. f. Sprachen wurde in [3] ein davon unabhàngiges Kriterium angegeben. Dièses
Kriterium bildet fur kontextfreie Grammatiken G = {X, T, F, S), die Freie
Gruppe F {X) und die Faktorgruppe 0 (G) = F(X)/P, worin F als
Relationensystem aufgefaBt wird. ^(G) hângt fur Grammatiken, die keine
überflüssigen Variablen enthalten, nur von L (G) ab. Damit stehen zur
Entscheidung des Aquivalenzproblemes von k.f. Sprachen alle Methoden zur
Verfùgung, die zur Entscheidung der Isomorphie von Gruppen entwickelt
wurden. Insbesondere wurde auf ein Kriterium von Fox [2] hingewiesen. In
diesem Kriterium spielt der »free differential calculus« die entscheidende Rolle.

(*) Reçu avril 1979, et dans sa forme définitive octobre 1979.
C) Universitàt des Saarlandes, Saarbrücken.
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194 G. HOTZ

Der free differential calculus wird in [6] als »crossed homomorphism« und in
deutschsprachiger Literatur als »verschrànkter Homomorphismus« bezeichnet.

Wir betrachten diesen Homomorphismus in der allgemeineren Form
d (u. v) = à (u). e (v) + c (v). à (M), worin c und e auf X * Monoidhomomorphismen
in das freie multiplikative kommutative Monoid [X] sind.

Wir charakterisieren zunâchst Thue-Systeme durch endlich erzeugte
zweiseitige Ideale in Z (X*), Danach befreien wir uns von der Symmetrie der
Produktionssysteme und zeigen, daB Wort- und Aquivalenzproblem formaler
Sprachen auf die entsprechenden Problème für endlich erzeugte zweiseitige
Ideale von Z (X *) zurückgeführt werden kann. Damit erhalten wir das Résultat,
daB Wort- und Aquivalenzproblem für endlich erzeugte zweiseitige Ideale nicht
generell entscheidbar sind.

Um berechenbare notwendige Kriterien für dièse Problème zu erhalten,
bilden wir Z [X]/{a(P)). Hierin ist a{P) = e{P) uc(F), und (a{P)) ist das durch
a(P) erzeugte Ideal in Z [X], d verlàngern wir zu einem verschrânkten

Homomorphismus da von Z(X*) in die direkte Summe

J?/{a)=®Z[X]/(a(P))dx.
X

Das Semi-Thue-System P wird hierdurch in einen Z(X*)-Unterrnodul (da(P))
von Jf/(a) abgebildet.

Leider ist das genaue Bild von formalen Sprachen unter da, wie es scheint, im
allgemeinen nicht leicht bestimmbar, so daB man durch diese Konstruktion
nicht unmittelbar notwendige Bedingungen für das Aquivalenzproblem erhâlt.
Wir können jedoch zeigen, daB der Restklassenmodul von Ji/(a) nach (da{P))
unter gewissen Grammatiktransformationen invariant ist. Für kontextfreie
Sprachen erhàlt man hieraus für verschiedene Homomorphismen c, e
notwendige und berechenbare Kriterien für die Âquivalenz formaler Sprachen.

1. NOTATIONEN UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Sei X eine endliche Menge, Z die Menge der ganzrationalen Zahlen und
Z {X*) der Monoidring der nicht kommutativen Polynôme mit Unbestimmten
aus X und Koeffizienten aus Z. X* ist das freie Monoid über X und [X] das freie
abelsche Monoid über X. Z [X] ist der Polynomring mit den Elementen von X
als Unbestimmte. com : Z(X*)-»Z[X] ist der Ringhomomorphismus der
Z(X*) kommutativ macht. Zum Beispiel gilt also

com (anbncn + 2c n b n a n + acba) = 3 anbncn + a2 bc.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



VERSCHRÀNKTE HOMOMORPHISMEN FORMALER SPRACHEN 195

Z(X*) und Z[X] können wir auch als Z(X*)-Modul auffassen.
Fur Z[X] tun wir dies mittels der Définition

)./ fur aeZ(X*)t feZ[X].

Sind Mx und M2 Monoide und sind Z(Mj) und Z(M2) die Monoidringe über
Mx bzw. M2 mit Koeffizienten aus Z und sind e, c : Z ( M ^ Z (M2)
Ringhomomorphismen, dann definiëren wir :

Eine Abbildung
d: Z(MX)^Z(M2),

heiBt verschrânkter Homomorphismus von Z(M 1)inZ(M2) falls (1) und (2) gilt :
(1)
(2)

Fur My = X* und M2 = [X]) e(x)=l fur xeX und c = com erhàlt man den
freien Differentialkalkül von Fox [2]. Setzt man e (x) = c (x) = 1, dann bildet dX *

jn das additive freie abelsche Monoid homomorph ab.
Die Menge der verschrànkten Homomorphismen von Z(X*) in Z [X] bildet

bei festem e, c selbst einen freien Z(X*)-Modul, der durch die mit ô/ôx
bezeichneten und durch

J [Üf X = y fur0 für ^

definierten Elemente erzeugt wird.
Wir schöpfen also alle Möglichkeiten der verschrànkten Homomorphismen

aus, wenn wir dièse erzeugenden Abbildungen simultan betrachten. Hierzu
bilden wir die direkte Summe

xeX

worin dx eine freie Variable ist. Jt ist ein Z(X*)-Modul und wir definiëren

d : Z{X*)-+Jt,
indem wir für ƒ eZ(X*) setzen

XEX
 0X

d bezeichnen wir wieder als verschrànkten Homomorphismus, da<i(l) und (2)
erfüllt.

Es ist in dieser Arbeit stets T <=. X eine nicht leere Menge und S e X~T,
P c l * x l * . G = (X, T,P, S) heiBt Grammatik, X das Alphabet von G, T das
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196 G. HOTZ

Terminalalphabet, P das Produktionensystem und S das Axiom von G. P
definiert ein Semi-Thue-System auf X*. Die zugehörige Relation wird

gewöhnlich durch -• oder genauer -• bezeichnet :
p

ist die durch G erzeugte formale Sprache. P heiBt symmetrisch, wenn aus
(u, v)eP folgt {v, u) e P. In diesem Fall definiert P ein Thue-System. Wir nennen
in diesem Falle G auch symmetrisch.

Ist P irgendein Produktionensystem, so setzen wir

P ist also das kleinste symmetrische Produktionssystem, das P erhâlt.

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der Untersuchung des Verhaltens formaler
Sprachen unter verschrànkten Homomorphismen. Wir werden zeigen, daB
verschrànkte Homomorphismen die Hauptprobleme der Theorie der formalen
Sprachen, nàmlich das Wortproblem weL(G)7 und das Àquivalenzproblem

= L(G2)? in Problème der kommutativen Algebra übertragen.

2. EINIGE EINFACHE EIGENSCHAFTEN VON d

Wir interessieren uns dafür, wie weit d das Wort und Àquivalenzproblem
erhâlt. Dies ist dann vollstàndig der Fall, wenn d eine bijektive Abbildung ist.
Für xlt . . . , xneX erhalten wir

Wenn fur alle weX*c(w)^0, e(w)^0 gilt, bestimmt die Anzahl der Sum-
manden des Ausdruckes n eindeutig. Bestimmt c(x1 . . . x /_1)e(x / + 1 . . . x„)
den Index i eindeutig, dann ist also d auf X* injektiv. Dies ist der Fall für die
Fàlle

c(x) = l, ->•* < fÜr XSX- W

Es genügt aber auch schon

c(x) = x l f e (x)=l \

c(x)=l, e{x) = x1 > für xeX (2)

c(x) = Xi, e{x) = x2 )

und feste xlt x2eX und oc

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



VERSCHRÂNKTE HOMOMORPHISMEN FORMALER SPRACHEN 197

Fur c(x) = e(x), d.h. im Falle der gewöhnlichen Leibnizformel ist d nicht
injektiv. Als Abbildung auf Z(X*) ist d in keinem der aufgezàhlten Fàlle
injektiv. Hieraus ergibt sich der

SATZ 1 : In den Fàllen (1) und (2) gilt fur weT* :

weL(G) o d(w)ed(L(G))
und

<> d(L(G1))^d(L(G2)).

Dieser Satz zeigt, daB sich in den Fàllen (1) une (2) die Bilder d (L) der formalen
Sprachen L nicht einfach mit den Mitteln der kommutativen Algebra
ausdrücken lassen. Denn lieBe sich d(L) etwa als Restklasse nach einem freien
endlich erzeugten Z(X*)-Modul darstellen, dann wàren aufgrund von Satz 1
das Wort- und Âquivalenzproblem generell entscheidbar.

Weniger wichtig ist die Surjektivitàt von d. Man erkennt, daB d : Z (X*) -* J(
im Falle (1) surjektiv ist. Hierzu betrachte man d(wx~~ w) fur

3. SEMI-THUE-SYSTEME ALS IDEALE IN

Wir beschreiben den Ableitungsbegriff bezïiglich des Produktionensystems P
von G etwas algebraischer, als es aligemein ùblich ist. Hierzu definiëren wir auf
X* x j * zwei Operationen x und o.

DÉFINITION : Fur (w, v) und (u/, v')eX* x X* gilt

(w, v) x(w', vf) — {ww'i vv').

Ist v = w\ dann ist

(w, v)o(w', Ü;) = (IÜ, t/).

Offensichtlich bilden I * x l * bezüglich x ein Monoid und bezüglich o eine
Kategorie. Darüber hinaus sogar eine monoidale oder x-Kategorie. Wir
bezeichnen die durch P und die Objekte X* erzeugte Unter-x-Kategorie
mit C(P).

Es ist weT* genau dann in L (G), falls es ein f e C (P) gibt mit ƒ = (S, w). Jedes
feC(P) lâBt sich wie folgt zerlegen

mit pteP und uh ^ e l * , lw = (w, u).

vol.-14, n°2, 1980



198 G. HOTZ

Wir gehen nun zu Z ( I * x I * ) über und führen den Randoperator
p : Z ( I * x X * ) ^ Z ( I * ) ein, indem wir fur hlt / J 2 G Z ( I * X ! * ) und
(w, v)eX* x i * definiëren :

(1) p(fc1+/ï2) = p(

(2) ç>(w, v) = v — w.

Offensichtlich gilt
p ( l B x p x l „ ) = u.

und für f, geX* x X*,fur dieƒ o g definiert ist

p(f°g)=p(f)+p(g)-

Wenden wir p auf die obige Darstellung von ƒ an, so erhalten wir also

Bezeichnen wir mit (P) das zweiseitige Idéal, das durch {p(p)|peP} erzeugt
wird, dann haben wir also das (*).

LEMMA 1 : Istf = (u, v)eC{P), dann ist v — ue(P), v und u liegen also in der
gleichen Restklasse von Z(X*) nach (P).

LEMMA 2 : Ist P symmetrisch und gilt v — ue(P) mit u, veX* dann ist (u, v)

eC(P), d.h. es gilt u^v.
p

Beweis : Ist v — ue(P), dann gibt es eine Darstellung

YsiPii i i und

t=i

Aufgrund der Symmetrie von P können wir annehmen, daB aile Koeffizienten
in der Summe positiv sind. Wir führen den Beweis durch Induktion nach k. Für
/c = 0 und fc = l ist der Satz offensichtlich richtig. Sei nun k > 1.

Es gibt dann ein i, 1_< i < k, mit UiPiVi^w-u. Wir dürfen annehmen, daB
i = l ist. Es gibt, wie bereits festgestellt wurde, dann ein /^eCC?) mit
ƒ] : u -*- w.

Nun ist k

V~W~(V — U)~-{W~U)= Y, uiPivi-
i=2

Nach Induktionsannahme gibt es ein/2 :w->v in C(P). Wegen/ = f1 of2 eC{P)
gibt es auch ƒ s C(P) mit ƒ : u -> v, was zu zeigen war.

(*) Lemma 1 und Lemma 2 verallgemeinern zwei Lemmata in [1], die fur kommutative Semi-
Thue-Systeme eine analoge Aussage machen.

R.A.Ï.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



VERSCHRÂNKTE HOMOMORPHISMEN FORMALER SPRACHEN 199

Lemma 2 Gilt ohne die Voraussetzung »P symmetrisch« nicht allgemein,
sondern nur unter der Einschr'ânkung, daB es fur v — u eine Darstellung mit
positiven Koeffizienten gibt. Wir fassen dièse Resultate in dem folgenden Satz
zusammen.

SATZ 2 : Ist G eine symmetrische Grammatik mit dem Axiom S und dem
Produktionensystem P, dann gilt

weL(G) o weS + {P) und weT*.

Damit haben wir eine rein algebraische Définition der formalen Sprachen
gewonnen. Das hilft uns zunâchst natürlich nicht weiter. Wir sehen nur, daB die
Frage, ob ein Polynom in der Restklasse eines zweiseitigen endlich erzeugten
Ideals eines Ringes R liegt, schon für R= Z(r*),nicht generell entscheidbar ist.
Ebenso erkennen wir, daB das Problem, ob für zwei endlich erzeugte zweiseitige
Ideale se lt se'2 gilt se ̂  n(T*) = se'2 n(r*), nicht generell entscheidbar ist.

Was wir gewonnen haben, ist aber der AnschluB an eine Theorie, in der es
zahlreiche Verfahren gibt, notwendige Kriterien zur Entscheidung unserer
Problème zu bestimmen. Wir sind insbesondere an effektiv berechenbaren
Kriterien dieser Art interessiert. Ein solches Kriterium geben wir im
ubernâchsten Abschnitt an. Zunâchst befreien wir uns von der Voraussetzung,
daB G symmetrisch sein muB.

4. SYMMETRISCHE GRAMMATIKEN

Wir zeigen in diesem Abschnitt, daB es zu jeder Grammatik G eine dazu
symmetrische Grammatik G' gibt mit L(G) = L{G'). Darüber hinaus lâBt sich
eine solche Grammatik effektiv angeben.

Wir verwenden die Konstruktion von Post [8] in dem Beweis zur
Nichtentscheidbarkeit des Wortproblemes für Thue-Systerne. In diesem Beweis
beschreibt Post die Berechnung von Turingmaschinen durch Semi-Thue-
Sy s terne P. Die Determiniertheit der Turingmaschine àuBert sich darin, daB
stets nur eine Produktion auf ein Wort anwendbar ist, das sich auf das Axiom
reduzieren lâBt. Hieraus ergibt sich, daB das durch den Übergang von P zu seiner
symmetrischen Huile erhaltene Produktionensystem P die gleiche Sprache
definiert.

Nun bemerken wir noch, daB man zu jeder Grammatik G effektiv eine
Turingmaschine TG angeben kann, die L{G) aufzàhlt. Damiterhalten wir zu G
eine symmetrische Grammatik G ', indem wir auf TG die Post'sche Konstruktion
an wenden. Also gilt in der Tat der

vol. 14, n°2, 1980



200 G. HOTZ

SATZ 3 : Zujeder Grammatik G làRt sich effektiv eine symmetrische Grammatik
G' angeben mit L{G) = L(G')>

Aus Satz 2 und Satz 3 folgt nun der

SATZ 4 : Zu jeder Grammatik G lâRt sich effektiv ein endlich er zeug tes
zweiseitiges Idéal se in Z(X*) angeben, so daB gilt :

Damit ist also gezeigt, daB sich zwei der Hauptprobleme der Theorie der
formalen Sprachen vollstândig in die Theorie der nicht kommutativen Algebra
einbetten lassen. Allerdings muB man hierbei bemerken, daB wir dabei die
hiërarchische Gliederung der Grammatiken verloren haben. Dies ist insofern
nicht gut, als entscheidbare Klassen von Problemen mit den nichtentscheidba-
ren in einen Topf gewandert sind.

5. VERSCHRÀNKTE HOMOMORPHISMEN FORMALER SPRACHEN

Sei a = a (P, c, e) = c (P) u e (P) und (à) das durch a in Z [X] erzeugte zweiseitige
Idéal.

Wir setzen

Ji/(a)= 0 Z[X]/(a)dx,
xeX

und bilden die freie Differentiation

da : Z(X*)->JK/(a).

Hierin sind e und c auf kanonische Weise verlàngert zu Homomorphismen in

LEMMA 3 : da(P) ist ein Z(X*)-Untermodul von Jtl(a). Hierbei ist für
heZ(X*) und feJt/(a) h.f:=c(h).f.

Beweis : Zufeda ((P)) finden wir ein/'e(P) mit da (ƒ') = ƒ Für beliebiges
geZ(X*) ist dann g.f'e(P). Wir betrachten

Wegen e{ f') = 0 folgt nun

da(gj') = c(g).f und g.feda((P)).

Also ist da((P)) ein Z(X*) Unter-Modul von Jt/(a).

LEMMA 4 : Der Z(X*)-Modul da((P)) wird durch da{P) erzeugt, falls gilt
e(Z(X*))cc(Z(X*)).

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



VERSCHRÀNKTE HOMOMORPHISMEN FORMALER SPRACHEN 201

Beweis : Jedes ƒ e(P) làBt sich darstellen in der Form

ƒ = Y^hiPih'i mit hi9 h[eZ{X*) und pt€P.

Wir bilden

i

+ c(/Îi) c(pi) da(hi)] = YJc(hi).e(hJ) da(p,-).

Es liegt also ^a ( ƒ ) in dem von <ia (P) erzeugten Z (X *)-ModuL
Wir haben damit die Möglichkeit gewonnen in Abhàngigkeit von e und c

effektiv entscheidbare notwendige Kriterien für das Wortproblem formaler
Sprachen anzugeben. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

SATZ 6 : Zujeder Grammatik G undjedem Paar c, e von Homomorphismen
sich effektiv ein Z(X*)-Modul Jtlia) angeben und ein Z(X*)-Unter~Moclul
(da(P)), so daQ weL(G) nur dann gilt, wenn da{w — S)e(de(P)) ist.

Hieraus gewinnt man auch ein notwendiges Kriterium für die Frage
L(Gi)nL(G2) = <D.

Seien Gi — (Xit T, Pi} S)i=i)2
 z w e i G r a m m a t i k e n .

W i r dürfen a n n e h m e n , daB (Xl-T)n{X2-T) = {S} is t . Se t zen wi r

Gt
i={X1KjX2) T, Pi9 S)t = 1 ) 2 ) dann ist L(GX)^L{G^

Wir betrachten nun

dat: Z({X1uX2)*)^J(/(ad für Ï = 1, 2.

E& seien

x 2 :

die zu diesen Faktorisierungen gehörigen kanonischen Abbildungen.
Setzen wir

d2 = K2oda2 u n d d1 = ytiodai,

dann ist dx =d2. Also gilt

SATZ 7 : Ist L{Gi)nL (G 2)#0, dann ist

Es wàre natürlich schön, wenn

gelten würde. DaB dies aber nicht der Fall ist, ergibt sich aus dem folgenden
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202 G. HOTZ

Beispiel :X = {s, x, y, t}, T={tr}, G = {X, T, P, S).

P sei gegeben durch

S -> xy, xyx -> yxx, yx -» tr.

G ist eine kontext-sensitive Grammatik.
Offensichtlich ist L (G) = Ç).
Wir bilden

d (xy - S) + d {yxx - xyx) + d(tr- yx)

= dxy — dS + dyx. e (x) + c {yx) dx
- dxy e (x) - c (xy) dx + dtr~ dyx.

Mit e (x)=l erhalten wir hieraus aufgrund der Kommutativitàt von Z[X] :

-dS + dtr.

Also gilt dS + (d(P))#0 im Gegensatz zu L (G) = Ç).
Es stellt sich damit die Frage nach dem Bild von L (G) unter den

Abbildungen da.
Betrachten wir den Sonderfall e (x) = c (x) = 1, dann brauchen wir nicht nach

(a) zu faktorisieren, da wegen c(P) = e (P) = 0 die entsprechenden Summanden in
d(f) von selbst wegfallen.

Wir haben dann

d(u.v) =

Also d macht hier T* einfach kommutativ. Dieser Fall wurde von Parikh
behandelt. Bekanntlich konnte er das Bild d(L) für kontextfreie Sprachen L
charakterisieren unter Heranziehung der Terminologie von Semi-Modulen.
d (L) erwies sich als Vereinigung endlich vieler Restklassen von endlich vielen
Unter-Semi-Modulen des durch T erzeugten freien Semi-Moduls. Dièse
Mengen werden im allgemeinen als semilineare Mengen bezeichnet.

Dieser Satz von Parikh stellt ein starkes Kriterium für die Aquivalenz k.f.
Sprachen dar. Allerdings besitzt es eine recht groBe Komplexitàt. In [5] wird
gezeigt, dafi dies Problem log.-vollstàndig ist in der 2. Klasse der
Polynomzeithierarchie.

Aus diesem Grund muB man auch an eventuell schwàcheren, aber leichter
entscheidbaren Kriterien interessiert sein. Solche Kriterien entwickeln wir im
nàchsten Abschnitt für k.f. Sprachen. Hierzu bilden wir den Quotiënten von

Jil(a) nach dem Z(X*)-Untermodul (da(P)\ Wir setzen

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



VERSCHRÀNKTE HOMOMORPHISMEN FORMALER SPRACHEN 203

Wir verlàngern da in kanonischer Weise zu einem verschrânkten
Homomorphismus

J : Z(X*)-*Jl{P,e,c)t

und haben wegen I 1 im Beweis zu Lemma 4 das
\ * /

LEMMA 5 : Fürfe(P) giltd(f) = O.
Wir wenden uns der Frage zu, gegenüber welchen Grammatiktransformatio-

nen Jt{Ps ef c) invariant ist.

6. EIN INVARIANZKRITERIUM FUR FORMALE SPRACHEN

Wir definiëren zwei elementare Transformationstypen für Grammatiken.

DÉFINITION : Seien Gx und G2 Grammatiken.

T l : Wir schreiben G± — G2 genau dann, wenn gilt

S1=S2, X2=X1v{x},

(le)

T i c : Wir schreiben Gx G2 genau dann, wenn gilt

S!=S2, X2 = X1\J{X), x$Xlf T1 = T2,

(2)

T2 : Wir schreiben Gx — G2 genau dann, wenn (a) und (b) geiten :
(a) S1=S2,Xl=X2, Tl = T2,P2 = P1.u{p};
(b) es gibt zu p = (u, v) Ableitungen

S—yu1uu2, «i vu2—yw2, S—>vo2.
Ci G, G,

T3 : G heiBt elementarverwandt (c-elementarverwandt), in Zeichen

G~G'{G~ G'), fallseseineKetteG = G1, G2, . . . , Gk = G' von Grammatiken
c

G t gibt mit k ̂  1 und

oder

(1) (1) / (le) (le)

— Gi+l oder Gi+1~GA Gt Gi+1 oder Gi + X G,

(2) (2)

Gt — Gi+1 oder Gl + 1 — Gt für i = l, . . . , fc-1.

SATZ 8 : Sind G und G' reduzierte kontextfreie Grammatiken, dann gilt
= L(G') genau dann, wenn G ~ G' gilt.
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Dieser Satz wird in [3] nicht explizit ausgesprochen. Tn dem Beweis der
Invarianz der zu G gehörigen Gruppe wird aber gerade der Satz 8 bewiesen.

Wir wollen zeigen, daB Jt (P, e, c) für gewisse e und c unter (T1 c) und (T2)
invariant sind.

LEMMA 6 : Sind G und G' Grammatiken mit G G\ dann ist J((P', e, c)

isomorph zu //{F. e, c) fur c(x)= ±.v, e(.x)=l oder c{x)=\, e{x) = ±x oder
c(x) = e(x)= ±x. Für c(x) = e(x) = 1 gilt das analoge Résultat, wenn wir anstelle

vonJi{P,e>c)denModul ® Zdx/(da(P)) setzen.
xeX

Beweis : Sei also X\J [z)—X ', z$X, p = (z, v) und veX *.
Wir vergleichen zunâchst Z [X]/(a (P)) mit Z [X']/(a (P')), worin

a (P) = c (P) u e (P) gesetzt wurde.
c und e sind Homomorphismen, so daB in Z [X ']/(a(P')) gilt

Aufgrund unserer Voraussetzung geht entweder eine der beiden Relationen in
eine Identitât uber, oder beide Relationen fallen zu einer zusammen. Also
induziert die Abbildung cp : X ' -> X * mit <p(x) = x für xeX und
cp(z) = c(i;) bzw. <p(z) = e(i;),je nachdem ob c oder e nicht trivial ist, einen
Isomorphismus zwischen Z[X]/(a(P)) und Z[X ']/(a(P')). Sind c und e trivial,
dam ist a(P) das O-Ideal. In diesem Falle betrachten wir Z allein anstelle von
Z[X]bzw.

Wir betrachten nun die Z (X *)-Untermodule

Ji(P, e, c) und Jt(P', e, c).

Wir habenin.//(P', e, c) :

da(z-v) = da(z)-da(v) = 0,

und also

da(z) = dfl(i?).

Also induziert

da(x)h+da(x) für x e l ,

da(zy^da(v),

einen Isomorphismus von ̂ / (P', e, c) nui Jï (P, e, c).

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informaties



VERSCHRÂNKTE HOMOMORPHISMEN FORMALER SPRACHEN 2 0 5

LEMMA 7 : Sind G und G' Grammatiken und ist G— G', dann sindJi{P, e, c)

undJt(P', e, c) isomorphjalîs (a(P)) prim ist und e(S)^0, c(S)#0.

Beweis : Aufgrund von T2 gilt mit p = v — u;
u1pu2=(S~uiuu2) + (u1vu2 — w2) + (w2~S) u nd also u1pu2e(P). Hieraus

folgt wegen (a(P)) prim und e(u1u2)^0, c(uî.u2)¥
:0;

e(p) = c(p) = 0inZ[X]/(a(P)).

Also gilt weiter

0 = dû(M1pM2) = dfl(M1) e(p) e(u2) + CK) da(p) e(u2) + c(ux) c(p) da(u2),

und schlieClich

da(p) = 0 xaJt(P,e,c).

Daher ist J( (P, e, c) isomorph zu Ji (Pf, e, c), wie behauptet wurde.

Aus Lemma 6 und Lemma 7 und Satz 8 folgt nun unmittelbar der

SATZ 9 : Sind G und G' reduzierte kontextfreie Grammatiken, dann ist
Ji{P, e, C)*LJ((P\ e, c)für.e(S}^'09 c(S)#O, (a(P)) prim und jïïr c(x)= ±x,
e(x)= 1 oder c(x)=i, e(x)= ±x oder c(x) = e(x}= ±x, xeX u X \

Für c(x) = e (x)= 1 gilt dieser Satz ohne Einschrankung für @Zdx/(da(F))'.

Wir können Lemma 6 und Lemma 7 unter schwâcheren Voraussetzungen
auch für die Transformation T1 zeigen, wenn wir anstelle des Monoidringes
Z(X *) den Gruppenring Z(F(X)) setzen. F(X) ist die durch X erzeugte freie
Gruppe. Mit A (X) bezeichnen wir die multiplikative freie abelsche Gruppe, die
durch X erzeugt wird. Anstelle von Z [X] haben wir dann Z (A (X)). lm übrigen
übertragen sich nun aile Defmitionen in selbstverstandlicher Weise von den
Monoidringen auf die Gruppenringe. Zur Unterscheidung versehen wir die so
erhaltenen Z(F(X))-Module mit dem Index,// r Wir verwenden also.//Y(P) und
dty(P, e, c). e und c sind nun Gruppenringhomomorphismen.

LEMMA 8 : Seien G und G' Grammatiken mit G — G'.
Für

c(x)= +x, e(x)= 1 oder c(x)= 1, e(x)= ±x

oder c (.Y ) = c ( A* ) = ± .v fur x e X '

ist Jfy(P, e, c) isomorph zu Jfy(P\ e, c).
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B e w e i s : S e i a l s o X u { z } = X ', z $ X , p = ( u , v), u = ^ u 1 z u 2 u n d u x u 2 v e X *.

Wir vergleichen zunàchst Z(A{X'))/(a{P')) mit Z(^(X))/(a(F)), worin
a(P) = c (P) u e (P) gesetzt ist.

c und e sind Homomorphismen, so daB in Z (A (X '))/a(P') gilt

Dièse beiden Relationen liefern aufgrund der Voraussetzungen nur eine
Bedingung fur z, die dazu explizit ist. Also sind Z(A(X '))/(a(P')) und
Z(A(X))/(a(P)) isomorph.

Wir betrachten nun die Z(F(X))-Unter-Module {da(P)) und {da(P')) von

Wir haben

da(ux zu2 — v) = dau! e(z) e(u2) +c(Wi) da{z) e(u2)-\-c(u^ c(z)

\nJfy(P', e, c) gilt

da(z)=-d*{Ul)e{Z)

Aufgrund des ersten Teiles des Beweises können wir auf der rechten Seite e (z)
und c(z) durch Elemente aus Z(A(X))/(a{P)) ersetzen. Also ist Jfy(P', e, c)
isomorph T\xJ(y(P, e, c), was zu zeigen war.

LEMMA 9 : Sind G und G' Grammatiken und ist G — G', dann ist
Jty(P,e,c) isomorph zuJty(P', e, c), falls C{F(X))CZF(X)KJ-F(X) und
e{F{X))czF(X)v-F(X)ist.

Beweis : Aufgrund von T 2 gilt mit p — v — u :

u1pu2={S~UyUU2)
Jr{uxvu2 — w2)-\-(u)2 — S) und also u1pu2e(P). Da wir

uns im Gruppenring befinden, gilt

Also haben wir

e(p)^c(p) = 0 in

Daher gilt weiter

0 = ^û(M1pw2)-Ja(w1) e(pu2) +c(Wi) da(p) e(u2) + c{uxp) da(u2),

und schliefilich

c{Ul).e(u2)da(p) = 0-
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Da wir uns im Gruppenring befinden folgt da ( p) = 0 und daraus die behauptete
Isomorphie.

Aus dem Lemmata 8 und 9 und dem Satz 8 folgt der

SATZ 10 : Sind G und G' reduzierte kontextfreie Grammatiken, dann ist
Jiy{P, e, c) isomorph zuJly(P', e, c) und zwar in den folgenden Fàllen :

c(x)= ±x, e(x)=l; c(x)=l, e{x)= ±x; c(x) = e{x)= ±x.

Hierdurch wird das Kriterium in [3], das die Invarianz der-Alexanderideale für
kontextfreie Grammatiken feststellt, um weitere berechenbare notwendige
Kriterien ergànzt. Ist Z[X]/(a(P)) ein euklidscher Ring, dann làBt sich jenes
Kriterium aus diesem für c(x) = x, e(x)= 1 mittels des Hauptsatzes für abelsche
Gruppen ableiten.

Ein Beispiel und SchluRbemerkung : Wir wenden unser Kriterium auf das
Wortproblem für die Dycksprache an. Sei

X= {S,a,a\b,bf}, T={a, a', b, b'}t

u n d
P={S^S2, S->1, S-+aSa', S }

Ist P der symmetrische AbschluB von P, dann gilt offensichtlich L(G) = L(G).
Also ist unser Kriterium anwendbar.

Wir betrachten die Basis des Ideals (P). Man hat

5-1=0, S-S2=0, S-aSa' = 0, S

Hieraus ergibt sich das àquivalente System

Wir bilden dP mod (P). Durch einfache Reduktionen erhâlt man die Basis dS,
da + ada', db-\-bdb'. (*)

Wir fragen : aba'b'eL(G)?
Wir bilden

-abafb') = dS~da-adb-abda'-aba'db'.

Ist aba 'b' eL{G), dann làBt sich d {S - aba ' b ') mittels (*) darstellen. Wir machen
den entsprechenden Ansatz :

und erhalten für X2 und X3 nicht erfüllbare Bedingungen. Also ist aba'b' $L(G).
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Unser Kriterium ist also unabhângig vom Satz von Parikh, der über
aba'b1eL(G) keine Auskunft gibt.

Dièses Beispiel ist sehr einfach. Es stellt sich natürlich die Frage nach der Kraft
des Kriteriums. Eine Erprobung des Kriteriums an einer Grammatik G, für die
die Frage t2eL(G) mit der Frage »y/l rational« àquivalent ist, hat leider zu
einer trivialen Bedingung geführt. Die Faktorisierung nach p machte in diesem
Falle alles zu 0.

Grundsatzlich sollte dièses Kriterium aber mit zur Entscheidung von
Problemen der Prâdikatenlogik 1. Stufe beitragen können.

Die Komplexitât des hier angegebenen Kriteriums ist noch offen. Das
Wortproblem für endlich erzeugte Ideale in Polynomringen ist niedrig. Das
Wortproblem für die hier betrachteten endlich erzeugten Z(X *)-Untermodule
lâBt sich auf die Lösung eines linearen ganzzahligen Gleichungsproblemes
zurückführen.

Herrn Christoph Reutenauer danke ich für einige kritische Kommentare zu
einer ersten Version dieser Arbeit; Herrn Bernd Becker für die Durchsicht der
vorliegenden Fassung.
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