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COMPLEXITE DE LA REDUCTION
EN LOGIQUE COMBINATOIRE (*)

par Richard CanaL ()

Communiqué par G. Ausiello

Résumé. — Le probléme de lexi de la forme normale en Logique Combinatoire
est abordé au moyen de nouvelles mesures de complexité statiques et dynamiques. L’ensemble
des combinateurs est divisé en sous-ensembles suivant leurs effets, ce qui permet de définir
soit des limites supérieures du nombre de réductions dans le cas d’existence de formes normales,
soit des conditions suffisantes de non-obtention de forme normale.

INTRODUCTION

Le Lambda-calcul et la Logique Combinatoire sont deux systémes formels
particuliérement bien adaptés a I’étude des sémantiques des langages de
programmation, qu’elles soient dénotationnelles ou opérationnelles. Les
travaux de Bohm [9], Landin [15] et MacCarthy [17] et ceux plus récents
de Nolin [18], Reynolds [21], Robinet [22] et Ruggiu [23] permettent
de traduire tout programme en une Lambda-expression ou en un terme
combinatoire. Il s’ensuit que 1’exécution d’un programme écrit en Logique
Combinatoire consiste en la réduction du terme combinatoire qui le
représente. Si on appelle forme normale toute expression irréductible, le
probléme de la terminaison des programmes devient équivalent a celui de
I’existence de la forme normale. En effet, si le nombre d’étapes nécessaires
a la réduction d’un terme est fini, alors la forme normale qui lui est associée
existe et c’est le résultat du programme appliqué a ses données, sinon le terme
a réduire ne posséde pas de forme normale et le programme correspondant
ne se termine pas.

Plusieurs auteurs ont envisagé le probléme de ’obtention de la forme
normale soit de maniére dynamique, c’est-a-dire en considérant le processus
de réduction, comme Lévy, soit de maniére statique, c’est-a-dire en étudiant
la structure dés combinateurs, comme Sanchis, Craig ou Bohm. Ainsi, étant
donné que plusieurs radicaux, c’est-i-dire des sous-expressions susceptibles
d’étre réduites, peuvent coexister dans un méme terme, comment choisir
le radical 3 réduire 2 chaque étape de calcul pour obtenir la forme normale
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Université Paul-Sabatier, Toulouse.
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340 R. CANAL

chaque fois qu’elle existe? Lévy [16] a défini la notion de réduction sfire
de maniére analogue a celle de Vuillemin [26] et montré que toute réduction
siire est optimale et permet d’atteindre la forme normale lorsqu’elle existe.

Par ailleurs, grice a I'introduction d’une théorie des types au sens de Curry
dans le systéme logico-combinatoire, Sanchis [25] a montré que tout terme
combinatoire possédant un type a aussi une forme normale. D’autre part,
CraiG [12] a décomposé l’ensemble des combinateurs en sous-ensembles
suivant leurs effets, c’est-a-dire leur action au cours du processus de réduction
sur les variables qui leur sont concaténées. Il a ainsi mis en évidence quatre
effets fondamentaux : 1’effet cachant qui permet d’éliminer certaines variables,
P’effet composite qui les place enire parenthéses, 1’effet duplicatif qui crée
des occurrences suplémentaires de certaines variables et ’effet permutatif
qui modifie les positions relatives des variables. Ces effets lui ont permis de
donner la nature des effets des combinateurs qui doivent rentrer dans la
composition d’une base et de montrer en particulier qu'une combinaison
a effet non duplicatif posséde toujours une forme normale.

Plus récemment, en utilisant la caractérisation des formes normales en
Lambda-calcul de Bohm [9], M. Dezani-Ciancaglini, S. Ronchi Della Rocca,
C. Bohm et M. Coppo ont calculé, dans certains cas bien particuliers, la borne
supérieure du nombre de réductions nécessaires pour atteindre la forme
normale des lambda-termes qui en possédent une [13], et ils ont énoncé
dans [7, 8] quelques conditions de terminaison dans le Lambda-calcul.

Cependant, le nombre des paramétres utilisés dans cette étude est trés
important, & cause de la présence de variable liées dans ce systéeme formel,
ce qui rend l’interprétation des résultats obtenus peu aisée. Vu I’équivalence
existant entre le Lambda-calcul et la Logique Combinatoire, et 1’absence
de variables liées dans ce dernier systéme, il est plus simple d’étudier ce méme
probléme en Logique Combinatoire.

C’est ce qu’ont entrepris Batini et Pettorossi [4, 19, 20] en définissant des
mesures de complexité statiques inhérentes a la structure des combinateurs telles
la longueur et la profondeur de parenthéses et des mesures dynamiques liées
au processus de réduction. Parmi ces mesures, citons le nombre d’étapes
de calcul, c’est-a-dire le nombre de réductions nécessaires a 1’obtention de
la forme normale, la taille de calcul qui est la longueur de I’expression tran-
sitoire la plus longue, et la profondeur de calcul qui est la profondeur de
parenthéses de l’expression transitoire de profondeur maximale. Batini et
Pettorossi [4] étudient les diverses relations existant entre ces mesures ainsi
que leur comportement sur des ensembles finis appelés « bases», tels
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{B,C,K}, {B}, {B,C}, {Ww}, {W, B}. En particulier, ils définissent
les langages générés par certaines de ces bases, et présentent un algorithme
optimal d’élimination de parenthéses, a 1’aide du combinateur B.

Notre étude se place a la suite des travaux de Craig et de Batini
et Pettorossi. Cependant, le point de vue adopté par ces auteurs est trop
restrictif puisqu’il consiste & considérer un programme logico-combinatoire
uniquement comme un combinateur réduit et 3 interpréter un combinateur qui
n’est pas sous forme normale comme un programme appliqué a des données.

Nous préférons étudier le couple (programmes, données) sous la forme
d’un combinateur (qui n’est pas nécessairement sous forme normale) auquel
sont concaténées des variables représentant les arguments du programme.
Cette construction plus compléte est justifiée par le fait qu'un combinateur
n’a d’intérét que si son action apparait sur les variables placées & sa droite.
Dans ce cas, toute réduction possible du combinateur-programme sans ses
variables équivaut 3 une compilation du programme pouvant conduire a
des transformations syntaxiques et sémantiques de celui-ci et dans certains
cas, a sa simplification directe, qui ne pouvait exister dans la syntaxe adoptée
par Batini et Pettorossi [4] car le combinateur étudié était obligatoirement
sous forme normale.

Dans la méme optique, nous avons été amenés & modifier certaines mesures
de complexité introduites par ces auteurs tout en conservant la régle de calcul
slire choisie par eux : réduction du radical le plus & gauche (leftmost). En
particulier, nous affinons la notion de complexité de calcul en étendant la
mesure « nombre d’étapes de calcul » aux combinés, c’est-a-dire aux combi-
nateurs suivis d’un certain nombre de variables; cela nmous permet, par
exemple, de différencier les deux combinateurs 4 = WK et A" = C qui ont,
selon Batini et Pettorossi, tous les deux une complexité de calcul nulle; en
effet, la nouvelle mesure que nous définissons prendra respectivement pour
valeurs, pour 4 et 4', 3 et 1.

D’autre part, nous conservons la mesure statique de longueur, bien
adaptée a la description des termes combinatoires mais nous définissons
de nouvelles mesures dynamiques pour décrire de maniére plus précise soit
le processus de réduction, soit la structure de la forme normale, lorsqu’elle
existe.

De plus, nous ne limitons pas 1’étude de la complexité de calcul des combi-
nateurs & des bases particuliéres formées de combinateurs privilégiés tels
L K, S, B, C, W. En effet, nous utilisons comme Craig [12] la décomposition
de I’ensemble des combinateurs suivant leurs effets, pour donner des bornes
supérieures pour les mesures dynamiques (propositions 1 & 3) qui généra-
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lisent les résultats obtenus par Batini et Petorossi sur des bases classiques
ou restreintes a un seul combinateur. En particulier, nous montrons que le
nombre d’étapes de réduction d’une combinaison a effet non duplicatif est
limité supérieurement par sa longueur.

Cette décomposition s’est aussi avérée un outil efficace pour 1’obtention
de condition suffisantes de non-existence de forme normale (proposi-
tions 4 a 8). Entre autres résultats, nous démontrons que s’il existe un sous-
terme dans une combinaison X a effet duplicatif, dont le nombre d’éléments
est strictement supérieur au nombre maximal de variables qu’il faut conca-
téner aux combinateurs de base dans X pour obtenir une forme normale,
alors la combinaison X n’a pas de forme normale.

Une étude plus approfondie des relations entre mesure statiques et dyna-
miques a été entreprise dans [11] et I’on y trouvera également de nombreuses
conditions suffisantes d’obtention et de non-obtention de forme normale
en Logique Combinatoire.

Dans la section 1, nous donnons succinctement les définitions et les pro-
priétés essentielles de la Logique Combinatoire, en introduisant la notion
de base, de combinaison et de combiné.

Dans la section 2, nous rappelons la définition de la longueur d’un terme
combinatoire avant d’introduire les mesures dynamiques suivantes :
le nombre d’étapes de calcul adapté aux combinés, I’arité qui est égale a
I’ordre lorsque le combinateur est propre, c’est-a-dire lorsque la forme
normale du combiné associé ne comprend que des variables, la puissance
de réécriture qui est en fait la longueur de la forme normale des combinés
propres, et la puissance de réduction qui est égale a la différence entre 1’arité
plus une unité et la puissance de réécriture.

Dans la section 3, nous décrivons les quatre effets fondamentaux des combi-
nateurs : ’effet cachant, I’effet composite, P’effet duplicatif et 1’effet permu-
tatif. Dans des cas trés généraux, nous proposons des encadrements du
nombre d’étapes de calcul en fonction de la longueur, lorsque la forme
normale existe, ainsi que l’expression du nombre d’étapes de calcul en
fonction de la puissance de réduction et de l’arité dans le cas des combi-
nateurs a effet non composite.

Dans la derniére section, nous présentons plusieurs conditions suffisantes
de non-existence de forme normale pour des expressions de Logique Combi-
natoire, portant sur la longueur lorsqu’elles ne contiennent pas de paren-
théses, ou dans le cas contraire, sur le nombre d’éléments, c’est-a-dire le
nombre de sous-termes de profondeur de parenthéses nulle, appartenant
aux expressions étudiées.
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1. DEFINITIONS PRELIMINAIRES

Nous rappelons briévement la définition du systéme formel qu’est la
Logique Combinatoire; pour de plus amples détails, le lecteur pourra se
reporter aux traités classiques [12, 14].

1.1. Syntaxe

DErmNITION 1 : Soit 7 un ensemble (infini) dénombrable d’objets appelés
variables et € un ensemble (infini) dénombrable de constantes. Tout élément
de ¥" U % est un atome.

DEFINITION 2 : Soit I’alphabet terminal 7" U € L {(,) }.
Nous appelerons termes combinatoires, les mots du langage L engendré
par la grammaire suivante o & est I’axiome :

S S M\|\SMNF(T),

Y o x|xyg| %) |y yaly2] s
% > A|A.|4,]...|B|c|D|...|x|x'|Y|Y|...|I|K|S,
MV |G,

T S | S ).

Un combinateur est un terme combinatoire dont tous les atomes sont des
constantes. Les combinateurs seront généralement représentés par une
constante.

L’identité syntaxique des termes, atomes, etc. sera notée : « = ». Comme
dans la plupart des cas, nous €tudierons les combinateurs suivis d’un certain
nombre de variables, introduisons la notion de combiné :

DerFNITION 3 @ Un combiné est un combinateur auquel est concaténée une
suite de variables souvent appelées arguments du combinateur.

DEFNITION 4 : Une base de combinateurs est un ensemble non vide dénom-
brable de combinateurs.

Tout combinateur appartenant & une base est appelé combinateur de base.

Cette notion sera nécessaire pour étudier la complexité statique d’un
combinateur qui dépendra justement de la base choisie pour ’exprimer.

DEFINITION 5 : Une combinaison sur une base B est définie récursivement
par :

— tout combinateur de la base B est une combinaison;

— si X, est un combinateur de la base B et X; est une combinaison, alors
X, X, est une combinaison;
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— si X; et X, sont des combinaisons (X, non combinateur de la base B),
alors X, X, et X, (X,) sont des combinaisons.

1.2. Opérations

DEFINITION 6 : La relation « X se réduit en. Y », notée X [? Y, est définie
a partir des trois constantes privilégiées I, K et S par :

axiome (I): IX [1> X, VXe?V u¥;
axiome (K) : KXY{1>X, VX, YevV LUE,
axiome (S): SXYZ ]1> XZ(YZ), VX, Y, Ze?v U%.

Nous dirons que le combiné X; est obtenu a partir de X en i étapes de calcul,
et nous noterons X [> X; si, et seulement si, il existe X, ..., X;_; combinés
1

tels que :
XDX,D>... >DXi_y DX,
1 1 1 1

Nous désignerons également par [> la fermeture transitive de la
relation l1>

Tout terme de la forme IX, KXY ou SXYZ avec X, Y et Z combinés, est
appelé un radical et le terme réduit correspondant X, X, XZ (YZ) son
contracté. '

Nous dirons que X est sous forme normale si, et seulement si, X ne contient
pas de radical. Si U > X et X est sous forme normale, nous dirons que X
est la forme normale de U [en abrégé fn (U)]. On peut étendre la relation [?

a4 de nouveaux combinateurs. Nous utiliserons par la suite :
B = S(KS)K,  qui vérifie BXYZ [1> X (YZz),
C = S(BBS)(KK), qui vérifie CX YZ l1> XZY,
W = SS(SK), qui vérifie WXY [1> XYY
Un des résultats fondamentaux de la Logique Combinatoire est le théoréme
suivant, car il prouve 'unicité de la forme normale, lorsqu’elle existe :

THEOREME DE CHURCH-ROSSER [23] : Un combiné peut avoir au plus une
forme normale.

D’autre part, il existe plusieurs régles de calcul pour effectuer le processus
de réduction.

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
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Certaines de ces régles conduisent obligatoirement & la forme normale,
si elle existe; par contre, d’autres peuvent ne pas 1’obtenir, méme si elle
existe.

Par la suite, nous utiliserons systématiquement, la régle de réduction
d’appel par nom (leftmost), car elle permet toujours d’obtenir la forme
normale chaque fois qu’elle existe.

2. MESURES DE COMPLEXITE

Nous allons introduire dans ce chapitre un certain nombre de mesures
de complexité associées aux combinateurs. Elles sont de deux natures diffé-
rentes. D’une part, nous définissons des mesures statiques basées sur la
structure méme du combinateur telle la longueur qui est le nombre d’occur-
rences de combinateurs de base qui composent le terme combinatoire. D’autre
Ppart, nous considérons des mesures dynamiques comme par exemple :

— le nombre d’étapes de réduction qui n’est autre que le nombre d’appli-
cations de la relation > pour parvenir a la forme normale;

— Tarité du combinateur, c’est-a-dire, le nombre minimal de variables
-qu’il faut lui concaténer pour obtenir la forme normale si elle existe;

— ou bien la puissance de réécriture du combinateur qui est la longueur
de la forme normale si elle existe.

La longueur et le nombre d’étapes de réduction vérifient les axiomes
«d’Ausiello [1] et, en particulier, ceux de Batini et Pettorossi [4] qui sont
bien adaptés a la Logique Combinatoire. Ce sont donc des mesures faibles
.de complexité au sens de Blum [5].

Par contre, ’arité, la puissance de réduction et la puissance de réécriture
sont des mesures de complexité dynamiques qui ne vérifient les axiomes
de Batini et Pettorossi que pour les combinateurs dont la forme normale,
si elle existe, est propre.

Rappelons ces axiomes :

1) || est une mesure de complexité statique si :

- ” est une application récursive de ’ensemble des combinateurs dans
«celui des entiers;

— YneN, le nombre des combinateurs X tel que IX | = n est fini.

2) || est une mesure de complexité dynamique si :

- ” est une application récursive partielle de I’ensemble des combinateurs
«dans celui des entiers;

— «le combinateur X a une frn» implique que « ] X | est défini»;

-« ]Xl est défini» implique que « X a une fih» est un probléme
.décidable;

— «|X| =n» est décidable.
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DERNITION 7 : L’ordre d’un combinateur X, noté 0 (X), est le plus petit
entier m > 0, s’il existe, tel que toute réduction de Xx, ... X, Xpyq --- X,
est obtenue par I’application de la régle de déduction suivante :

XpDX = XZpX'Z,
a une réduction de Xx, ... x,,, sinon @ (X) est infini.

L’ajout de cette régle de déduction au systéme formel de la définition 4
s’explique intuitivement comme suit :

On peut ajouter un terme Z a droite d’un combiné possédant une f# sans
changer le processus de réduction.

Exemple :
Kxi{X;X3...X, > X3%X3...%, donc O(K)=2,
Ix Xy ...%, D> Xq ... %, o()=1,

mais WWWx, ... x, n’a pas de forme normale et @ (WWW) est nul, car
WWWx{ X3 ... %, D> WWWxyxy ..., > ..

DEFINITION 8 : Un combinateur X est propre si la forme normale de
Xx; ... X,,avec n = 0 (X), ne contient aucun combinateur.

Une combinaison de combinateurs d’une base B est propre si le combi-
nateur qui la représente est propre, sachant que tout combinateur est une
combinaison de combinateurs propres et inversement [12].

DErFINITION 8 : L’arité d’un combinateur X, notée & (X) est égale 4 0 (X)
si X est propre, infinie sinon.

Exemple : o (S) =3, & (K)=2 mais & (CCC)= oo tandis que
0(Cce) = 2.

DEFINITION 10 : La longueur d’un terme combinatoire X, notée I(X),
est égale au nombre d’occurrences d’atomes qui le composent.

DEerFINITION 11 : La puissance de réécriture d’un combinateur X, notée
PR (X) est définie par :

— si X est propre, alors PR (X) est égale a la longueur de fn (Xx, ... x,)
ou m = & (X);

— sinon PR (X) est infinie.

Exemple : Sx; x, x3 D> x; x3(x,x3) donc PR(X)=4 par contre
PR (CCC) est infinie.

DEFINITION 12 : La puissance de réduction d’un combinateur X, notée P (X),
est égale & & (X)+1—PR(X) si X est propre, infinie sinon.
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Intuitivement, il s’agit de la différence entre la longueur du combiné
Xx,...x, ol n = (X) et la longueur de fn (Xx; ... x,).

Ainsi, P(S)=0, P(K) =2 et P(CCC) est infini.

NotaTioN : Afin d’alléger les notations, nous désignerons par X; le
combiné Xx; ... x,, ou m = & (X).

DEérmviTION 13 : Le nombre d’étapes de calcul d’un combinateur X,
noté T (X), est défini par :

1) T(X) = issi X, se réduit en sa fi eniétapes c’est-a-dire ssi X, [? fn(Xy);

2) T(X) est infini sinon.

REMARQUE 1 : La mesure T (X) est différente de la mesure C T (X) intro-
duite par Batini et Pettorossi dans [4]. En effet, T (X) représente le nombre
d’étapes de réduction du terme Xx, ... x,, ou m = & (X), tandis que CT (X)
donne le nombre de réductions du combinateur X seul. On peut d’ailleurs
écrire :

T(X)=CT(X)+1, V le combinateur X.

T est une mesure plus fine que CT comme le montre I’exemple suivant :
Soit X=SKlet X' =1

CT(X)=CT(X')=0 parcontre T(X)=2 et T(X)=1L1

REMARQUE 2 : Toutes les combinaisons que nous rencontrerons seront
supposées d’ordre fini.

3. COMPLEXITE DES COMBINATEURS SUIVANT LEURS EFFETS

Craig a souligné dans [12] quatre propriétés caractéristiques des combi-
nateurs suivant P’action qu’ils ont sur la suite des variables qui leur sont
concaténées : effets cachant, duplicatif, composite et permutatif. Nous
étudions, dans cette section, les liens existant entre les diverses mesures de
complexité précédemment introduites, suivant les effets des combinateurs
considérés.

DEFINITION 14 : Soit un combinateur X, d’ordre n défini par
Xx1...%, DY o0 Y= fn(Xx,...x,).

Nous disons que :
1) X a un effet duplicatif ssi il existe au moins un i, 1 £ i < n, tel que Y
contient au moins deux occurrences de x;;
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2) X a un effet cachant ssi il existe i, 1 < i < n, tel que Y ne contient pas
d’occurrence de x;;

3) X a un effet composite ssi Y contient au moins une paire de parenthéses
(toujours selon les conventions de parenthésage définies a la section 1);

4) X a un effet permutatif ssi il existe au moins i et j, 1 £ i < j < net des
mots o, B, ye{x;, ..., x, }* tels que ¥ =oax;Bx;y.

N. B. : 1) Un combinateur X est dit a effet A lorsque le seul effet de X
est A a D’exclusion de tout autre.

2) Un combinateur X est dit a effet A ou B :

— soit lorsqu’il est & effet A;

— soit lorsqu’il est 4 effet B;

— soit lorsque les seuls effets de X sont les effets A et B a la fois, &
I’exclusion de tout autre.

3) Un combinateur X est dit a effet :

AL, A, ...,A,_j0uA,,
lorsqu’il est & effet :

(...((AjouA,)ouAdj)ouAy)...)ouA).

LemMme 1 : Soit J un ensemble fini d’indices.

Soit (A;);.; une famille de combinateurs propres a effet cachant, permutatif
ou composite.

Soit X une combinaison formée d’occurrences de A;, ieJ alors X a une fn
et 1 =TWX) =!(X).

DERNITION 15 : Une combinaison X de combinateurs de base sera dite
linéaire lorsqu’aucune parenthése n’apparait dans X.

REMARQUE : Dans la suite de I’exposé, J désignera toujours un ensemble
d’indices.

Pour démontrer la proposition 3 qui suit, nous aurons besoin du Lemme
suivant :

LeMME 2 : Soit (4,); ., une famille de combinateurs propres a effet permutatif
de méme arité a.

Soit U une combinaison linéaire formée d’occurences de A; telle que
I(U)y="> avec b > a.

Soit V tel que U l? Vet 1(V) = a alors V est une combinaison linéaire

formée d’occurrences de A; et t = b—a.
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DermitioN 16 : Nous dirons qu’un combinateur X a un’effet permutatif
simple ssi une seule variable est permutée avec une autre dans fr (X)).

PrOPOSITION 3 : Soit Y un combinateur propre a effet permutatif simple.
Soit X une combinaison linéaire formée d’occurrences de Y.
Alors X a une fn et

—si I(X)2 L(Y), I(X)- (Y)+1 = T(X) =1 (X);
— sinon 1 £ T(X) 2 1(X).

Démonstration : Si 1(X) = & (Y).
Soit X’ la combinaison linéaire formée d’occurrences de ¥ de longueur & (Y)
obtenue a partir de X aprés le nombre de réductions défini dans le lemme 2;

un tel X’ existe car le lemme 2 peut s’appliquer au combinateur Y puisque
Ye(4).

m a donc
T(X)=T(X)+1(X)-1(X"),
or
(X) = (Y),

il est évident que
T(xH21,
T(X) S U(X").

En effet, soit X tel que X’ ['> X;. Alors, & chaque étape de réduction,

le nombre d’occurrences de combinateurs Y dans X} diminue au moins
d’une unité.
D’ou

IX)-L(N)+HI=ETX)ZI(X)-L(Y)+ L (Y).
Si' 1(X) < o (¥) alors
12 TX)21I(X) (voir lemme 1).
D’ou le résultat. m
Exemple illustrant la proposition 3 : Soit X = CCCCC
5-3+1=T(X)<5S soit 3= T(X)=S5,
or T(X) =4.
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THEOREME 1 : Soit (4));c(y,,, une famille de combinateurs de base a effets
duplicatif, cachant ou permutatif mais non composite tels que :

P(4;)>0 avec 1=j=<n.

Pour toute combinaison linéaire propre X possédant une fn, formée
d’occurrences de A; on a :

IO =1+P(X) _ pyy < HEO—14P(X)
Sup P(4;) = Inf P(4;)
Jj=1,n Jj=1,n

Démonstration : 11 est trivial qu’a chaque étape de réduction, la longueur
du terme & réduire Z diminue de la puissance de réduction du combinateur
le plus a gauche dans Z (par définition méme de cette puissance de réduction).

Soit X; tel que : X% X

Supposons 7T (X) fini, autrement dit X a une fa.

Lorsqu’on a atteint le plus petit k tel que / (X}) = I (X[,), (un tel k existe
car T (X) est fini), c’est-a-dire, lorsqu’on a atteint la fr de X; notée X,,,
le processus de réduction de X, s’arréte.

En effet, on démontre de facon évidente que pour tout
ie{l,k—1}, ona I(X)>I(X),
car
vje{l,n}, P(4;)>0.

Cherchons maintenant les bornes du nombre d’étapes de calcul de X.
On a :

I(X)=1X)+«(X) e I(X;)=PR(X),

la différence de longueur entre le combiné a réduire et sa fn est donc :
I(X)—U(X ) = U(X)+ A (X)—-PR(X),

soit

I(X)—1(Xp) =U(X)+P(X)-1,

car

P(X)= s (X)+1—PR(X).
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A chaque étape de réduction, la longueur de l’expression transitoire
diminue de la puissance de réduction du combinateur le plus & gauche dans
cette expression. donc au maximum de

Sup P(4)),

Jj=1,n
et au minimum de

Inf P(A4)).

Jj=1,n
On peut donc écrire :

(X)) —1(Xfy) < T(X). Sup P(4)),

Jj=1,
et

I(X)—-U(X) 2 T(X). Inf P(A,
j=1,n

d’ou le résultat. m

COROLLAIRE 1 : Soit A un combinateur de base a effets duplicatif, cachant
ou permutatif tel que P(4) > 0.

Pour toute combinaison linéaire propre X formée d’occurrences de A,
possédant une fn, on a :

I(X)—1+P(X)

T(X) = o

COROLLAIRE 2 : Soit (A;) une famille de combinateurs de base & effets
duplicatif, cachant ou permutatif de méme puissance de réduction positive P (4;).

Pour toute combinaison linéaire propre X formée d’occurrences de Aj;,
possédant une fn, on a I’égalité :

I(X)—1+P{(X)

=5

COROLLAIRE 3 : Soit (4;); (y,»y une famille de combinateurs de base a effets
duplicatif, cachant ou permutatif tels que P (4;) > 0.
Pour toute combinaison linéaire propre X formée d’occurrences de A,

possédant une fn, on a :
(X)—1+4(X)
Inf P(4)

i=1,n

I(X)=
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Démonstration : A la derniére réduction, on réécrit au moins un atome;
cela veut dire que la longueur de la frn de X est au moins égale a une unité
Donc

PR(X)z=1.
Donc
P(X)=A(X)+1-PR(X) S L (X)+1-1=(X).
D’ou le résultat. =

REMARQUE : Le théoréme 1 et ses trois corollaires nous donnent le lien
unissant une mesure dynamique a une mesure statique dans le cas particulier
d’une combinaison linéaire propre formée de combinateurs a effets
quelconques sauf composite, de puissance de réduction positive.

Cependant, ils ne nous permettent pas de donner 1’ordre de la complexité
de calcul.

Nous allons maintenant étudier une forme particuliére de la combinaison X
qui nous permette de donner un ordre de grandeur de la complexité de calcul
de X, grice au théoréme 1. Pour cela, nous aurons besoin du théoréme 2.

DErFINITION 17 : On dira qu’un combinateur X a un effet cachant de degré »
ssi il existe » variables qui n’ont pas d’occurrences dans fn (X).

THEOREME 2 : Soit (A4);., une famille de combinateurs de base a effet
cachant de degré n et d’arité a.
Toute combinaison linéaire X formée d’occurrences de A; vérifie I’inégalité :

Z(X)=<a(n+1)—n>

Démonstration : On pourra montrer de maniére évidente que toute combi-
naison linéaire X formée d’occurrences de 4; telle que /(X') > a se réduit,
aprés un certain nombre d’étapes, en une combinaison linéaire X ' formée
d’occurrences de A4; telle que /(X') < a et telle que & (X') = & (X).

Cette propriété est essentiellement due a I’effet uniquement cachant des 4;.

I nous faut donc maintenant trouver l’arité maximale d’une telle
expression X',

On sait que chaque étape de réduction entraine la disparition de » arguments.

On démontre aisément que 1’arité de X’ sera maximale si les » arguments
qui disparaissent au cours d’une réduction sont tous des variables et non
des combinateurs et s’ils sont placés a la fin de ’expression que 1’on veut
réduire, c’est-a-dire, si la régle de réduction des A4; est de la forme :

Aixl...x,,?xl...xa_,,.
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On peut se rendre compte intuitivement que, dans ce cas, 1’arité de. la
combinaison est maximale lorsque le nombre de combinateurs dans les
expressions transitoires est maximal.

Soit X” la combinaison linéaire formée d’occurrences de A4;, de longueur
inférieure ou égale a a dont l’arité est maximale.

On a donc & (X') =< & (X").

X" se décompose de la maniére suivante :

X"=A;0 avec l(@)<a-1,
et ae{C}*
o combinaison linéaire des 4;.

Pour que l’arité de X" soit maximale, il faut donc que :

I(@)=a—n

ainsi aucun combinateur appartenant a o ne disparait au cours de la premicre
réduction. ’
Donc X s’écrit :

a éléments

X)=A;4; ... A

ian X1 e s X,
ol A, est un élément quelconque dei{ 4; }ics
Puisque jeJ on a : 4;x;...x, > x; ... x,_, donc :
X‘;IDAH‘..A =A Aiz"'Aiu-n=X{"
1

ig-n i1

a-n-1

Puisque o/ (4;) = a, il faut ajouter n41 arguments & X pour qu’une
autre réduction soit possible, c’est-a-dire

" .
de= Aiinz e A,-”xl oo Xpag1s
alors puisque i; €J, on a :
"
de ? Aiz “ee Ainxl = 14.,'214,'3 ees Ainxl = .Xz”.

II faut ici encore ajouter n+1 arguments & X, pour la réduction suivante
soit possible.

Généralisons :
Soit
n
Xl = AizAiu.‘ e Ai,. XiooeXjmqe
.
a—n-—1 i-1
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Puisque &/ (4,) = a, on peut écrire, en ajoutant & X;"n+1 arguments
Xl’; = AilAil-1 .o A,-"xl e x;_lx'l “ee x:,.,.l,
donc

” 7 ”n
de Dl Ail+1Ai1+z voe Ainxl cee X1 Xy = X1+1,

de méme X/, , s’obtiendra & partir de X/, en ajoutant n+1 arguments.

Puisqu’il y a a—n+1 étapes de réduction (c’est la longueur de X”) pour
arriver 4 la fn de X”, le nombre total d’arguments utilisés pour que toutes
les réductions soient possibles est :

n+(a—n)(n+1).

En effet, on utilise » arguments pour la premiére réduction et n+1 pour
les suivantes.

Donc
A (X")=n+(@—n)(n+1) =an+a—n>
Comme
(X)) < A (X"),
par définition de X” on a
A (X)=o(X")<an+a—n?,
d’oll le résultat. m
COROLLAIRE 4 : Soit (A});c(1,n Une famille de combinateurs de base a effet

cachant de degré n et d’arité a.

Toute combinaison linéaire X formée d’occurrences de A; posséde une fn et
est telle que

T(X) < I(X)—14a(n+1)—n?
= 1+n '

Démonstration : Les combinateurs A; vérifient les conditions du corollaire 3
avec

P(A)=a+1—-(a—n)=1+n,
ici
Inf P(4) =P(4;)=1+n,

i=1l,n
et
A (X)L an+a—n?,

d’ou le résultat. m

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



COMPLEXITE DE LA REDUCTION EN LOGIQUE COMBINATOIRE 355

Donnons quelques exemples :
1) Pour le combinateur K, n =1 et a = 2; on a donc

T(x) < E+2
= 2 >

or, si X est une combinaison linéaire de combinateurs K, on sait que :

T(X)= I—(ZX—) +1 si  I(X) est paire,

et

T(X) =

I.(XZ)_JZI si 1(X) est impaire.

2) Soit le combinateur F défini comme suit

Fxyx;X3x4%5 [? XqX3Xs5,

alors n =2 et a = 3.
On a donc

T(X) < I(X)+10
= 3 2

si X est une combinaison linéaire de combinateurs F et de combinateurs
tels que n =2 et a = 5.

4. CONDITIONS SUFFISANTES DE NON OBTENTION DE FORMES NORMALES

Nous donnons dans ce paragraphe plusieurs conditions suffisantes pour
que le nombre d’étapes de calcul soit infini, autrement dit, des conditions
suffisantes pour que certains combinés n’aient pas de forme normale. Nous
allons, tout d’abord, étudier les combinaisons linéaires de combinateurs
ayant une puissance de réduction négative ou nulle. La forme normale de
telles combinaisons n’existe pas toujours étant donné que la longueur du
terme combinatoire de transition ne peut que croitre ou rester constante.
Une condition de non-obtention de forme normale pour des combinaisons
de ce type est la suivante :

PROPOSITION 4 : Soit (4;);. ; une famille de combinateurs a effets quelconques
mais non composite, tels que P(A4;) <0, Viel.

Toute combinaison linéaire propre X formée d’occurrences de A; telle que
I(X) > Sup & (4;) a un nombre d’étapes de calcul T (X) infini.

ied
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Démonstration : Soit A, le combinateur le plus & gauche dans: X.
Par hypothése, P (4,) < O car ke J.
Soit X, l’expression telle que X [? X, on peut écrire :

1(Xy) = I(X)— P(4p,

puisque P (4,) < 0 il vient immédiatement
I(Xy) z I(X),

et a fortiori

1(X,) > Sup # (4,).
iedJ

Etudions de plus prés la structure de X, :

X, est une combinaison propre formée d’occurrences de A4; puisque les
arguments de A4, sont tous des 4; : en effet, comme ke J,
o (4) £ Sup & (4) < I (X).

ieJ

Puisque 4, n’a pas d’effet composite et que X est linéaire, X, est linéaire.

Donc X, a les mémes propriétés que X.

Généralisons.

Soit X; D’expression telle que X ? X;

Supposons que X; soit une combinaison linéaire propre formée d’occur-
rences .de A; de longueur supérieure ou égale & I(X) et a fortiori a
Sup & (4;), d’aprés nos hypothéses.
ield .

Montrons que tout X;,; tel que X; l1> X;,, vérifie les mémes propriétés
que X;.

Soit A4; le combinateur le plus & gauche dans X;.

.Par hypothése P(A4;) <0 car leJ
or
(X1 = I(X)—P(4),
donc
(X4 1) 2 (X)),
comme [/ (X;) = I(X) il vient immédiatement
I(X;41) 2 I(X) 2 Sup o (4)).

ieJ
De plus, comme & (4;) < Sup & (4;) < I(X,) et que X;,, est une combi-
naison propre formée d’occurrences de 4;, les arguments de 4, sont uniquement
des combinateurs 4;.
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Il est évident que X;,, est linéaire.

Donc VielJ, X; a les mémes propriétés que X.

Cela veut dire que V i € J, il existera toujours une réduction possible de X;,
en prenant le combinateur 4; le plus & gauche dans X;.

Celui-ci existe VielJ, car X; vérifie toujours les mémes propriétés,

celles de X, donc
T(X) est infini. =

On se rend compte que la présence de effet duplicatif parmi les effets
d’un combinateur est nécessaire pour que ce combinateur ait une puissance
de réduction négative ou nulle. Précisons I'influence de la nature de I'effet
duplicatif sur un type particulier des combinaisons décrites dans la
proposition 4.

DeérviTioN 19 : Nous dirons qu’un combinateur X tel que
Xxi...x, > Y= fn(X),

a un effet duplicatif de degré n et de puissance (&, ..., &,) ssi :
1) 3n 2 0 tel que les variables x, ..., x; ont plus d’une occurrence
dans Y;

2) le nombre d’occurrences de x; dans Y est o
PROPOSITION 5 : Soit o un combinateur a effets permutatif, cachant de degré ny
ou duplicatif de degré n, et de puissance (%, ..., o,).
n2
Si ny+n, < ) o; alors toute combinaison linéaire propre X formée
i=1
d’occurrences de o et vérifiant 1(X) > &£ (&) n’a pas de forme normale.
Démonstration: Parmi les [ (X) éléments de X, il y a tout d’abord n, atomes
qui seront soit permutés soit inchangés aprés la premiére réduction, puis 7,
atomes qui disparaitront a cause de I’effet cachant de «, et enfin n, atomes
qui auront plus d’une occurrence dans le terme obtenu aprés la premiére
réduction.
Aprés la premiére réduction, le terme obtenu contient les n, atomes inchangés

n2
ou permutés et les > o; éléments qui sont apparus par I’effet duplicatif
i=1

de a.
n2
Donc no+ny+n, représente I'arité de o soit & () et no+ Y. «; la puis-

i=1

sance de réécriture de o, soit PR (o).
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Nous pouvons alors calculer la puissance de réduction de 4 :

P(a) = o ()+1—PR(a)

nz
= n°+n1+n2+1_no— Z o;
i=1

n2
= nl+n2+1_ Z OC,-.
i=1

Or, d’aprés la proposition 4 qui peut s’appliquer & X et o, une condition
suffisante pour que 7 (X) soit infinie est que la puissance de réduction de ¢
soit négative ou nulle.

n2
Donc, si ny+n,+1— Y o; <0 alors T(X) est infinie, soit si

i=1

n2
ni+n, < Z ou—1;

T =1

or, par hypothése

n2
n1+n2 < z %,

i=1
donc T (X) est infinie. m

Exemple : Soit A un combinateur défini par :

AXyX3X3X4X5X6 > X3 X4 X1 X1 X4 X6 X4,

A a un effet cachant de degré 2, un effet duplicatif de degré 2 et de puis-
sance (3, 2).

‘ 2
Doncn, =2,n,=2, », o;=S5.

i=1

On a bien ici

na
ng+n, < Y o,
i=1
donc toute combinaison linéaire formée d’occurrences de A de longueur
supérieure & 6 n’a pas de fu.

Il est intéressant de préciser certaines conditions de non-obtention de formes
normales pour des expressions uniquement composées de combinateurs
a effets duplicatifs.

Etudions tout d’abord les expressions linéaires.
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DeErmviTION 20 : Soit un combinateur X et x; ses arguments (ieJ).

On dira qu’un effet o de X tombe sur des atomes x; (j € J) lorsque au cours
de la réduction, les atomes x; sont modifiés par I’effet a.

Exemples :

— Dans Kx, x, D> x,, ’effet cachant de K tombe sur x,.

— Dans Wx; x, > x; x, x,, leffet duplicatif de W tombe sur x,.

— Dans Bx; x, x5 D> x, (x; x3), 'effet composite de B tombe sur x,
et xj.

— Dans Cx; x, x3 D> Xy x5 x,, 'effet permutatif de C tombe sur x,
et xj.

N. B. : Les effets permutatifs et composites tombent toujours sur au moins
deux variables, alors que les autres effets peuvent tomber sur une seule variable.

PROPOSITION 6 : Soit (4;);c(y,n une famille de combinateurs a effet
duplicatif.

Soit (ky, ..., k;, ..., k,) la suite des indices des atomes les plus a gauche
sur lesquels tombent respectivement les effets duplicatifs de A, ..., A;, ..., A,.

Soit X; tel que X [,> X;. On posera X = X,.

Toute combinaison linéaire X formée d’occurrences de A; telle qu’il existe
Jj = 0 avec

I(X;) > maxk;,
ne posséde pas de fn.
Démonstration : Supposons qu’il existe un indice j positif ou nul tel que :
I(X;) > maxk;,
i
X; peut s’écrire :
X;=A4,a avec ae{C}* et pe{l, n},

or I(X;) >k, car pe{l,n}.
Donc, au moins un effet duplicatif de 4, tombe sur un combinateur appar-
tenant & o, ce qui veut dire

X0 2 HX ),

car 4, a un effet uniquement duplicatif.
Donc /(X;4,) > max k;.
i

On démontre, plus généralement, que
Vk, I(Xj+1) 2 maxk;,

a cause de l’effet uniquement duplicatif des combinateurs A;.
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Cela veut dire que, dans ce cas, pour tout k, une nouvelle étape de réduction
pourra s’effectuer sur X;,,, en prenant le combinateur 4;le plus & gauche
dans Xj,,.

Celui-ci existera toujours car, pour tout k, /(X;,;) > 1 donc T (X) est
infinie. m

Que devient la proposition 6 quand l’expression & réduire n’est plus
linéaire?

Pour étudier les combinaisons parenthésées, nous devons tout d’abord
définir le nombre d’éléments d’un terme combinatoire.

DEFINITION 21 : Nous appellerons nombre d’éléments d’un combinateur X,
noté N (X), l’entier défini récursivement comme suit :

1) si X combinateur de base, N(X) = 1;

2)si X=X, X5, N(X) = N(X)+N(X,);

Exemple : si
X = B(C(KW)) BC, alors N(X) = 4;
si
X = B(C(KW)) (BC), alors N(X) = 3.

PROPOSITION 7 : Soit (A4;);., une famille de combinateurs a effet duplicatif.

Soit X une combinaison formée d’occurrences de A,

Soit X; tel que : X > X;, avec X = X,,.

J
S’il existe un entier j 2 0 tel que N (X;) > max k; (la suite des k; étant
ieJ
définie comme dans la proposition 4), alors X n’a pas de fn.
Démonstration : Supposons qu’il existe j tel que N (X;) > max k;.
On peut écrire X; sous la forme :
X;=A4,0 avec ae{CU{(JU{}}*
puisque peJ, on a N (X)) > k,.

Cela veut dire qu’au moins un effet duplicatif de 4, tombe sur un combi-
nateur ou sur une combinaison de combinateurs de base incluse entre deux
parenthéses.

Soit X;, tel que X; [1> X1

Montrons que I’on a :

N(X;41) 2 N(X)).

Nous avons deux cas a étudier suivant la structure de X, donc de a.

1°" cas :
a=(4,0)a” avec o et a’e{Cu{(u{H}P*
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1°" sous-cas : Un effet duplicatif ne tombe pas sur (4, a').
Calculons le nombre d’éléments de X; = 4, (4, &) o”.
N(X)=1+1+N(@")=2+N(").

X4, sécrit :

J
o avec o’’e{Cu{)}u{(}}*
Xjr1 =40 { avec N(o'"')> N ("),

car c’est dans a” que se trouve 1’occurrence dupliquée.
N(X;+1) =1+N(@)+N(@"),
or
N@)=1.
Donc
N(Xj4+1)>14+1+N@"),
d’ou

N(Xj+q) > N(X)).

361

2° sous-cas : Un effet duplicatif tombe sur (4,a’). X;,, s’écrit alors :

Xju1= 4,0 (4,0)a",
avec N(a™) = N (o).
N(X;4+)=1+N@)+1+N@"),
donc
N(X;41) Z2+N(@)+N(a"),
or
N@)z1,
d’ou
N(X;4+1)23+N(@").
Donc
N(X;41) > N(X)).
2° cas :
a=4,« avec ae{Cu{)}u{(}}*
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1°* sous-cas : Un effet duplicatif ne tombe pas sur 4,, alors il existe dans o”
au moins une occurrence qui sera dupliquée, donc N (") = N («')+1 si a”
désigne I’expression obtenue & partir de o, aprés intervention de I’effet dupli-
catif de 4,

ae{Cu{(Ju{(}
X; s’écrit :
X;=A4,4,,

donc
N(X)=1+1+N(@)=2+N (),
X, sécrit :

Xjr1 =4,

donc

N(X;+1) =1+N(@"),
soit

N(X;; )2 1+N@)+1.

Ce qui veut dire : N (X;,,) = N(X)).
2° sous-cas : Un effet duplicatif tombe sur 4,, alors X, s’écrit :

X;p1=4,4,0" avec a"e{Cu{)}u{(}}*

et N(")=N(),
donc

N(X;+) Z1+1+N (&),
d’ou
N(X;41) 2 N(X)).
Donc, quelle que soit la forme de X; on a :
N(X;+1) 2 N(X)).
On pourrait montrer de maniére évidente que, pour tout k = 0
N (X;40) 2 N(X)),
et a fortiori que :

N(X;4,) > maxk;.

ieJ
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Cela veut dire que, dans ce cas, pour tout k¥ = 0, une réduction ultéricure
aura lieu sur X, ,, en prenant le combinateur 4; le plus a gauche dans X .

Cet A; existera toujours car Yk, N (X;.) > 1.

Donc T(X) est infinie. m

L’influence de la structure des sous-chaines incluses dans une paire de
parenthéses sur 1’existence de la forme normale d’une expression parenthésée
formée de combinateurs a effet duplicatif parait importante. C’est ce que
nous montrons dans la proposition 8 et dans ses trois corollaires.

Pour cela, nous allons introduire la notion d’ensemble de sous-termes
d’un combinateur X, notée E (X).

On sait que si un combinateur X n’est pas de base, il peut s’exprimer en
fonction de combinateurs de base, si cette base est bien choisie.

Intuitivement, si X n’est pas un combinateur de base, I’ensemble des sous-
tetmes de X comprend le combinateur X lui-méme, et les sous-chaines incluses
entre deux parenthéses de méme niveau dans ’expression de X en fonction
des combinateurs de base.

Par contre, si X est un combinateur de base, I’ensemble de ses sous-termes
est vide.

Exemples : Soit la base (4, B, C) :
— si X =4, alors E(X) = O;
— si X = AB, alors E(X) = X;
~ si X = CA (A (B(CAB) CCA)), alors
E(X)={X}u{A(B(CAB)CCA)}
v {B(CAB) CCA } v { CAB }
DfrNITION 22 : Soit un combinateur quelconque X.

On définit ’ensemble E (X') des sous-termes de X comme I’ensemble défini
récursivement comme suit :

1) si X est un combinateur de base, alors E(X) = O;

2si X=U(), alors EQX)={X}u{V}UEU)UE®W);

)si X=1UV, alors E(X)={X}UEU)uUE().

Tout élément de E (X)) est appelé sous-terme de X.

Remarque 1 : Si X est une combinaison linéaire de combinateurs de base,
alors E(X)={X}.

Remarque 2 : Cette notion de sous-terme d’un combinateur est vaguement
liée 4 la mesure de complexité statique N (nombre d’éléments).
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En effet, N (X) représente la- somme du nombre de combinateurs de base
non parenthésés et du nombre de sous-termes du premier niveau (c’est-a-dire,
d’expressions incluses entre des patenthéses de niveau 1).

PROPOSITION 8 : Soit (4,);., une famille de combinateurs de base a effet
duplicatif.

Soit X une combinaison formée d’occurrences de A;.

S’il existe un sous-terme X° de X tel que :

N(X*) > Sup o/ (4),

ieJ

alors X w’a pas de forme normale.

Démonstration : Si VjeN, X > X; et X; ne commence pas par X* alors
T(X) est infinie. !

Sinon 3 tel que X; = X°a avec a € (VU C)*; en effet, dans ce cas, si X
a pour sous-terme X°, tout X tel que X [i X, avec k < j, aura pour sous-
terme X° quelle que soit ’arité des combinateurs utilisés pour réduire X
en X;. (Ce fait est dii a I’effet uniquement duplicatif des combinateurs 4;.)

Puisque X; = X“a, on peut écrire :
N(X)=N(X)+N@®zNX9

Par hypothése,
N(X“) > Sup (4,

ieJ
donc, a fortiori
N(X;) > Sup (A4, > maxk;

ieJ iedJ
(la suite des k; étant définie dans la proposition 6).
D’aprés la proposition 7, X n’a donc pas de forme normale. m
Exemple : Soient A, B, C trois combinateurs de base a effet duplicatif tels
que :
Axyxy D> XqXy X5 %5,
Bxy D> xyx5%y,
et
CxyxX3X3 > X5 X3 %5 X3X3X3.
La combinaison X telle que :
X = CAB(A(AB(CA))),
n’a pas de fa.
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En effet X a pour sous-terme :
- X;

— A(4B(CH));

— AB(CA); et

— CA.

Or,

N(X)=4>Sup[ «(4), #(B), #(C)] = 3.

COROLLAIRE 1 : Soit (4;);c(y,n une famille de combinateurs de base a
effet duplicatif.

Soit (ky, ..., kis ..., k) la suite des indices des atomes les plus d gauche
sur lesquels tombent respectivement les effets duplicatifs de A, ..., A;, ..., Ap.

Soit X une combinaison formée d’occurrences de A;.

S’il existe un sous-terme X° de X tel que :

N(X?) > maxk;,

alors X n’a pas de forme normale.

Exemple : Sil’on prend la base (4, B, C) de I’exemple précédent, on remarque
que tout combinateur X de longueur supérieure a 2, formé d’occurrences
de 4, B, C n’a pas de forme normale.

COROLLAIRE 2 : Soit (4;);., une famille de combinateurs de base a effet
duplicatif.

Soit X une combinaison formée d’occurrences de A;.

S’il existe un indice j tel que X {J> X; et que X; contienne n occurrences

consécutives de A;(ieJ) avec n > Sup & (4,), alors X n’a pas de forme
ieJ

normale.

Démonstration : Si X contient n occurrences de A;, alors, quelle que soit
I’arité des combinateurs utilisés pour réduire X en X;, (X D> X)), le combiné X

J

contiendra toujours au moins n occurrences de A; conséculives.

Si VjeN, X l? X; et X; ne commence pas par les n occurrences de 4;
alors T(X) est infinie.

Sinon 3 tel que X; = 4] B, B e (VU C)*. Comme n > & (4)), il en résulte
que X;,, = A7, p>n et T(X) est infinie. m

Exemple : Soient 4 et B deux combinateurs de base a effet duplicatif tels
que
AxyX3%X3%4 D X3 X3 X3X3 X4,

Bxyxyx3 D> Xy X2X3X3X3.
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La combinaison X telle que
X = AB(A(B(AABBA(BBA) A))),

n’a pas de forme normale, car Sup [« (4), &/ (B)] = 4 et car X contient
cinq occurrences consécutives de A4;.

COROLLAIRE 3 : Soit (A4;);., une famille de combinateurs de base a effet
duplicatif.

Soit k; la suite d’indices définie dans le corollaire 1.

S’il existe un indice j tel que X l? X; et que X; contienne n occurrences

consécutives de A;(ieJ) avec n > max k; alors X n’a pas de fn.
Exemple : Soient A, B et C, trois lcombina'reurs de base tels que
AXy Xy X3X4 D> XXy X3 X4 Xy,
Bx;x;X3X%4X5 > X1 XpX3X4Xs5Xs,
CxyXX3 > Xq X3 X5 X3 X3.
La combinaison X telle que
X = ACB(A(B(CAB) AABCAB)),

n’a pas de forme normale.
En effet, max k; = max (4, 5, 3) = 5 et X contient six occurrences consé-

cutives de A4;.
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