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R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
(vol. 12, n° 3, 1978, p. 259 à 278)

SUR LES ENSEMBLES DE MOTS INFINIS
ENGENDRÉS PAR UNE GRAMMAIRE ALGÉBRIQUE (*)

par Maurice NIVAT (*)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — Dans un article précédent paru ici même, nous avons défini Vensemble des mots infinis
engendrés par une grammaire algébrique. Nous étudions ici les ca-tangages algébriques, c'est-à-dire les
langages algébriques constitués de mots finis et infinis.

INTRODUCTION

Nous avons défini en [4], paru ici même, l'ensemble ^(G, ƒ) des mots infinis
engendrés par une grammaire algébrique à partir d'un mot ƒ (l'axiome).

Ci-dessous nous étudions les ©-langages algébriques, c'est-à-dire les langages
de la forme L™{G,f) = L<ù(GJ)vL(G,f) formés des mots finis et infinis
engendrés par une grammaire algébrique. La notion essentielle est celle
d'adhérence qui se relie immédiatement à celle de clôture [2] ou celle équivalente
de limite [3]. Si la clôture d'une partie L de X* est définie comme l'ensemble des
mots infinis sur X qui ont une infinité de facteurs gauches dans L, l'adhérence
de L est simplement la clôture de FG(L), ensemble des facteurs gauches de
mots de L.

Notre principal résultat (th. 6) caractérise les ©-langages algébriques qui
peuvent être engendrés par une grammaire de Greibach réduite comme ceux qui
satisfont la condition

La nécessité de cette condition rend claire la différence qui existe entre
©-langages algébriques et langages algébriques ordinaires composés unique-
ment de mots finis : quand on met une grammaire algébrique sous forme de

(*) Reçu décembre 1977 et en version définitive avril 1978.
l1) Laboratoire d'Informatique théorique et Programmation, Université Paris-VII et I.R.I.A.-

Laboria.
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260 M. NIVAT

Greibach on modifie l'ensemble des mots infinis qu'elle engendre. Et ceci
explique certains phénomènes étranges étudiés par R. Cohen et A. Gold [1] ou
M. Linna [3].

L'essentiel de notre article est la démonstration d'un théorème de substitution
(th. 1) que nous donnons complète car elle montre bien où sont les difficultés que
rencontre la théorie des co-langages algébriques : il ne suffit pas en effet de
montrer l'existence d'une dérivation infinie il faut encore établir sa convergence
c'est-à-dire montrer que l'ensemble des facteurs gauches terminaux des termes de
la dérivation est infini.

Un corollaire de ce théorème est que tout mot infini produit par une dérivation
quelconque l'est aussi par une dérivation gauche (en anglais "leftmost") et nos
résultats se séparent là de ceux de [1].

L'algébricité de L qui est le plus petit langage fermé par facteur gauche dont
l'adhérence soit égale à celle d'un langage algébrique L (th. 4) ouvre la voie à une
étude des parties de X& qui sont adhérences de langages algébriques, étude qui
fait l'objet de travaux de l'auteur, à paraître.

Nos définitions sont celles de [4], à quelques détails près : nous avons trouvé
commode de noter ^ la relation « est un facteur gauche de » définie par

Vf,geX*, fég o 3heX* :g=fh.

Ainsi ƒ<g signifie f^gAf^g que l'on lit/est un facteur gauche propre de g ou
encore

f<g ^ 3heXX* :g=fh.

Nous notons Xœ =X* u Xœ et pour toute grammaire algébrique G : t>i = pi,

Nous appelons œ-langage algébrique toute partie L de Xœ telle qu'il existe une
grammaire algébrique G et un mot ƒ satisfaisant L = Lœ (G,/).

Si pour tout te(X KJ S)* nous notons a (t ) le plus long facteur gauche de t qui
soit dans X* (c'est-à-dire le plus long facteur gauche terminal) la dérivation
ô = < tn\ rceN+ > de G est dite gauche si et seulement si pour tout neN + , si
^ a ^ ^ P n i l e x i s t e m e P ^ t e l que tn + 1 =a(tn)mpB.

La démonstration du théorème 1 nous oblige maintenant à donner de
nombreuses définitions concernant les arbres de dérivations finis et infinis.

I. ARBRES ET ARBRES DE DÉRIVATIONS

N + dénote l'ensemble des entiers strictement positifs.
Un domaine d'arbre est une partie A de (N+)* qui satisfait les deux
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ENSEMBLES DE MOTS INFINIS 261

conditions :
1° Vue(N+)*, neN+,uneA=>ueA;
2° Vue(N+)*, n,n'eN+,uneA et ri<n=>urieA.
L'ensemble des arbres sur X, où X est un alphabet fini, est l'ensemble des

applications partielles de (N+)* dans X u { c } dont le domaine est un domaine
d'arbre. On note Xb l'ensemble des arbres sur X.

Si a est un arbre sur X, A (a) désigne son domaine. Les éléments de A (a) sont
appelés sommets ou nœuds de l'arbre a. Les sommets de i ( a )nwN+ sont dits
fils du sommet u qui réciproquement est dit être leur père. Le sommet e est
appelé racine de l'arbre.

Si A est un domaine d'arbre, nous dirons que A' est un sous-domaine d'arbre
de A si et seulement si :

— A' est un domaine d'arbre;

L'arbre a' est dit sous-arbre initial de a, ce que Ton note a' < a si et seulement
si :

— A (G') est un sous-domaine d'arbre de A (a);
— a' est la restriction d e a à i ( c r ' ) ce que l'on note a' = a |A (o ).
La relation « est un sous-arbre initial de » est évidemment une relation

d'ordre. Nous avons la :

PROPRIÉTÉ 1 : Tout sous-ensemble dirigé d'arbres, dirigé pour la relation « est
un sous-arbre initial de », admet une borne supérieure.

Démonstration : Un sous-ensemble dirigé pour < est une partie A de X$ telle
que

Va l f a2ËÀ, 3 a3eA tel que ox <a3 et a2<cr3.

On note qu'une suite croissante < G„\ neN> d'arbres est une partie dirigée
deX4.

Soit donc A une partie dirigée de X $.

On vérifie d'abord que A = (J A(G) est un domaine d'arbre. En effet
aeA

un e A => un e A (G) on en déduit ueA. De même un e A et n'<n impliquent
uneA(o) pour quelque aeA et ri <n d'où un' e A (a) et par suite un' e A.

Maintenant si A est dirigé, ox et a2 appartiennent kA,ueA (ox) n A (o2) on a
Gj (u) = a 2 (u). En effet si a3 est tel que GX <G3GtG2<G3,A (GX) et A (a2) sont des
sous-domaines d'arbre de A(G3) ce qui implique que pour tout
u e A (ai) n A (a2), a3 (u) est défini et égal à GX (U) et a2 (u).
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262 M. NIVAT

D'où la borne supérieure Sup A : son domaine est ^4(SupÀ)= {J A (a) et

pour tout UEA (Sup À), (Sup À) (u) est égal à la valeur commune de tous les a (M),
où a e A est tel que u e A (a). •

Entre les sommets d'un arbre G nous avons les deux relations :
— u^u' que l'on lit u est au-dessus de w' OU U' est en dessous de u si et

seulement si u est facteur gauche de u'. On note u < w' la relation u ̂  u' et u j=- w';
— u<gu' que Ton lit u « est à gauche » de M' si et seulement si 3ulf u2,

u2s(N+)*, n, nfeN+ tels que n<n!", u = u1nu2 et u' = u1n
/u2 .

On remarquera que la relation (^ u <ff) est une relation d'ordre : c'est la
relation d'ordre lexicographique ^ sur (N+)*.

Si a est un arbre, ne A (a) un sommet, on vérifie immédiatement que
A (a : u) = {v\uveA(à)} est un domaine d'arbre et l'on définit le sous-arbre
issu de u, noté a:u comme l'arbre de domaine A(o : u) donné par
(a : u) (v) = o(uv).

Nous aurons besoin de définir encore une espèce de sous-arbres.
Si u e A (a) l'ensemble { v e A (a) | v S u ou v < ff u } est un domaine d'arbre, dont

on remarquera que ce n'est pas un sous-domaine d'arbre de A (a).
La restriction de a à ce domaine est notée SG(a, u) et appelée sous-arbre à

gauche de M.
Il est facile d'établir que si & est un sous-arbre initial de a et si u s A (af) alors

SG(of, u) est un sous-arbre initial de SG(o, u).
Nous appellerons branche d'un arbre a toute suite de sommets tels que

chacun soit fils de celui qui le précède et le premier soit s.
Ainsi fc = < Uj, . . ., uny est une branche finie si et seulement si ux = s et pour

tout ie[(n — 1)], Uj+1ewfN+. Le sommet un est dit extrémité de la branche b
et il est clair qu'il existe une et une seule branche d'extrémité u pour tout
ueA(<j).

La branche b = < un j n e N+ > est une branche infinie si et seulement si nx = e et
pour tout ieN + , ui + 1£UiN+.

Définissons maintenant la frontière et le feuillage d'un arbre a.
La frontière de a notée fr (a) est l'ensemble

Le feuillage de a noté fg (a) est un mot de X* que l'on définit par récurrence
pour tout cr de domaine fini de la façon suivante :

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
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- si>4(a)nN = [p];

fg(o)^fg(o:l)fg(o :2) . . .fg(a : p).

Nous laisserons le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :

PROPRIÉTÉ2 : Si ulf u2, . . ., up est la suite ordonnée dans Tordre
lexicographique ^ ( des sommets de fr(o) où a est un arbre fini alors :

fg{0)^0^)0^2) . . . o(up).

PROPRIÉTÉ 3 : Pour tout arbre de domaine fini a, a, P G X*, x e X, la condition
a x p =ƒ# (a) implique l'existence d'une et une seule branche b = < ux, . . ., un >
de a telle que

fg(SG(o, «J) = ax.

Par contre nous allons démontrer les deux propriétés suivantes :

PROPRIÉTÉ 4 : Si a vérifie la condition

(a) : card(uN+ nA(o))<oo

on dit alors que a est de type fini. Si a est infini et de type fini, a possède une
branche infinie.

PROPRIÉTÉ 5 : Disons que la branche infinie <i?B|neN> est à gauche de la
branche infinie <wn|neN> si et seulement si VneNu„^u„ ou vn<gun.

Alors si a est un arbre infini et de type fini il existe une branche infinie plus à
gauche que toutes les autres dite la branche infinie la plus à gauche de a.

La propriété 4 est une forme du lemme de Koenig que nous énonçons sous la
forme suivante, qui nous a déjà servi en [4] et nous reservira plus loin.

LEMME DE KŒNIG : Soit E un ensemble infini, R une relation sur E, une suite
Alt A2> . . ., An, , . .de parties finies non vides de E telles que :

— (J Ai est de cardinalité infinie;

^ l , yeAn+lt 3xeAn : xRy

alors il existe une suite infinie d'éléments a1} a2, . . ., ant . . . telle que :

- V n e N + , aneAn et anRan + 1.

Démonstration : Si a est un arbre infini de type fini, définissons la suite des
ensembles An par
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264 M. NIVAT

qui est l'ensemble des sommets dits de hauteur inférieure ou égale à k. Chacun de
ces ensembles est fini et non vide.

En effet Ao est fini. Et si An est fini,

An+1=Anu({J(uN+nA(o)))
neAn

est fini puisque a est de type fini. D'où l'on déduit par récurrence que An est fini
pour tout neN.

Mais ceci entraîne que An aussi est non vide, pour tout n, puisque
An = Ç) => An + 1 =Ç) et si An était vide pour quelque n l'arbre serait fini.

Considérons alors la relation R définie par

(u, v)eR o veuN+ .

Pour tout v G An + ! il existe ueA tel que (M, V) G R, il suffit de prendre u égal au
facteur gauche de longueur n de u.

Le lemme de Koenig fournit alors le résultat. •
Pour démontrer la propriété 5 on construit la branche infinie la plus à gauche

de la manière suivante : disons que la branche b = (un\neN} passe par le
sommet u si et seulement si il existe n e N tel que u = un.

Appelons alors vn le sommet le plus à gauche de An par lequel passe une
branche infinie de G supposé infini et de type fini. La suite < vn\ neN> est une
branche infinie, c'est-à-dire satisfait

VneN, uB+1euBN+ .

En effet vn+1ev'N+ avec v'<gvn implique que vn n'est pas le sommet
le plus à gauche de An par lequel passe une branche infinie et vn+1evfN+

avec vn<gv' contredit l'hypothèse que vn + 1 est le sommet le plus à gauche
de An+1 par lequel passe une branche infinie, n

De la construction précédente découle facilement la :

PROPRIÉTÉ 6 : Si a est un arbre infini de type fini, sa branche infinie la plus à
gauche est égale à la suite ordonnée par ^ des sommets de

B~{ueA{a)\A(o : u) est infini et Vu', u'<gu=>A(<j : u') est fini}.

Démonstration : Si b est la branche infinie la plus à gauche de a,
b = < un\n G N+ > il est clair que pour tout H,A(G : un) est infini et pour tout u'tel
que u' <gun A(o : M') est fini. Et si au contraire ueA (a) est un sommet tel qu'il
existe u' <gu avec A (a : u') infini alors u n'appartient pas à la branche infinie la
plus à gauche. •

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
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On retiendra que le sous-arbre issu de tout sommet à gauche de la branche
infinie la plus à gauche est fini.

PROPRIÉTÉ? : Pour toute branche b de l'arbre oeXb il existe un arbre
minimal dans l'ensemble des sous-arbres initiaux de a qui contiennent la
branche b.

Démonstration : Soit b une branche infinie b = <wn|rceN>.
Appelons bn la branche finie < ult . . ., un >.
Nous construisons par récurrence alt . . ., an, . . . sous-arbres initiaux

minimaux de a tels que bn soit une branche de <jn et a1 < o2 < . . . < an < . . .
Pour a! on prend ^ ( a ^ ^ e et a ^ e ^ c ^ c ) .
Pour n+1, en supposant construit <jn, on prend

Kj(unN+nA(a)) et an+1 = o\A(an+l).

Il est clair que an<Gn + 1etan+l est minimal puisque si x contient la branche
bn + 1 il contient la branche bn donc, par récurrence, on<i. Et si A(i) contient
un + 1 =unp il doit aussi contenir wnN+ n A (o) donc A(on + X).

A la limite Sup {<jn} est minimal dans l'ensemble des sous-arbres qui
contiennent la branche b. •

Arbres de dérivation d'une grammaire algébrique G

Posons pour tout arbre oeXb et ueA(o) :

no{u) = a(ui) a(u2) . . . o(up) si [p] = i ( a ) n u N + .

TTcj(a) sera appelé descendante directe de u dans a.

Soit G : ̂ i^Pi, ie[N] une grammaire algébrique.

Un arbre a sur (X u S) est dit arbre de dérivation de G si et seulement si :

- a(u) = .̂=>7cff(M) = e ou nff

On notera que tout arbre de dérivation de G est de type fini. Nous dirons qu'un
arbre de dérivation a de G contient une dérivation 8 = < t l t . . ., t n ) ou
8 = < tn | n e N > de G si et seulement si il existe une suite croissante de sous-arbres
initiaux d < C J 2 < . . . <on< . . . de a telle que :

Nous avons les propriétés suivantes :

PROPRIÉTÉ 8 : Pour toute dérivation finie ou infinie 8 de G, d'origine ^ e S il
existe un arbre de dérivation a de G qui contient 8.
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266 M. NIVAT

Démonstration : On construit a de la façon suivante : soit

On construit aft qui contient 5„ de façon que an soit un sous-arbre initial de

Pour ai on prend l'arbre de domaine {e} tel que a^e) — ̂ .
Si l'on suppose construit a„ et l'on suppose

tn — a^j p, £n + 1=amp pour quelque mePj,

on sait par la propriété 3 qu'il existe une et une seule branche
bn = (ul

n, . . ., v%y telle que

f g (SG(an9u
pt)) = a et a (uj) = \Jt

On construit alors an + 1 de domaine

A(Gn)vup
ni\m\]

avec
aB+1|i4(<jB) = aB et on + 1(u

p
n"h) = Xhm pour tout fce[|m|],

La notation ^ftm désigne la Même lettre de m.
Il est clair que an<on+1 et on + 1 contient 5n + 1.
La borne supérieure Sup { a„} contient la dérivation 5. •

PROPRIÉTÉ 9 : Si a' est un sous-arbre initial fini de a, où a est un arbre de
dérivation de G, il existe une dérivation ô dans G de a(e) en fg{&) contenue
dans a.

Démonstration : On fait une récurrence sur card A (a').
Si card yi(a')=l, A{&) = { e } c'est clair.
Sinon considérons A (a'). Il existe dans fr (a'), qui est fini, des mots de longueur

maximale c'est-à-dire des mots u tels que v efr (a') => | v | S \ w |.
Prenons-en un, soit u = u'p, u'e(N+)*, peN + .
Il existe une dérivation de ^ en fg(o") où a" = a|(;4(a') \ u/N+) contenue

dans a soit 8 = <ti» • • *̂  ^ + i>- Mais si a(M/)==^j on a £fc + i =ƒ<?(<?") = a ^/P
pour quelque a, p, et si l'on pose ^ + 2=/ôf(cr')==oc^c(u/)P ü e s t c l a i r Q116

< fi » • • • » ffc + 2 ) e s t u n e dérivation de ^ en fg{of) contenue dans a. •

II. THÉORÈME DE SUBSTITUTION

Nous devons d'abord définir la substitution.

Soit Me(IuS) f f letö = <öi , . . ., QN} sur N-vecteur de parties de X*.

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
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Nous notons u [g/Ç] la substitution de Q à jf dans u définie par :

[Q/Ç] si et seulement si il existe une suite d'entiers pn telle que :

pn —y oo et Vn, !>[p„]ett[n][Ö/£i-

La notation u[n] désigne le facteur gauche de longueur n de w.

Une définition équivalente est donnée par le :

LEMME 1 : Soit w e f l u S f le mot

où pour tout p e N + , a p eX* et ÇipeE.

Alors le mot veX& appartient à u[Q/^\ si et seulement si il existe hx,
h2, . . ., hp, . . . tels que

v = a1h1a2h2 . . . aphpap+1 . . . et V p e N + , hpeQip.

Démonstration : Dans un sens c'est évident puisque

et que ü = ax ^ . . . aphpap+1 . . . implique que

| a1 hx . . . ap hp\ -> oo si /? -• oo.

Réciproquement, soit pn la suite telle que

Considérons la suite des entiers nx, . . ., nk. . . tels que

Pour tout keN+ il existe h(i\ . . ., h^ tels que v[pnk] = a1 h[k) . . . aikhk
k).

Une simple application du lemme de Koenig permet d'établir qu'il existe alors
hlt . . ., hk, . . . tels que

vlP>h]
 = ^i^i - - - otfc/ijfc pour tout /c. n

On remarquera que w[Q/Ç] ne contient pas les mots finis qui pourraient
provenir de la substitution telle qu'elle est traditionnellement définie.

Nous pouvons alors énoncer le :

THÉORÈME 1 : Soit G la grammaire algébrique ioi = Pi, **e[JV].
Soit G la grammaire algébrique en les variables E = {^, . . ., ÇN } sur Valphabet
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268 M. NIVAT

terminal l u S définie par

^ = Pif ie[N]
où

Pi = {oL^\oLs(XKjE)*^JeS> oc^(Xu S)*

Alors pour tout ie[N],

Démonstration : On démontre d'abord l'inclusion a .
Considérons une dérivation infinie terminale 8 = <£n |neN+> à partir de

t1=t)i dans G. Supposons qu'elle engendre le mot w e r où w = lim oc(£n),
M —* 00

oc(tn) étant le plus long facteur gauche terminal de tn.
Soit a un arbre de dérivation de G contenant 8. Soit b = <u„|neN+> sa

branche infinie la plus à gauche. Nous notons an le sous-arbre initial minimal de
a tel que un e A (a„) et a' = Sup { a n } .

La démonstration réside essentiellement dans la considération des arbres a„
ainsi construits :

si T est un sous-arbre initial de a, nous définissons :

A(x) = {veA{T)\3neN+ : v^un ou v<gun] ,

T~(U) = T(U) pour tout veb,

x(v) = x(v) pour tout v$b.

Intuitivement pour obtenir x̂  on supprime toute la partie de x qui est
strictement à droite de la branche b et l'on barre les étiquettes des sommets qui
sont sur b.

Nous pouvons établir plusieurs propriétés :

LEMME 2 : Pour tout neN + :

fg{SG{o, un)) = wna{un) où w n e ( I u S f et o{un)eE
et

fg(SG{ön, u„)) = wno(Un) où wne(X u S)*.

Enfin wnewn[UG)/§.

Dans cette écriture L(G, ^) = { ƒ e ( ^ u S)* | ̂  ^ f } .

Démonstration : Si n = l il n'y a rien à démontrer.

Nous faisons une récurrence sur n.
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Supposons un + 1=unp pour peN + . Nous pouvons écrire :

A(SG(<J, un + x)) — {t>e>l(a)|v^un+1 ou v<gun+x}

= A(SG(o, un))u{veA(o)\un<v et v<gun + 1} u {uM+1}

= A (SG(cr, MJ) u v4(a : un 1) u . . . u A(u : un(p — 1)) u { un+x}.

En remarquant que les termes de cette union sont disjoints et que les éléments
de chacun d'eux précèdent dans l'ordre lexicographique les éléments du terme
suivant, nous déduisons

fg(SG{o, un+1) = wn+1o(un+1)
et

De façon similaire, en se reportant à la définition de on et an :

fg(SG(5H+1, un+x)) = wn + xo(un+x)
et

wn + 1=wno(unl) . . . a{un(p-l)).

Les deux suites wn et von sont ainsi des suites croissantes pour l'ordre ^ .
La propriété de b d'être la branche infinie la plus à gauche entraîne
que pour z'^1, . . ., n - lA(o : u„ï) est fini puisque uni<gun + x.
D ' o u fg(o : uni)eL(G, o(uni)) puisque fg(a : uni) est un mot de (X u S)*.

Par récurrence nous obtenons bien wnewn[L(G)/^\. •
Une autre remarque essentielle est :

LEMME 3 : Si la suite wn est stationnaïre il en est de même de la suite wn.

Démonstration : En effet la suite w;nest stationnaire si et seulement si à partir
d'un certain n0, un+1=wnl pour tout n^n0.

L'identité ci-dessus montre qu'alors wn est aussi stationnaire. •
La démonstration s'achève par une suite de remarques.
La suite wn n'est pas stationnaire : en effet la dérivation 8 est terminale ce qui

implique que pour tout n.

w[n]^fg(xn) pour quelque sous-arbre initial xB de a.
Or si up est le sommet où la branche infinie b rencontre la frontière de xn nous

avons
aC/0(TB))è/&(a, up).

Il s'ensuit que les mots wn contiennent des facteurs gauches terminaux de
longueur aussi grande que l'on veut. Comme ils forment une suite croissante
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pour g cela implique qu'ils sont tous dans X*.

On peut alors remplacer la relation

wnewn\L(G)l§

pour la relation

De fait que cette relation est satisfaite pour tout n et que la suite des w^n'est pas
stationnaire on déduit que :

1° la suite des wn a une limite quand n -> oo, notons la w, et we(X u E)a;

2° wew[L(G)/%l

Or le mot w est engendré par une dérivation infinie terminale dans G,
précisément la dérivation

<fg(SG(ën,un)),neN+>.

Que cette suite soit une dérivation est immédiat par la relation établie plus haut :

fg(SG(an+i, un+1)) = wno(unl) . . . a(uB(p-l)) â(unp),

où

fg(SG(cjn,un)) = wno(un).

Qu'elle soit terminale et engendre w= lim wn ne Test pas moins par la
H - > OO

remarque que le plus long facteur de f g (SG (ân, un)) qui soit dans {X u S)* est
précisément wn et le fait que la suite wn n'est pas stationnaire.

Nous avons établi la première inclusion. •

Établissons l'inclusion inverse :

- soit wjL°>(G, Q [L(G)/C];

- soit ïoeL^iG, Q un mot tel que wew[L(G)/Q

Nous pouvons écrire

et
w = aoh1a1h2 . . . an_i/înan . . . avec hneL{G, ÇJ.

Considérons une dérivation infinie terminale de Ç£ en w dans G, soit tt = Çt,
t2, . . ., tp, . . .. La grammaire G étant linéaire à droite on peut écrire pour
tout p G N + :

a v e c ŵ  e (X u H)* et iïp ^ zi;.
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Appelons up le facteur gauche de w obtenu en substituant aux occurrences de
non terminaux £lV . . ., ^ dans up les mots hlt . . ., hkp correspondants.

Supposons connue une dérivation gauche 5P de ^ en un mot up ^ vp : nous
construisons 8 P + 1 prolongeant bpf dérivation gauche de £,- en up+1 £,- + I^P+i-

Nous avons puisque < tn > est une dérivation de G,

up+1=upmp + 1 avec mp+1Çtp+iepip.

Il existe ainsi nf
p+1 tel que mf

p+1t>ip+inp+1GPip d 'où

Or up+ ! = wp mp+ ! où m ^ t est obtenu en substituant aux occurrences de non-
terminaux î̂  , . . ., ^ dans mp+1 les ftifc +i, . . ., hik correspondants.

II existe une dérivation gauche de ^ en /i„ dans G pour tout n donc aussi une
dérivation gauche de mp+1 en mp + 1 , donc enfin une de Wp^üp en

La dérivation 5 P + x est la dérivation bp prolongée de cette dérivation gauche de
up^ifvpenup+1^u+lvp+1.

La suite croissante de dérivations 8 t , 82, . . •, 8P , . . . a une limite ô qui est
une dérivation infinie gauche et terminale de ^ en w dans G. Ce qui établit le
théorème. •

Nous avons aussi établi la :

PROPRIÉTÉ 10 : Pour toute grammaire algébrique G, tout non terminal ^ et
tout mot infini weLiù{G, E,f) il existe une dérivation infinie terminale gauche de Çf

en w dans G.

III. ADHÉRENCES DE LANGAGES ALGÉBRIQUES

Si A est une partie de X* on définit A& de la façon suivante :
— Aw a Xw et pour tout u e Xœ on a u e A® o il existe une suite croissante

d'entiers pit p2t . . «, pn» . . . telle que pn—>-oo et u[pn]eAn.
n —*• c o

On écrit un peu improprement A<ù = {a1 a2 . . . àn , . . |a„e^4} en sous-
entendant que an est non vide pour une infinité de n.

Le théorème de substitution a de nombreuses conséquences.
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La première est le :

THÉORÈME 2 : Tout ^-langage algébrique, L = U*{G, ^) peut se mettre sous la
forme

L= Ü Lk(LiïT,
fc=l

où les Lk et Lf
k sont des langages algébriques.

La démonstration repose essentiellement sur le :

LEMME 4 : Si G est une grammaire algébrique linéaire à droite satisfaisant pour
toutie[N], Pt a X* S alors pour toutie[N], L00 (G, y est contenu dans X& et se
met sous la forme

Démonstration : Celle que nous donnons n'est qu'une esquisse de preuve, une
démonstration rigoureuse se trouve dans l'ouvrage d'Eilenberg [2]. Le résultat
est originellement dû à MacNaughton.

Considérons d'abord la simple grammaire

Il est clair qu'elle engendre Am = { a± a2 . . . an . . . | an e A } .
Considérons la grammaire

Encore clairement on a

L*(G. ^i) = (

en séparant dans l'ensemble des dérivations infinies à partir de Çx celles qui ne
contiennent jamais %2 et les autres.

On en tire

L{G, ^2)^A21Ai1A

qui se résout en

formule que l'on peut aussi établir a priori en séparant les dérivations infinies qui
contiennent ^2 une infinité de fois et les autres.
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Ce raisonnement peut être appliqué, par récurrence, à toute grammaire
linéaire à droite, c'est-à-dire de la forme

et conduit au résultat cherché. •
Le théorème 2 découle immédiatement du théorème 1 et de la propriété

puisque

où G est une grammaire linéaire à droite.
Ainsi

et

L*(G,$d = (() Rk{RSr)[L(G)/h= Ü Rk
\k=X J *=1

La substitution algébrique [L(G)/Ç] applique les rationnels Rk et R'k sur des
langages algébriques Lk et L'k. D

Exemple : On prend G : Ç = a ÇÇ + b, grammaire qui engendre comme langage
de mots finis le langage de Lukasiewicz :

4 = { f e { a , b } * \ \ f \ a = \f\b-\ e t ƒ ' < ƒ = > \f'\a^ \ f ' \ b ) .

Le langage de mots infinis engendré par G s'obtient en considérant

qui engendre
D'où

On montrera plus loin que ce langage est aussi

{ueXa\u'<u=>\u'\a^\u'\b} .

REMARQUE : Avec les définitions qui sont les nôtres la réciproque du lemme 4
n'est pas vérifiée. Ainsi a* b° n'est engendré par aucune grammaire linéaire à
droite telle que Pt czX* S pour tout ie[N],

vol. 12; n° 3, 1978



274 M. NIVAT

Supposons en effet qu'il en soit ainsi et considérons une dérivation infinie
de Ci en an èw, soit t1 = £>i,t2,...,tn.... On peut écrire pour tout n : t„ = w„^et
pour tout n<p on a un^up et si up = unv, %^-^v^ Si l'on prend n assez

grand on trouvera certainement n et p tels que n<p, un<up^an et £iB = 4i*

D'où une dérivation ^ A a ' Ç . . Mais si une telle dérivation existe, il existe

une dérivation infinie de ̂  en aw dans G. Ü

Nous définissons maintenant l'adhérence d'un langage.

DÉFINITION 1. — Pour toute partie L a Xœ nous appelons adhérence de L et
notons Adh(L) l'ensemble des mots infinis u de Xm tels que tous leurs facteurs
gauches sont facteurs gauches d'un mot de L.

DÉFINITION 2. — La partie L de Xœ est dite amène si et seulement si le sous-
ensemble Lmï=LnX<ù des mots infinis de L est l'adhérence de l'ensemble
Lhn = LnX* des mots finis de L.

REMARQUE : La clôture Â d'un ensemble A de X* étant définie comme dans
l'ouvrage d'Eilenberg [2] par

Â = {ueXtû\c2Lxd{n\u[n]eA} = <x>},

on a immédiatement pour L a X*

On remarquera que 4 * = {weXÏD|card{n|M|>i]eJ4*} = oo} n'est pas égal
à A™ comme le montre l'exemple suivant :

Exemple :

A = ab*> A<» = {abniabn2 . . . abn' . . . \nx, n2 nPi, . . . }
et

A*=Aav{abniabn* . . . ab^ab^n^ . . ., npeN}.

D'une manière générale on a

Nous pouvons établir tout de suite la :

PROPRIÉTÉ 11 : Soit L <= X* et L le langage

L = { u e X* | card {veX*\uveL} = co}.

Alors :
et Adh (l) = Adh (L).
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Démonstration : Soit u e Adh (L) et u' = u [n] un de ses facteurs gauches. Pour
tout peN + iï^u[n + p], il existe vn+p tel que u[n+p]vn + peL.

D'où u(n+ 1) . . . u(n + p)vn + p€{v'\u'v'eL} et ce dernier ensemble est
infini.

Réciproquement si card{v\uveL} = oo on peut construire un mot
lü e Adh (L) tel que u<w. L'alphabet X étant comme toujours supposé fini
{v\uveL} n x l * est infini pour un moins un xeX soit xh. Cela s'écrit
card { v | uxh veL} = oo et permet de trouver xk tel que { v | uxh v e L} n xiz X*
soit infini ou encore card {v | wxfi xi21; e L } = oo.

On peut ainsi construire une suite croissante u,uxti, uxtixi2, . . . dont la limite
est un mot infini w de l'adhérence de L qui a M comme facteur gauche.

L'égalité Adh (L) = Adh (L) se vérifie immédiatement. •
Les facteurs gauches u de mots de L qui ont la propriété que

card {v\uveL} = ao sont dits infiniment complétables. Le langage L sera dit
intérieur de L.

Dans une étude des langages de mots infinis qui sont adhérence d'un langage
algébrique, on est amené à utiliser constamment l'intérieur d'un langage
algébrique.

Nous allons établir le :

THÉORÈME 4 : L'intérieur de tout langage algébrique est un langage algébrique.

Mais auparavant nous devons établir une importante propriété des langages
de mots infinis engendrés par des grammaires de Greibach.

THÉORÈME 5 : Si la grammaire algébrique G :^i = Pitie [N] est de Greibach et

réduite alors pour tout ie[N], le langage LCO(G, ^ ) est amène c'est-à-dire

Démonstration: Rappelons que G est de Greibach-ssi pour tout ie[AT|,
P i C l ( I u S ) * et que G est réduite ssi pour tout i, L{G,

Disons que la dérivation gauche 8 = < tn | n e [k] > :
— dépasse le mot g de X* ssi ór^

— dépasse juste g ssi a(£fc_

Il est clair que si la dérivation 5 = < tn | n e [k] > dépasse g, il existe k' ^ k tel que
5'==< tn\ ne[k'] y dépasse juste g.

Si la grammaire G est de Greibach, l'ensemble des dérivations gauches qui
dépassent juste g est fini pour tout g. En effet, si 8 = < tn\ n e [k] > est gauche et
dépasse juste # ona.aL(tk-1)<gdonc\a.{tk-x)\ < 1̂ 1 • Or 8 étant gauche et G de
Greibach |oc(tk_i)| > / c - l d'où fc^ \g\.
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Montrons alors que L^iG, ^)cAdh(L(G, ££)) si G est réduite : il suffit de
montrer que si ô = < tn\ n e N+ > est une dérivation infinie terminale d'origine ^
et u^oi(tn) il existe v tel que uveL(G, ££). Or G étant réduite pour tout mot
te(XuE)*, L(G, t)^Ç) donc il existe weL{G, tn). On a bien u;eZ,(G,y et
u^u;. L'inclusion inverse Adh(L(G, ^)) c ^ ( G , Çf) se démontre en utilisant le
lemme de Koenig.

Soit weAdh(L(G, ^)) e t P°ur tout n, An l'ensemble des dérivations gauches
qui dépassent juste u [n]. Nous avons vu que A„ est fini et que pour tout 8 e An+ x il
existe ô' dans A„ tel que ô prolonge ô'. A„ est aussi non vide puisque si vn est tel
que u[n]vneL(G, ^) il existe une dérivation gauche de ^ en u[n]vn qui
dépasse u [n]. Appliquant îe lemme de Koenig on construit alors une suite infinie
de dérivations 8n telles que ôneAn et ôn + 1 prolonge 8n pour tout n. La limite
ô= lim 8„ est une dérivation infinie gauche terminale de ^ en u dans G. •

Le théorème 5 admet une réciproque :

THÉORÈME 6 : Pour tout (ù-iangage algébrique amène L il existe une grammaire
de Greibach réduite G' telle que

Démonstration : Supposons L = Lœ(G, Çf) pour quelque grammaire algébri-
que G et L amène qui se traduit par

Il est bien connu qu'on peut construire une grammaire de Greibach réduite G'
telle que

Par le théorème 5 on a alors :

L»(G',
donc aussi

puisque pour tout L, Adh (L) = Adh(L \ { e }) et Z/° (G', tû = La(G, ^).
D'où l'égalité L°°(G\ ^ = L\ {e}. D
Revenons alors à la démonstration du théorème 4.
Soit L un langage algébrique. Il existe une grammaire G de Greibach réduite

t e l l e q u e L(G, Z)i) = L\{e}.

Il est même loisible de supposer G en forme normale c'est-à-dire satisfaisant la
condition pour tout ie[N], Pt c I H * .
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Par le théorème 5, Adh (L) = Adh (L \ {e}) = L(ù(G, y et par le théorème 3
L{G, y = £"(0, Q [L(G) \ Çj où G est la grammaire construite plus haut.

Ainsi L = FG(L°>(G, Q [L(G) \ £]).
Cherchons donc à quettes conditions un mot u de X* est facteur gauche d'un

mot de L& (G, y [L(G) \ | ] . Il est clair que siw = a1hia2h2 . . . ocnhn ̂  . . est un
motde^CG, Q [ Z l 3 ) \ y , où i^=a 1 ^ i a 2 ^ 2 • • • ̂  • • .eZ/0 (G, y et pour
tout nthneL{G, ^ ) on a ueFG(u;) si et seulement si il existe k tel que soit

u~ai h1 . . . afc_! /îfc_ j afc/î  avec h'k^hk.
soit

« = oii &! . . . otk_! fcfc_ x a£ avec

Ceci s'écrit encore ueFG(w)oi\ existe ueFG(w) tel que soit u^^w et
w = U! fci avec ux eïi[L{G] \ | ] et h'keFG{L(G, y ) soit MGÛ[L(G) \ | ] .

Pour construire la grammaire G on se munit d'un alphabet 0 = { 9i, . . ., QN }
et l'on écrit les équations

On a la propriété suivante :

L(G, Q = {ttGj-j ü^j est facteur gauche d'un mot de Lm(G,

u { M| ûe{X u H)* Z et M est facteur gauche d'un mot de Lm(G, Çf)} .

Cette propriété n'est pas difficile à démontrer du fait que G est comme G
linéaire à droite et que par suite une seule règle terminale peut être utilisée dans
une dérivation et ce tout à la fin.

Le langage L est alors égal à la substitution dans L(G, Q de L(G, y à ^ et

FG{L(G, y ) \ {e} à 0; pour tout ie[N]. C'est-à-dire que L = L{G, Q où l'on

obtient G en rajoutant à G toutes les équations de G et pour chaque 0* les
équations d'une grammaire engendrant FG(L(G, y ) \ {e} (grammaire qui
peut donc être prise de Greibach).

Exemple :

est une grammaire qui engendre le langage de Lukasiewiez :

L = {f{a,b}* | | / | . = | / | » - l
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La grammaire G est la grammaire G : Ç= a Ç+ a £Ç qui engendre

Ainsi Adh(L) = (a + aQ(a[%/Z)] = (a + a4)<ù et d'autre part

AdhW)={ueX«\\/f<u,\f\a^\f\b}
par la définition de l'adhérence.

Pour construire une grammaire engendrant L on commence par
construire G :

G : ^

qui engendre (a + aÇ )*(a + a 0 + a ̂ 0).
Il nous faut encore une grammaire pour
On peut prendre 0 = a

Et finalement l'on obtient G :

= —
On vérifie que L (G, £) n'est autre que l'ensemble des facteurs gauches propres

et non vides de mots de fy, comme on s'en aperçoit facilement.
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