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SUR LES ENSEMBLES DE MOTS INFINIS
ENGENDRES PAR UNE GRAMMAIRE ALGEBRIQUE (*)

par Maurice NivaT (1)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — Dans un article précédent paru ici méme, nous avons défini I’ensemble des mots infinis
engendrés par une grammaire algébrique. Nous étudions ici les w-langages aigébriques, ¢’est-a-dire les
langages algébriques constitués de mots finis et infinis.

INTRODUCTION

Nous avons défini en [4], paru ici méme, I’ensemble L°(G, f) des mots infinis
engendrés par une grammaire algébrique a partir d’un mot f (I’axiome).

Ci-dessous nous étudions les w-langages algébriques, c’est-a-dire les langages
de la forme L* (G, f)=L°(G, f)uv L(G, f) formés des mots finis et infinis
engendrés par une grammaire algébrique. La notion essentielle est celle
d’adhérence qui se relie immédiatement a celle de cloture [2] ou celle équivalente
de limite [3]. Si la cl6ture d’une partie L de X* est définie comme I’ensemble des
mots infinis sur X qui ont une infinité de facteurs gauches dans L, I’adhérence
de L est simplement la cloture de FG (L), ensemble des facteurs gauches de
mots de L.

Notre principal résultat (th. 6) caractérise les w-langages algébriques qui
peuvent étre engendrés par une grammaire de Greibach réduite comme ceux qui
satisfont la condition

LnX*°=Adh(Ln X¥*)
La nécessité de cette condition rend claire la différence qui existe entre

o-langages algébriques et langages algébriques ordinaires composés unique-
ment de mots finis : quand on met une grammaire algébrique sous forme de

(*) Regu décembre 1977 et en version définitive avril 1978.
(*) Laboratoire d’Informatique théorique et Programmation, Université Paris-VII et IL.R.I1.A.-
Laboria.
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260 M. NIVAT

Greibach on modifie ’ensemble des mots infinis qu’elle engendre. Et ceci
explique certains phénomeénes étranges étudiés par R. Cohen et A. Gold [1] ou
M. Linna [3].

L’essentiel de notre article est la démonstration d’un théoréme de substitution
(th. 1) que nous donnons compléte car elle montre bien ou sont les difficultés que
rencontre la théorie des w-langages algébriques : il ne suffit pas en effet de
montrer I’existence d’une dérivation infinie il faut encore établir sa convergence
c’est-a-dire montrer que I’ensemble des facteurs gauches terminaux des termes de
la dérivation est infini.

Un corollaire de ce théoréme est que tout mot infini produit par une dérivation
quelconque I’est aussi par une dérivation gauche (en anglais “leftmost™) et nos
résultats se séparent 1a de ceux de [1].

L’algébricité de L qui est le plus petit langage fermé par facteur gauche dont
I’adhérence soit égale a celle d’un langage algébrique L (th. 4) ouvre la voie a une
étude des parties de X® qui sont adhérences de langages algébriques, étude qui
fait I’objet de travaux de I'auteur, a paraitre.

Nos définitions sont celles de [4], & quelques détails prés : nous avons trouvé
commode de noter < la relation « est un facteur gauche de » définie par

Vf,geX*  f<g < 3JheX*:g=fh.

Ainsi f<gsignifie f<gAf#g quel’on lit fest un facteur gauche propre de g ou
encore
f<g < JheXX*:g=fh.

Nous notons X* = X* U X® et pour toute grammaire algébrique G : §;=p;,
ie[N]et fe(X LB, L*(G,f)=L"(G, f)u L(G, f).

Nous appelons w-langage algébrique toute partie L de X ® telle qu’il existe une
grammaire algébrique G et un mot f satisfaisant L= L% (G, f).

Si pour tout t € (X U E)* nous notons a(t) le plus long facteur gauche de ¢ qui
soit dans X* (c’est-a-dire le plus long facteur gauche terminal) la dérivation
d=< t,,| neN, > de G est dite gauche si et seulement si pour tout ne N, si
ta=0(ty) E; By il existe me P, tel que t, =a(t,)mpP,.

La démonstration du théoréme 1 nous oblige maintenant & donner de
nombreuses définitions concernant les arbres de dérivations finis et infinis.

I. ARBRES ET ARBRES DE DERIVATIONS

N, dénote ’ensemble des eritiers strictement positifs.
Un domaine d’arbre est une partie A de (N,)* qui satisfait les deux
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ENSEMBLES DE MOTS INFINIS 261

conditions :

1° Vue(N,)*, neN,,uneA=uc4d;

2°Vue(N)*, n,n'eN,,uncd et n'<n=un'eAd.

L’ensemble des arbres sur X, ou X est un alphabet fini, est I’ensemble des
applications partielles de (N ,)* dans X U { &} dont le domaine est un domaine
d’arbre. On note Xk ’ensemble des arbres sur X.

Si o est un arbre sur X, 4 (o) désigne son domaine. Les ¢léments de A (o) sont
appelés sommets ou nceuds de ’arbre o. Les sommets de A (o) nu N, sont dits
fils du sommet u qui réciproquement est dit étre leur pére. Le sommet € est
appelé racine de ’arbre.

Si A est un domaine d’arbre, nous dirons que A’ est un sous-domaine d’arbre
de A si et seulement si :

— A’ est un domaine d’arbre;

— YueAuN, nA'#Q=>uN,nA'=uN,nA.

L’arbre o’ est dit sous-arbre initial de o, ce que ’on note ¢’ < & si et seulement
si:

— A(o’) est un sous-domaine d’arbre de A (o);

— o' est la restriction de o & A(c’) ce que I'on note o'=0 l Afo).

La relation « est un sous-arbre initial de » est évidemment une relation
d’ordre. Nous avons la :

PropPrIETE 1 : Tout sous-ensemble dirigé d’arbres, dirigé pour la relation « est
un sous-arbre initial de », admet une borne supérieure.

Démonstration : Un sous-ensemble dirigé pour < est une partie A de X't telle
que

Vo, 0,eA, Joi€A telque oy<0; et 0,<0;.

On note qu’une suite croissante ( cs,,] neN ) d’arbres est une partie dirigée
de Xh.

Soit donc A une partie dirigée de X 4.

On vérifie d’abord que A= () A(c) est un domaine d’arbre. En effet

ceA
une A =unec A(c) on en déduit ue 4. De méme une A et n’ <n impliquent
une A (o) pour quelque ceA et n'<n d’ou un' € A(o) et par suite un'e A.
Maintenant si A est dirigé, o, et o, appartiennenta A, ue A(c,;) N A(c,)ona
6, (u)=0,(u). Eneffetsi o esttel que 5, <oset 6, <03, A(o;) et A(o,)sont des
sous-domaines d’arbre de A(c;) ce qui implique que pour tout
ue A(c,) N A(o,), o3 (u) est défini et égal & o (u) et o, (u).
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262 M. NIVAT

D’ou la borne supérieure Sup A : son domaine est A (SupA)= U A(o) et

cel

pour tout ue A (Sup A), (Sup A) (u) est égal a la valeur commune de tous les ¢ (u),
ou ceA est tel que ued(c). [

Entre les sommets d’un arbre ¢ nous avons les deux relations :

— uZu' que l'on lit u est au-dessus de u’ ou u’ est en dessous de u si et
seulement si u est facteur gauche de u’. On note u <u'la relation uSu’ et u#u';

— u<,u’ que l'on lit u « est a gauche » de u’ si et seulement si Juy, uy,
use(N ), n,neN, tels que n<n', u=u,nu, et u'=u;n'uy.

On remarquera que la relation (£ U <,) est une relation d’ordre : c’est la
relation d’ordre lexicographique <, sur (N, )*.

Si o est un arbre, ue A(c) un sommet, on vérifie immédiatement que
Ao : u)z{v]uveA(c)} est un domaine d’arbre et I’on définit le sous-arbre
issu deu, not¢ o :u comme l'arbre de domaine A(c :u) donné par
(o :u) ()=0(u).

Nous aurons besoin de définir encore une espéce de sous-arbres.

Siue A(c)’ensemble { ve 4 (c)|v<uouwv<,u}estundomaine d’arbre, dont
on remarquera que ce n’est pas un sous-domaine d’arbre de 4 (o).

La restriction de ¢ 4 ce domaine est notée SG (o, u) et appelée sous-arbre a
gauche de u.

11 est facile d’établir que si ¢’ est un sous-arbre initial de o et si ue A(c’) alors
SG (o', u) est un sous-arbre initial de SG (o, u).

Nous appellerons branche d’un arbre o toute suite de sommets tels que
chacun soit fils de celui qui le précede et le premier soit €.

Ainsi b={u,, . . ., u, » est une branche finie si et seulement si u, =¢ et pour
tout ie[(n—1)], u;+,€u; N,. Le sommet u, est dit extrémité de la branche b
et il est clair qu’il existe une et une seule branche d’extrémité u pour tout
ue A(oc).

Labranche b={u, [ ne N, ) est une branche infinie si et seulement sin; =g et
pour tout ieN,, u;€u; N,

Définissons maintenant la frontiére et le feuillage d’un arbre o.

La frontiére de ¢ notée fr(c) est I’ensemble

fr(c)={ued(c)|uN, NA(c)=0}.

Le feuillage de o noté fg (o) est un mot de X* que ’on définit par récurrence
pour tout ¢ de domaine fini de la fagon suivante :

— si A(c)=0, fg(o)=¢;
—si A(o)={e},fg(c)=0c(e);

R.A.IR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



ENSEMBLES DE MOTS INFINIS 263
— si A(c)nN=[p];
fa(o)=fg(c:1)fg(c :2)...fg(c : p).
Nous laisserons le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :

PROPRIETE2 : Si wuy, u,,...,u, est la suite ordonnée dans [P’ordre
lexicographique <, des sommets de fr(c) oi o est un arbre fini alors :

fa(c)=c()o(us) . .. o(uy).

ProPRIETE 3 : Pour tout arbre de domaine fini o, «, e X*, x € X, la condition
o x B=fg (o) implique ’existence d’une et une seule branche b= u,, . . ., u,»
de o telle que

fa(SG (o, u,))=ax.
Par contre nous allons démontrer les deux propriétés suivantes :
ProprIETE 4 : Si ¢ vérifie la condition
YueA(o) : card(uN, n A(c))< 0

on dit alors que o est de type fini. Si ¢ est infini et de type fini, c posséde une
branche infinie.

ProprIETE S : Disons que la branche infinie <v,,i neN ) est & gauche de la
branche infinie ¢ u,,l neN ) si et seulement si VneNv,Zu, ou v,<,u,.

Alors si ¢ est un arbre infini et de type fini il existe une branche infinie plus a
gauche que toutes les autres dite la branche infinie la plus a gauche de o.

La propriété 4 est une forme du lemme de Koenig que nous énongons sous la
forme suivante, qui nous a déja servi en [4] et nous reservira plus loin.

LemMME DE K@ENIG : Soit E un ensemble infini, R une relation sur E, une suite
Ay, Ay, ..., A,, ... de parties finies non vides de E telles que :
— | A est de cardinalité infinie;
i1
— Vn21l,yed,,y,3xeAd,: xRy
alors il existe une suite infinie d’éléments ay, a,, . .., a,, ... telle que :
— VneN,,a,€ed,eta,Ra,,.

Démonstration : Si ¢ est un arbre infini de type fini, définissons la suite des
ensembles A, par

A,,=A(c)m< U (N+)"),
k=0
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264 M. NIVAT

qui est ’ensemble des sommets dits de hauteur inférieure ou €gale a k. Chacun de
ces ensembles est fini et non vide.

En effet A4, est fini. Et si A4, est fini,

An+l=AnU(U (uN+ f\A(O')))

neA,

est fini puisque o est de type fini. D’ou 'on déduit par récurrence que A, est fini
pour tout ne N.
Mais ceci entraine que A, aussi est non vide, pour tout n, puisque
A,=Q=A,,,=Q et si 4, était vide pour quelque n I’arbre serait fini.
Considérons alors la relation R définie par

(u,v)eR <« veuN,.

Pour toutve A4, ilexisteue An tel que (u, v) e R, il suffit de prendre u égal au
facteur gauche de longueur n de v.

Le lemme de Koenig fournit alors le résultat. []

Pour démontrer la propriété 5 on construit la branche infinie la plus a gauche
de la maniére suivante : disons que la branche b=<u,,|neN > passe par le
sommet u si et seulement si il existe neN tel que u=u,.

Appelons alors v, le sommet le plus a gauche de A4, par lequel passe une
branche infinie de o supposé infini et de type fini. La suite (v,,| neN ) est une
branche infinie, c’est-a-dire satisfait

VneN, v,.,€v,N,.

En effet v,,,€v'N, avec v'<,v, implique que v, n’est pas le sommet
le plus & gauche de A4, par lequel passe une branche infinie et v,,,€v'N*
avec v,<,v’ contredit I’hypothése que v, est le sommet le plus & gauche
de A4,., par lequel passe une branche infinie. []

De la construction précédente découle facilement la :

PRrOPRIETE 6 : Si ¢ est un arbre infini de type fini, sa branche infinie la plus a
gauche est égale a la suite ordonnée par < des sommets de

B={ueA(c)|A(c : u) est infini et V', u' <, u=>A(c : u) est fini }.

Démonstration : Si b est la branche infinie la plus a gauche de o,
b=< u,,| ne N, Yilestclair que pour tout n, A (¢ : u,)est infini et pour tout u’ tel
que u' <, u, A(c : u') est fini. Et si au contraire ue 4 (o) est un sommet tel qu’il
existe u' <, u avec A(c : ') infini alors u n’appartient pas a la branche infinie la
plus a gauche. [

R.A.I.R.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



ENSEMBLES DE MOTS INFINIS 265

On retiendra que le sous-arbre issu de tout sommet & gauche de la branche
infinie la plus & gauche est fini.

ProOPRIETE 7 : Pour toute branche b de I'arbre ce Xt il existe un arbre
minimal dans ’ensemble des sous-arbres initiaux de ¢ qui contiennent la
branche b.

Démonstration : Soit b une branche infinie b= u,,| neN).

Appelons b, la branche finie {uy, . . ., u, .
Nous construisons par récurrence G4, ..., G,, ... sous-arbres initiaux
minimaux de o tels que b, soit une branche de 5, et 0; <o, < ... <0, < ...

Pour o, on prend A(c,)=¢ et &, (e)=0c(g).
Pour n+1, en supposant construit ¢,, on prend
A(Gn+l)=A(0n)U(unN+nA(G)) et Gn+1:0-IA(Gn+1)‘

Il est clair que 0,< 0,4, et 6,4+, est minimal puisque si T contient la branche
b,+, 1l contient la branche b, donc, par récurrence, o, <t. Et si A (1) contient
U, 41 =u, p il doit aussi contenir u, N, n 4(c) donc A(c, 1)

A la limite Sup{o,} est minimal dans I’ensemble des sous-arbres qui
contiennent la branche b. [

Arbres de dérivation d’une grammaire algébrique G

Posons pour tout arbre ce X4 et ue A(c) :

ns(u)=cul) cu2)...o(up) si [p]l=A(c)nuN,.
7o (u) sera appelé descendante directe de u dans ©.
Soit G : §;=P;, i€[N] une grammaire algébrique.
Un arbre o sur (X U E) est dit arbre de dérivation de G si et seulement si :
— A(c)nuN, #Q = c(n)eE;
—ocWw=§=>n,(w)=¢ ou mn,(weP;.
On notera que tout arbre de dérivation de G est de type fini. Nous dirons qu’un

arbre de dérivation o de G contient une dérivation 8={ty,..., t,» ou
6=/ t,,] nelN ) de G si et seulement si il existe une suite croissante de sous-arbres
initiaux 0; <G, < ... <o0,< ... de o telle que :

— Vie[nl(ouVieN,) : fg (c)=1t;
Nous avons les propriétés suivantes :

ProprIETE 8 : Pour toute dérivation finie ou infinie & de G, d’origine §;€ E il
existe un arbre de dérivation o de G qui contient 3.
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266 M. NIVAT

Démonstration : On construit o de la fagon suivante : soit
0= ty, . oy by, o), 8, ={ty, ..., tyy.

On construit 6, qui contient §, de fagon que ©, soit un sous-arbre initial de
On+1-
Pour o, on prend I’arbre de domaine {¢} tel que o, (g)=E&;.
Si I’on suppose construit &, et I'on suppose
=k B, t.+1=0mp pour quelque meP;,

on sait par la propriété 3 qu’il existe une et une seule branche
b,=<u), ..., ul) telle que

f9(8G(o,up))=a et o(ul) =g,
On construit alors ¢, ; de domaine

A(o,) v un]

m|]

avece
Cuw+1|A(c)=0, et  Guyi(urh)=A,m pour tout he[|m|].

La notation A, m désigne la hiéme lettre de m.
Il est clair que 6,<0,,, €t 6,4, contient §,, .

La borne supérieure Sup { o, } contient la dérivation 8. [J

PrOPRIETE 9 : Si ¢’ est un sous-arbre initial fini de o, ou o est un arbre de
dérivation de G, il existe une dérivation & dans G de o (g) en fy(c’) contenue
dans o.

Démonstration : On fait une récurrence sur card A (c”).

Si card A(c")=1, A(c’)={ ¢ } cest clair.

Sinon considérons 4 (o). Il existe dans fr (¢*), qui est fini, des mots de longueur
maximale c’est-a-dire des mots u tels que vefr (o) =|v|<|u|.

Prenons-en un, soit u=u'p, u'e(N,)*, peN..

Il existe une dérivation de §; en fg(c'’) ol 6"'=0c | (A(c’)\ u'N,) contenue
dans o soit 8={ty, ..., ty4+1 ). Mais si c(u)=§&; on a t,,; =fg(c")=0a&;B
pour quelque a, B, et si ’'on pose t;4,=fg(c’)=an,(u)p il est clair que
{ty, ..., ks y est une dérivation de §; en fg(c’) contenue dans c. [

II. THEOREME DE SUBSTITUTION

Nous devons d’abord définir la substitution.
Soit ue(X UE)* et 0={Q;, . .., Qy) sur N-vecteur de parties de X*.

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



ENSEMBLES DE MOTS INFINIS 267

Nous notons u[J/E] la substitution de § a £ dans u définie par :
— u[0/g) = X°;

— Ve X° veu[Q/E]siet seulement si il existe une suite d’entiers p, telle que :

Pn —— © et  Vn, v[pleuln[0/E.

n—x

La notation u[n] désigne le facteur gauche de longueur n de u.
Une définition équivalente est donnée par le :

LemMmE 1 : Soit ue(X U E)® le mot
u=0,§ 08 ... 8 dpyy ...,
ou pour tout peN 4, 0,€ X* et § €E.

Alors le mot veX® appartient a u[Q/E] si et seulement si il existe hy,
hy, ..., hy, ... tels que

v=0y hyoahy L O h 0,y et VpeN,, h,eQ,.
Démonstration : Dans un sens c’est évident puisque
ahy o hea g L0 [O/E]
et que v=0y hy ... %, h,0,4; . .. implique que
[oclhx...ocph,|—+oo si p— 0.

Réciproquement, soit p, la suite telle que

v[pleulnl(Q/E].
Considérons la suite des entiers ny, . . ., n, . . . tels que
ulml=a, & ... 0.
Pour tout ke N, il existe h{?, . . ., i tels que v[pul=0; h{ . . . o B .

Une simple application du lemme de Koenig permet d’établir qu’il existe alors
hy, ..., h,...tels que

v[p,l=0o1hy ... oxh, pourtout k. [J

On remarquera que u[J/E] ne contient pas les mots finis qui pourraient
provenir de la substitution telle qu’elle est traditionnellement définie.

Nous pouvons alors énoncer le :

THEOREME 1 : Soit G la grammaire algébrique &;=P;, i€[N].
Soit G lagrammaire algébrique enles variablesE={&,, . . ., Ey } sur 'alphabet
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268 M. NIVAT

terminal X U E définie par

& P;, ie[N]

Pi={a&;lae(X VB E;eg, ag;(X UE)* NP #Q}.
Alors pour tout ie[N],
L°(G, £)=L°(G, §) [L(G)/A).

Démonstration : On démontre d’abord I'inclusion <.
Considérons une dérivation infinie terminale 8:<t,,[neN+> a partir de

t,=&; dans G. Supposons qu’elle engendre le mot w € X® ol w = lim o(Z,),

n— 0

a(t,) étant le plus long facteur gauche terminal de ¢,.

Soit ¢ un arbre de dérivation de G contenant 8. Soit b=<u,,lneN+ > sa
branche infinie la plus 4 gauche. Nous notons o, le sous-arbre initial minimal de
o tel que u,e A(c,) et o'=Sup{oc,}.

La démonstration réside essentiellement dans la considération des arbres G,
ainsi construits :

si T est un sous-arbre initial de o, nous définissons :

AM={veA(r)|IneN, :vZu, ouv<,u,},
T(v)=1(v) pour tout veb,
T(®)=1(v) pour tout v¢b.

Intuitivement pour obtenir T on supprime toute la partie de T qui est
strictement & droite de la branche b et I’'on barre les étiquettes des sommets qui
sont sur b.

Nous pouvons établir plusieurs propriétés :
LeEMME 2 : Pour tout neN, :

f9(SG (o, w)=w,oc (u,) ou w,e(XUE}¥* et o(u,)eE
et
f9(SG(0,, u)=w,o(w,)  ou w,e(XVE*

Enfin w,e,[L(G)/E).
Dans cette écriture L(G, £)={ fe(X UE)*|&, ;’ f}

Démonstration : Si n=1 il n’y a rien 4 démontrer.
Nous faisons une récurrence sur n.
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Supposons u,+; =u,p pour pe N, . Nous pouvons écrire :
ASG(0, tps1)={veA(0)|vStps OU V<, Ups1 )
=A(SG(o, u)) U {veA(o)|uy<v et v<guysy } U {Unsy}
=ASG(o, u)vAc iy, DU ... UA(c tu,(p—1)) U {u, 1}

En remarquant que les termes de cette union sont disjoints et que les éléments
de chacun d’eux précédent dans I’ordre lexicographique les éléments du terme
suivant, nous déduisons

fg(SG(C, un+l)=wn+1 0(un+ 1)

et
Wnt1=Wa fg(0 Uy 1) .. fg(o 1 u (p—1)).
De fagon similaire, en se reportant & la définition de o, et G, :
fg(SG(6n+1, un+l))'__ﬁn+1 6(un+1)
et

u_)n+1=u—)nc(un 1) s c(un(p—l))

Les deux suites w, et w, sont ainsi des suites croissantes pour 1’ordre <.
La propriété de b d’étre la branche infinie la plus & gauche entraine
que pour i=1,...,p—1A(c:u,i) est fini puisque u, i< U,41.
D’ou fg(o : u,i)e L(G, o (u,i)) puisque fg(o : u,i) est un mot de (X U E)*.

—_ T =
Par récurrence nous obtenons bien w,ew,[L(G)/E]. O

Une autre remarque essentielle est :

LeEMME 3 : Si la suite w, est stationnaire il en est de méme de la suite w, .

Démonstration : En effet la suite w,est stationnaire si et seulement si & partir
d’un certain ng, u,,; =u,l pour tout n=n,.

L’identité ci-dessus montre qu’alors w, est aussi stationnaire. [

La démonstration s’achéve par une suite de remarques.

La suite w, n’est pas stationnaire : en effet la dérivation 8 est terminale ce qui
implique que pour tout n.

w[n] £fg (t,) pour quelque sous-arbre initial 7, de ©.

Or si u,, est le sommet ou la branche infinie b rencontre la frontiere de t, nous
avons

a(fg (ta) =fg (0, uy)-

Il s’ensuit que les mots w, contiennent des facteurs gauches terminaux de
longueur aussi grande que ’on veut. Comme ils forment une suite croissante
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pour < cela implique qu’ils sont tous dans X*.
On peut alors remplacer la relation

- —

w, € w,[L(G)/E]
pour la relation
w, € W, [L(G)/E].

De fait que cette relation est satisfaite pour tout n et que la suite des w,n’est pas
stationnaire on déduit que :

1° la suite des w, a une limite quand n — co, notons la w, et we(X U E)*;

2° wew[L(G)/E].

Or le mot w est engendré par une dérivation infinie terminale dans G,
précisément la dérivation

{fg(SG(C,, uy), neN, >.
Que cette suite soit une dérivation est immédiat par la relation établie plus haut :

f3(8G(Cns 1, thr )=, (u,1) . .. o(us(p—1)) o (u,p),

f9(SG (G, )=, 0 ().

Qu’elle soit terminale et engendre w= lim w, ne l’est pas moins par la

n— o
remarque que le plus long facteur de fg(SG (G, , u,)) qui soit dans (X U Z)* est
précisément w, et le fait que la suite w, n’est pas stationnaire.

Nous avons établi la premiére inclusion. []
Etablissons Iinclusion inverse :

— soit we L°(G, &) [L(G)/E];

— soit we L*(G, E) un mot tel que we w[L(G)/E].
Nous pouvons écrire

W=0o&; 01 & ... Oy & Ay .
et

w=0dohy 0 h, . ..0_1h,0,... avec h,eL(G,¢&,).

Considérons une dérivation infinie terminale de &; en w dans G, soit t; =§,
ty, ..., t,,.... La grammaire G étant linéaire & droite on peut écrire pour
tout peN, :

p=Up & avec u,e(X VE)* et u,<w.
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Appelons u, le facteur gauche de w obtenu en substituant aux occurrences de
non terminaux &, . . ., §, dans u, les mots hy, . . ., hy, correspondants.
td

Supposons connue une dérivation gauche 8, de &; en un mot u, §; v, : nous
construisons 8, prolongeant §,, dérivation gauche de &; en u, 41 §; | vp+1-

Nous avons puisque < t, > est une dérivation de G,

1 ’ 1 1 ~
Up+1=UpMp iy avec mp+1€i,+,epi9-
Il existe ainsi n,., tel que m;, 1 & n,.,€P; d’ou
7 14
up &, vp 5> UpMpst &i,.. Np+1 Ve

Or u,,; =u,my,,; oim,,, est obtenu en substituant aux occurrences de non-
terminaux §, ,, ..., &, dansm,.,lesh, ,..., h, correspondants.
P pt1l P+l

T +1
k4

Il existe une dérivation gauche de &, en h, dans G pour tout n donc aussi une
dérivation gauche de m,,, en m,,;, donc enfin une de u,& v, en

’
Ups1 &, Myt 1Up-

La dérivation 3, , est la dérivation §, prolongée de cette dérivation gauche de
Up&;,Up €0 Ups 1 & Vpsy
La suite croissante de dérivations 8, 8,, . . ., §,, . . . a une limite & qui est

une dérivation infinie gauche et terminale de &; en w dans G. Ce qui établit le
théoréme. [

Nous avons aussi établi 1a :

ProprIETE 10 : Pour toute grammaire algébrique G, tout non terminal §; et
tout mot infini w e L° (G, &) il existe une dérivation infinie terminale gauche de §;
en w dans G.

HI. ADHERENCES DE LANGAGES ALGEBRIQUES

Si A est une partie de X* on définit A° de la fagon suivante :
— A® < X® et pour tout ue X® on a ue A® < il existe une suite croissante

d’entiers py, py, - . ., Pu, - - . telle que p,—> oo et u[p,]e A"
n— oo
On écrit un peu improprement A°={a,a, ... a,...|a,€A} en sous-

entendant que a, est non vide pour une infinité de n.
Le théoréme de substitution a de nombreuses conséquences.
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La premiére est le :

THEOREME 2 : Tout w-langage algébrique, L=L" (G, &;) peut se mettre sous la
forme

p
L= ) L.(Lp",
k=1
ou les L, et L; sont des langages algébriques.

La démonstration repose essentiellement sur le :

LEMME 4 : Si G est une grammaire algébrique linéaire a droite satisfaisant pour
toutie[N], P; =« X* E alors pour tout ie[N], L® (G, &) est contenu dans X° et se
met sous la forme

L™(G, &)= kkzjl Ry (Ry)®

Démonstration : Celle que nous donnons n’est qu’une esquisse de preuve, une
démonstration rigoureuse se trouve dans I’ouvrage d’Eilenberg [2]. Le résultat
est originellement dii a MacNaughton.

Considérons d’abord la simple grammaire
E=AE.

Il est clair qu’elle engendre A°={a,a; ...4a,...|a,€A}.
Considérons la grammaire

G { E1=A11 & +A4:,8;,
E2=A5:1 81+ 4228,

Encore clairement on a
L°(G, &1)=(A11)* A12 L(G, &) +(41)",

en séparant dans I’ensemble des dérivations infinies a partir de &; celles qui ne
contiennent jamais &, et les autres.

On en tire
L(G, &;)=A21 A1 412 L(G, &)+ 422 L(G, &5)+ A1 (411)°
qui se résout en
L(G, &)=(Az2 A1 A12+ A22)* Az1 (A11)° + (A1 A1 AL +422)°

formule que ’on peut aussi établir a priori en séparant les dérivations infinies qui
contiennent &, une infinité de fois et les autres.
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Ce raisonnement peut étre appliqué, par récurrence, a toute grammaire
linéaire a droite, c’est-a-dire de la forme

N
=Z Aijéj: le[N]

et conduit au résultat cherché. [J
Le théoréme 2 découle immédiatement du théoréme 1 et de la propriété

puisque
® of S —_—
L(G, &)=L"(G, &) [L(G/E],
ou G est une grammaire linéaire a droite.
Ainsi
o p
"(6.8)= U Ru(R)®
et

L*(G, éi)=<kgl Rk(RL)"’> [L(G)El= U R, [L(G)/EI (RL[L(G)/ED®.

La substitution algébrique [L (G)/] applique les rationnels R, et Rj sur des
langages algébriques L, et L;,. [

Exemple : Onprend G : £=a&E + b, grammaire qui engendre comme langage
de mots finis le langage de Lukasiewicz :

I={fefa b} | [flo=|flo—1 et f<f=|flaz|f]s}-

Le langage de mots infinis engendré par G s’obtient en considérant
G:E=ak+akE,
qui engendre L®(G, E)=(a+ak)°.
D’ou
L*(G, &) =(a+al) /]
=(a/al))®.
On montrera plus loin que ce langage est aussi
{ueXe|u <u=|u'|,2|v]s}.

REMARQUE : Avec les définitions qui sont les notres la réciproque du lemme 4

n’est pas vérifiée. Ainsi a* b° n’est engendré par aucune grammaire linéaire a
droite telle que P; = X* E pour tout ie[N].
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Supposons en effet qu’il en soit ainsi et considérons une dérivation infinie
de&;ena"b®, soit t; =&;, t5, . . ., t,. . .. Onpeutécrire pour tout n : t,=u,§, et
pour tout n<p on a u,<u, et si u,=u,v, § »vg, . Si I'on prend n assez
grand on trouvera certainement n et p tels que n<p, u,<u,<a" et §; =§;.
D’ou une dérivation &, F}a' €,. Mais si une telle dérivation existe, il existe
une dérivation infinie de §; en ¢® dans G. [

Nous définissons maintenant ’adhérence d’un langage.

DEFINITION 1. — Pour toute partie L = X*® nous appelons adhérence de L et
notons Adh (L) I’ensemble des mots infinis u de X tels que tous leurs facteurs
gauches sont facteurs gauches d’un mot de L.

DErFINITION 2. — La partie L de X® est dite améne si et seulement si le sous-
ensemble L™=L N X® des mots infinis de L est I’'adhérence de I’ensemble
L™=L ~ X* des mots finis de L.

REMARQUE : La cléture 4 d’un ensemble A de X* étant définie comme dans
I’ouvrage d’Eilenberg [2] par

A={ueX®|card {n|unle A} =00},
on a immédiatement pour L < X*
Adh(L)=FG(L)

On remarquera que A*={ue X°|card {n|u[n]e A*} =00} n’est pas égal
a A® comme le montre I’exemple suivant :

Exemple :

A=ab*,  A°={ab™ab™...ab™.. . |ny, ny ..., n .eN}

125
et

A*=4°U {ab™ab™ . . . ab™ab®|ny, ..., n,eN}.
D’une manicre générale on a
A*=A* AU A°
Nous pouvons établir tout de suite la :
PROPRIETE 11 : Soit L= X* et L le langage

i={ueX*|ca¢rd{veX*|uveL}=oo}.
Alors :
L=FG(Adh(L)) et Adh (£)=Adh (L).
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Démonstration : Soit ue Adh (L) et u’' =u{n] un de ses facteurs gauches. Pour
tout pe N, u'<u[n+p), il existe v, , tel que u[n+plv,.,€L.

Dot u(n+1)...u@m+p)v,.,e{v'|w'v'eL} et ce dernier ensemble est
infini.

_Réciproquement si card {v|uveL}=oc0 on peut construire un mot
weAdh(L) tel que u<w. L’alphabet X étant comme toujours supposé fini
{v|uwe L} nx X* est infini pour un moins un xeX soit x,. Cela s'écrit
card {v|ux, ve L}=oo et permet de trouver x; tel que {v|ux, ve L} nx, X*
soit infini ou encore card {v|ux, x, veL}=oco.

On peut ainsi construire une suite croissante u, ux; , ux; x, , . . . dont la limite
est un mot infini w de ’adhérence de L qui a u comme facteur gauche.

L’égalité Adh(L)=Adh([) se vérifie immédiatement. [

Les facteurs gauchesu de mots de L qui ont la propriété que

card {v|uve L} =co sont dits infiniment complétables. Le langage L sera dit
intérieur de L.

Dans une étude des langages de mots infinis qui sont adhérence d’un langage
algébrique, on est amené a utiliser constamment l’intérieur d’un langage
algébrique.

Nous allons établir le :

THEOREME 4 : L’intérieur de tout langage algébrique est un langage algébrique.

Mais auparavant nous devons établir une importante propriété des langages
de mots infinis engendrés par des grammaires de Greibach.

THEOREME 5 : Si la grammaire algébrique G : ;= P;,ie[N] est de Greibach et
réduite alors pour tout i€[N], le langage L™ (G, £;) est améne c’est-d-dire

L2(G, £)=Adh(L(G, &)

Démonstration : Rappelons que G est de Greibach-ssi pour tout ie[N],
P;c X (X U E)* et que G est réduite ssi pour tout i, L(G, £)# Q.

Disons que la dérivation gauche §=< t,,| nelk] ) :

— dépasse le mot g de X* ssi g=<a(t);

— dépasse juste g ssi o (- 1) <g =a(ty).

Il est clair que si la dérivation 8 = t,,l ne[k]) dépasse g, il existe k' <k tel que
8= t,|ne[k’] ) dépasse juste g.

Si la grammaire G est de Greibach, I’ensemble des dérivations gauches qui
dépassent juste g est fini pour tout g. En effet, si §=¢ t,,| nelk] ) est gauche et
dépasse juste g ona a(t,— ;) <g donc |at(t,—;)| < |g|. Or 8 étant gauche et G de
Greibach |a(t,—,)| >k—1 d’ou k< |g].
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Montrons alors que L®(G, &)< Adh(L(G, &) si G est réduite : il suffit de
montrer que si & = t,,’ ne N, ) est une dérivation infinie terminale d’origine &;
et usa(t,) il existe v tel que uve L(G, ;). Or G étant réduite pour tout mot
te(X U E)*, L(G, t)#Q donc il existe we L(G, t,). On a bien we L(G, &) et
u=w. L’inclusion inverse Adh (L (G, &)) = L°(G, &, se démontre en utilisant le
lemme de Koenig.

Soit ue Adh (L (G, &))) et pour tout n, A, I’ensemble des dérivations gauches
qui dépassent juste u [n]. Nous avons vu que A, est fini et que pour tout S €A, , il
existe 8’ dans A, tel que & prolonge 8'. A, est aussi non vide puisque si v, est tel
que u[n]v,eL(G, &) il existe une dérivation gauche de &; en u[n]v, qui
dépasse u[n]. Appliquant le lemme de Koenig on construit alors une suite infinie
de dérivations §, telles que §,€ A, et §,,; prolonge §, pour tout n. La limite
0= lim §, est une dérivation infinie gauche terminale de §; en u dans G. [

n — oo

Le théoréme 5 admet une réciproque :

THEOREME 6 : Pour tout w-langage algébrique améne L il existe une grammaire
de Greibach réduite G’ telle que

L*(G, g)=L\ {&}.

Démonstration : Supposons L=L" (G, &;) pour quelque grammaire algébri-
que G et L amene qui se traduit par

L*(G, &)=Adh(L(G, &)).

Il est bien connu qu’on peut construire une grammaire de Greibach réduite G’
telle que

L(G', &)=L(G, g)\ {e}.
Par le théoréme 5 on a alors :

L*(G', §)=Adh(L(G', &),
donc aussi
L*(G', £)=Adh(L(G, &),

puisque pour tout L, Adh(L)=Adh(L\ {e}) et L*® (G', £)=L*(G, &).

D’ou ’égalite L*(G', £)=L\ {¢}. O

Revenons alors a la démonstration du théoréme 4.

Soit L un langage algébrique. Il existe une grammaire G de Greibach réduite
telle que L(G, &)=L\ {&}.

11 est méme loisible de supposer G en forme normale c’est-a-dire satisfaisant la
condition pour tout ie[N], P;c X E*.
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Par le théoréme 5, Adh(L)=Adh(L\ {&})=L"(G, &) et par le théoréme 3
L(G,&)=L"(G, &) [m) \ €] ot G est la grammaire construite plus haut.

Ainsi L=FG(L*(G, &) [L(G)\ ).

Cherchons donc a queHes conditions un mot u de X* est facteur gauche d’un
motde L°(G, &) [L(G) \ é! Ilestclairquesiw=o, hyay hy ... o, h, .. .estun

mot de L°(G, £)[L(G) \ £], ot w=01, &, oy 8 - - - Wn, - . €L°(G, €) et pour
tout n, h,e L(G, §;) on a ue FG(w) si et seulement si il existe k tel que soit

U=y hy ... Oy by oy hy avec h,=<hg.
soit
u=0(1 hl .. .ak_l h,,_lot," avec 0(,‘<

Ceci s’écrit encore ue ueFG (w)all existe ue FG(w) tel que soit u& Sw et

u=uy h; avec u, eu[L(G) \&] et h,e FG(L(G, &,)) soit ueu[L(G) \ &]

Pour construire la grammaire G onsemunitd’un alphabet @ ={6,, . . ., 0y}
et I’on écrit les équations

E=P+Z{ab;|af;eP}+Z{af;|IB, oaf;BeP; | +Z{xeX|xE*ENP,#Q}.

On a la propriété suivante :

L(G, €)={u0;|uk; est facteur gauche d’un mot de L*(G, £)}
v {u|ue(X U E)* X et u est facteur gauche d’un mot de L°(G, &)} .
Cette propriété n’est pas difficile & démontrer du fait que G est comme G

linéaire a droite et que par suite une seule régle terminale peut étre utilisée dans
une dérivation et ce tout a la fin.

Le langage L est alors égal a la substitution dans L(é, E)de L(G, E)ak;et
FG(L(G, £))\ {&} 4 6, pour tout ie[N]. C’est-a-dire que L=L(G, &;) ou I'on

obtient G en rajoutant d G toutes les équations de G et pour chaque 0; les
équations d’une grammaire engendrant FG(L(G, £))\ {&} (grammaire qui
peut donc étre prise de Greibach).

Exemple :
G:E=akt+b

est une grammaire qui engendre le langage de Lukasiewiez :

L={f{a b} ||fla=|flo=1etVr<f:|flaz|f]s}
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La grammaire G est la grammaire G: E=af+a&f qui engendre
LG, Y=(a+al)
Ainsi Adh(L)=(a+a&)*[L/E]=(a+all)® et d’autre part

Adh(@)={ueX°|Y f<u, |f|.=]|f]»}

par la définition de I’adhérence.
Pour construire une grammaire engendrant L on commence par
construire G :

G:E=af+atE+ab+atb+a

qui engendre (a+a&)*(a+ab+akh).
Il nous faut encore une grammaire pour FG (I)\ {¢}.
On peut prendre 6=a&6+a0+a+b+ak.

Et finalement ’on obtient CE; :

E=akE+b,
E=af+atf+ab+atb+a,
0=atB+ab+a+b+ak.

On vérifie que L (5, £) n’est autre que I’ensemble des facteurs gauches propres
et non vides de mots de £, comme on s’en apergoit facilement.
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