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NOTE SUR LA NON-PRINCIPALITE
DE CERTAINES FAL (*)

par F. RobriGUEZ (%)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — Nous donnons une condition suffisante pour qu’un céne rationnel soit principal si et
seulement sila F AL engendrée est principale. Ce résultat nous permet de simplifier certaines preuves et
de démontrer la non-principalité de nouvelles FAL.

Dans cette note nous donnons une condition suffisante pour que, étant donné
un cone rationnel %, la propriété suivante soit vérifiee : & est principal si et
seulement si & (%) la famille agréable de langages engendrée par & (FAL en
abrége, full AFL en anglais [4]) est principale. '

Rappelons que si % est une famille de langages, alors € (&) est le cone
rationnel engendré par &, i. e. la plus petite famille contenant &, fermée par
homomorphisme, homomorphisme inverse et intersection avec un langage
rationnel (« regular » en anglais), # (%) est la FAL engendrée par %, i. e. la
fermeture rationnelle de % (%)([4]. S’il existe un langage L tel que
€ (L)=% ({ L} [resp. # (¥)=# ({ L})]leconerationnel € (L) [resp. F (£L)]
est dit principal [5].

Dans la suite Rat désignera la famille des langages rationnels (“regular
languages”) et Rat I’opérateur de fermeture rationnelle, i. e. pour toute famille
de langages &, & (¥)=Rat % (&).

Notre résultat, dont S. Greibach donne un cas particulier dans [7], repose sur
une propriété de certaines opérations sur les langages. Cette propriété est vérifiée
par la plupart des opérations considérées a ce jour pour caractériser des familles
de langages classiques, pour construire des cones rationnels non principaux ou
pour démontrer que la fermeture par ces opérations de certaines familles est non
principale (chevron et crochet de [1], crochet ouvert de [9], opérations
« syntactiques » de S. Greibach [7], . ..). Notre résultat permet donc de
conclure a la non-principalité des FAL engendrées par ces cones rationnels.

(*) Regu novembre 1977, révisé février 1978.
() EN.S.EE.LH.T,, Toulouse, Universit¢ Paul-Sabatier, Toulouse.
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Nous simplifions ainsi les preuves de quelques résultats connus et nous
montrons également que deux nouvelles FAL sont non principales.

DEFmNITION @ Soit ¢t une opération n-aire (n=1) sur les langages, t est
contrainte par ’opérateur Rat si pour tous langages L,, L,, . . ., L, sur des
alphabets disjoints deux a deux et pour tout cOne rationnel .# fermé par union,
la condition

t(Ly, Ly, ..., L)eRat &,
implique qu’il existe i, 1 <i<n, tel que L;e Z.

Exemples : 1° Soit X={a, b} un ensemble disjoint de I’alphabet d’un
langage L. Les opérations unaires ci-dessous sont contraintes par Rat :

— le chevron de L [2], défini par
ch(L)y={a"lb"|leL, neN};

— le crochet de L[1], défini par
[L={wlw|leL, weX*},

ou w désigne Iimage miroir de w;
— le crochet ouvert de L[9], défini par

co()={wlw|leL, weX*}.

2° Les opérations binaires « syntactiques.» de S. Greibach [7] sont
également contraintes par Rat, notamment [insertion définie par
i(Ly, L2)={xfylxyEL1,feL2} .

Notre résultat s’énonce ainsi :

THEOREME : Soit £ un céne rationnel fermé par union et par une opération t
contrainte par Rat. Alors & est principal si et seulement si la FAL F (&) est
principale.

Démonstration : Si % est un cOne rationnel principal, on sait que la
FAL & (%) est principale [5].

Réciproquement, si F (¥)=% (L,) pour quelque Loe#F (¥), alors
puisque & est fermé par union, il existe un langage M € £ tel que Loe & (M).

Soit alors L un langage quelconque de &%, L,, . . . , L, des copies de L sur des
alphabets disjoints deux a deux. Comme % est fermé par ¢, on a
t(Ly,...,L)e? = F (L)=Rat¥€(M).
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Or ¢ est contrainte par Rat, donc il existe i, 1 <i<n, tel que L;e 4 (M), i. e.
Le% (M) et donc, puisque Me £ ona =¥ M). O

ArppLicaTIONS : 1° Ce théoréme permet de simplifier, par exemple la preuve de
M. Latteux dans [8] pour établir la non-principalité de la FAL engendrée par le
plus petit cone rationnel commutativement clos. Rappelons que si
X={ay, ..., a,} est un alphabet et si, pour tout mot we X*, |w|, désigne le
nombre d’occurrences de la lettre a; dans w, ’application ¥ de X* dans IN? est
une fonction de Parikh si pour tout we X* :

¥w)=(wl,, ... |w

o)

Ftant donnée une fonction de Parikh ¥ quelconque, la fermeture commutative
d’un langage L est ’'ensemble ¢ (L)=¥ ! o¥ (L), autrement dit I’ensemble des
mots que I’on peut obtenir par permutation a partir des mots de L. On dit alors
qu’une famille de langages % est commutativement close si c(L)€ ¥ pour tout
Le . Dans [8], M. Latteux établit tout d’abord que £, le plus petit cone
rationnel commutativement clos, est non principal et fermé par insertion, puis,
par une argumentation assez complexe, il montre que la FAL engendrée par ce
cone est non principale. Or, d’aprés notre théoréme ce second résultat découle
immeédiatement du premier puisque [’opération insertion est contrainte par Rat
(exemple 2, ci-dessus).

2° Boasson, Crestin et Nivat montrent dans [1] que Ult la famille des langages
ultralinéaires [6] et Qrf la famille des langages fortement quasi-rationnels [3]
sont respectivement le plus petit cone rationnel fermé par union, produit, crochet
etla plus petite FAL fermée par crochet. Ils démontrent que ce cone et cette FAL
sont non principaux. Notre théoréme permet donc de conclure que Rat Ult est
une FAL non principale. Comme Ult est un cone rationnel fermé par une
opération contrainte par Rat et que Ult n’est pas une FAL il résulte, en outre,
d’un théoréme de [10] que Rat Ult est strictement inclus dans Qrf.

Boasson, Crestin et Nivat considérent également %, le plus petit cOne
rationnel fermé par union, produit et chevron et % ; la plus petite FAL fermée
par chevron et démontrent leur non-principalité. Il résulte alors de notre
théoréme et de [10] que Rat €, est une FAL non principale telle que :

%, £ Rat¥, & #,.
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