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Abstract. Let G be a locally compact group. Let p be a complex, bounded, hermitian and
idempotent measure on G. We introduce the concept of 03BC-biinvariant function and p-spherical
function valued in a complex finite dimensional Hilbert space. We establish a theory for the
03BC-spherical functions and characterize them by the theorem 3.10. When G is unimodular, let K be
a compact subgroup of G and let T be a continuous, unitary and irreducible representation of K.
Let ict = Xt dk, where Xt and dk is the normalized character of T such that X, = X, * X, and dk is the
normalized Haar measure of the group K. Then the K-spherical functions of type 1" are the

pt-spherical functions. The theorem 3.10 may be considered as a generalization of a Godement’s
theorem in the classical theory of K-spherical functions.

Résumé. Soit G un groupe topologique localement compact. Soit y une mesure bornée, her-
mitienne et idempotente sur G. Nous introduisons la notion de fonction y-biinvariante et la notion
de fonction p-sphérique sur G à valeurs dans un espace de Hilbert complexe de dimension finie.
Nous étudions les propriétés des fonctions p-sphériques et etablissons le théorème 3.10 qui les
caractérise. Dans le cas particulier, où G est unimodulaire, soit K un sous-groupe compact de G,
soit T une représentation continue, unitaire et irréductible de K. Soit Pt = Xt dk; où X, est le
caractère normalisé de T de façon que: X, * X, = X, et dk est la mesure de Haar normalisée du groupe
K; alors les fonctions pt-sphériques sont les fonctions K-sphériques usuelles du type T. Nous
retrouvons donc la théorie classique des fonctions K-sphériques et notre théorème 3.10 généralise
le théorème de Godement caractèrisant les fonctions K-spheriques.

Introduction

Soit G un groupe topologique localement compact. Notons M 1 (G) l’algèbre des
mesures complexes bornées sur G. Soit 03BC ~ M1(G) une mesure telle que

Jl = Il * = p * y. On lui associe l’algèbre

C’est une algèbre de Banach involutive et on a

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie sur C. Notons 2(H) l’algèbre
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des endomorphismes de H. On appelle fonction y-sphérique sur G à valeurs
dans 2(H), toute fonction 03A8 continue et bornée sur G à valeurs dans 2(H)
y-biinvariante c’est à dire que pour tout x E G, on a

et telle que l’application

est une *-représentation de l’algèbre L03BC1(G). Si en plus y, est irréductible on dit
que 03A8 est élémentaire.

Aprés avoir fixé les notations dans la section 0, nous introduisons dans la
section 1 la notion de fonction 03BC-biinvariante sur G à valeurs dans 2(H) et
nous donnons des exemples de mesures bornées hermitiennes et idempotentes.
Dans la section 2, on étudie les propriétés des fonctions li-sphériques. Nous
établissons au théorème 2.2 l’équation fonctionnelle de ces fonctions. De
manière précise, on montre que: Si ’Il est une fonction continue et bornée sur
G à valeurs dans !l’(H) vérifiant 03A8(e) = IdH; alors 03A8 est y-sphérique, si et

seulement si, pour tous x, y E G, on a:

La proposition 2.6, précise le lien entre les fonctions p-sphériques et les

*-représentations de dimensions finies de l’algèbre Li(G). On montre que si y
est une *-représentation de dimension finie de L i (G) dans H vérifiant:

IdHey(L)(G»; alors il existe une unique fonction Il-sphérique sur G à valeurs
dans 2(H) telle que, pour toute f ~ L03BC1(G): 03B3(f) = f, 03A8).
On dira que deux fonctions Il-sphériques Wi 1 et ’II 2 sont équivalentes si les

deux *-représentations y,, et 03B303C82 de L4(G) sont équivalentes.
Soit (n, 03C0) une r.u.c.* du groupe G dans l’espace el. Supposons que 03C0 soit

y-finie (c’est à dire que le rang de l’opérateur 03C0(03BC) soit fini) et notons A’,4,
l’image de n(p). Posons pour tout x e G

* r.u.c.: veut dire représentation unitaire continue.
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’lin est une fonction y-sphérique sur G à valeurs dans (03BC03C0) (dite associée à

03C0) vérifiant:

(i) 03A803C0(e) = Id
(ii) ~03A803C0(x) ~  1 pour tout xe G et

(iii) f**f, ’Il n) est un opérateur positif pour toute fonction f ~ LI (G).
Reciproquement, dans la section 3, nous prouvons (par le théorème 3.10) que
pour toute fonction y-sphérique 03A8 sur G à valeurs dans 2(H) (où H est un
espace de Hilbert complexe (non réduit à {0}), de dimension finie) vérifiant les
conditions (i), (ii) et (iii) précédentes; il existe une unique (classe d’équivalence
unitaire de), r.u.c. (n, H03C0) du groupe G p-finie et telle que 03A8 soit équivalente à
IF,,. De plus si ’Y est élémentaire, alors n peut être choisie irréductible.

Cet article est une suite naturelle de notre article [A, B] où on a considéré
le cas particulier où p est une mesure de Guelfand (i.e. l’algèbre L03BC1(G) est

commutative). Dans ce cas (c.f. [A, B]) le spectre 03A303BC de Li(G) s’identifie à
l’ensemble des fonctions p-sphériques sur G à valeurs dans C le corps des

nombres complexes. Nous y avons également étudié la transformation de

Fourier-Guelfand associée (transformation de Fourier 03BC-sphérique).
Nos plus vifs remerciements vont aux referees: leurs commentaire, sugges-

tions et questions one été très benéfiques; ils nous ont permis d’améliorer la
rédaction de cet article.

0. Notations et rappels

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe topologique localement compact,
muni d’une mesure de Haar invariante à gauche notée dx, celle-ci sera

normalisée si le groupe G est compact. On note A la fonction module du

groupe G. L’ensemble des fonctions continues sur G à support compact est noté

%(G). On note L1(G) l’espace des fonctions (complexes) dx-intégrables sur G.
L’ensemble de toutes les (classes des) representations unitaires continues et
irréductibles du groupe G est noté G.

0.1. Pour une fonction complexe f sur G, on utilise les notations suivantes:

Si f ~ L1(G) et a E G, on rappelle les formules:
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Si f et g sont dans L1(G), alors le produit de convolution de f par g est donné

par:

0.2. Pour tout espace de Hilbert H (non nul) de dimension finie sur C, on note

!l’(H) l’espace de tous les endomorphismes de H. On munit 2(H) de la norme

définie pour tout A e 2(H) par:

où A* est l’opérateur adjoint de A relativement au produit scalaire ·|·&#x3E; de H
et Tr(B) désigne trace de B pour tout Be 2(R).

0.3. On note M l(G) l’algèbre de Banach des mesures complexes bornées sur G.
Sit v ~ M1(G). Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension finie sur C.
Pour toute fonction 03A8 continue et bornée sur G à valeurs dans 2(R), on pose:

C’est à dire que l’opérateur (v, ’II) est defini pour tous 03BE et q dans H par:

Les mesures v; v; v* et av (où ae G) sont définies pour toute fonction
complexe 9 E .1’(G), par:

0.4. Soient 03BC ~ M1(G) et f ~ L1(G). Alors presque partout dans G, on a:
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et

Dans la suite on notera f03BC:= 03BC*f*03BC. Pour toute f ~ L1(G), on a f03BC ~ L1(G).

0.5. Soit H un sous-groupe fermé de G. Pour toute mesure lleM1(H) notons
03BC# la mesure bornée sur G définie pour toute lp continue et bornée sur G, par:

où lplH désigne la restriction de lp à H.
L’Application 03BC~03BC# est un homomorphisme involutif isométrique de

l’algèbre M 1 (H)( dans M 1 (G). On identifiera p à 03BC# et écrira y au lieu de 03BC#

1. Notion de p-biinvariance

1.1. Dans tout cet article, on considère sur G une mesure (non nulle) Il e Ml (G)
telle que p = Il* = 03BC* y. On associe à Il (cf. [A, B]) l’algèbre de Banach
involutive L03BC1(G) définie par:

L’application: f ~ f03BC = y * f * p est un projecteur continu de l’algèbre L1 (G)
sur la sous-algèbre L 1 (G), de norme  IIJlI12; où Ilyll désigne la norme dey.
On notera K03BC(G):= 03BC*K(G)*03BC.

1.2. Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension finie sur C. Soit T
une fonction continue et bornée sur G à valeurs dans 2(H). Posons pour tout
x E G:

’II Il est alors une fonction continue et bornée sur G à valeurs dans 2(H) et il
est facile d’établir la proposition suivante:

1.2.1. PROPOSITION. Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension
finie sur C. Soit 03A8 une fonction continue et bornée sur G à valeurs dans 2(H).
Alors:
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(iv) Pour toute fonction f eL1(G), on a: (f, ’Pli) = f03BC, 03A8&#x3E;.

1.2.2. DÉFINITION. Soit 03A8 une fonction continue et bornée sur G à valeurs

dans 2(H). On dira que ’Y est 03BC-biinvariante si 03A8 = 03A803BC.

1.3. Exemples de mesures bornées hermitiennes et idempotentes

1.3.1. Remarquons tout d’abord que si 03BC~M1(G) est hermitienne et idem-
potente, alors be - Il (la measure complémentaire de p) l’est aussi où be est la
mesure de Dirac au point e l’élement neutre de G; et que si v est une autre
mesure bornée hermitienne et idempotente sur G qui commute avec 03BC, alors
03BC*03BD et 03BD  03BD:=03BC+03BD-03BC*03BD sont (bornées) hermitiennes et idempotentes; en
particulier y + v est hermitienne et idempotente lorsquey * v = 0. Notons enfin
que 03BC~M1(G) est hermitienne et idempotente, si et seulement si, 03BC est

hermitienne et idempotente.

1.3.2. Soit G un groupe topologique localement compact. Soit K un sous-
groupe compact de G. Soit Le K. Notons X, le caractére normalisé de i de façon
que Xt * Xt = Xt. Posons li, = Xt dk. Alors 03BC03C4 est hermitienne et idempotente.
Plus généralement soient 03C41,...,03C4n (n~N*) des éléments de K deux à deux
inéquivalentes. Alors (en vertu des relations d’orthogonalité de Schur) la
mesure bornée p = (~03C41 + ... + Xtn)dk est hermitienne et idempotente sur G.

Soit x un caractère unitaire du groupe G (ou de K). Alor la mesure 03BC~ = X dk
est bornée, hermitienne et idempotente sur G. Plus géneralement; soient

~1,...,~n (n~N*) des caractères unitaires de G (ou de K) tels que leurs
restrictions à K soient deux à deux distincts. Alors la mesure 03BC =

(X 1 + ··· + ~n)dk est hermitienne et idempotente. Par exemple, si G = T est le
tore à une dimension alors la mesure

(où m1,...,mn sont des entiers relatifs distincts et dt est la mesure de Haar
normalisée de T) est bornée, hermitienne et idempotente.

1.3.3. Soit G un groupe topologique localement compact et abélien. Notons G
son dual et notons J(G) (comme dans [Ru]) l’ensemble des mesures 03BC ~ M1(G)
telles que p = 03BC*03BC. Si 03BC~03BC et v sont dans J(G), alors les mesures y * v; p v v
et be - Jl sont aussi dans J(G). Appelons mesure élémentaire idempotente (cf
[Ru]) toute mesure M du type: dp(x) = 03B3(x)dmH(x); où y E G et H un sous-
groupe compact de G. D’après le théorème 3.1.3. de [Ru], J(G) est exactement
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l’ensemble des mesures obtenues des mesures élémentaires par application en
nombre fini des opérations binaires *; v et de "complementation". D’après
cette caractèrisation on constate que toute Jl e J( G) est aussi hermitienne.

1.3.4. Soit G un groupe compact. G désigne toujours l’ensemble de toutes les
classes de r.u.c. irréductibles de G. Soit H un sous-groupe fermé distingué de G
de mesure de Haar mH. Soit (n, H03C0) un élément de G. Posons:

où ~03C0 est le caractère de n. Notons d03C0 la dimension de Ye,,. Posons:

p est alors une mesure bornée hermitienne et idempotente de G (elle est même
centrale). Ceci est le théorème 1 de [Ri].

1.3.5. REMARQUES. (i) Dans les numéros 3.3.3. et 3.3.4 à venir; on donnera
des exemples de mesures bornées hermitiennes et idempotentes dans le cas de
groupe non unimodulaire.

(ii) Tenant compte des remarques 1.3.1 et des exemples donnés précédem-
ment, on voit qu’il existe dans un groupe topologique (même unimodulaire)
d’autres mesures bornées, hermitiennes et idempotentes autres que celles du
type classique figurant dans 1.3.2. Ceci nous permet de répondre à une question
du referee.

2. Fonctions p-sphériques

2.1. DÉFINITION. Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension finie
sur C. Soit 03A8 une fonction continue et bornée sur G à valeurs dans 2(H)
vérifiant:

(i) Y = ’y. et
(ii) L’application 03B303C8:f~f,03C8&#x3E;:=f(x)03A8(x)dx est une *-représentation de

l’algèbre de Banach involutive L03BC1(G).

On dit alors que T est une fonction 03BC-sphérique de G à valeurs dans 2(H).
Si en plus y, est irréductible, on dira que 03A8 est une fonction ,u-sphérique
élémentaire.

REMARQUE. Si W est une fonction 03BC-sphérique de G à valeurs dans 2(H),
alors ~03A8(x)~ Il  ~03BC~2 pour tout x E G.
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2.2. THÉORÉME. Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension finie sur
C. Soit 03A8 une fonction continue bornée et 03BC-biinvariante sur G à valeurs dans
f11(H). Alors 03A8 est y-sphérique, si et seulement si, pour tous x et ye G, on a:

Dèmonstration. Pour toutes fonctions f, g ~ K(G), on a:

D’autre part, on a:

Le théorème 2.2 résulte alors des formules précédentes.

2.3. COROLLAIRE. Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension finie
sur C. Soit IF une fonction continue et bornée de G à valeurs dans 2(H), telle
que ’P(e) = IdH. Alors 03A8 est y-sphérique sur G, si et seulement si, pour tous x et
yeG, on a:

2.4. Remarques et exemples

2.4.1. Supposons que G est unimodulaire et prenons K un sousgroupe compact
de G. Soit teK. Notons le caractère normalisé de i de façon que: xt = ~03C4 * X,
et posons y, = ~03C4dk; où dk est la mesure de Haar de K. Alors les fonctions
p-sphériques sont les fonctions K-sphériques usuelles du type r. (cf. par

exemple [Go], [Ga-Va], [Wa], etc.).

2.4.2. Soit G un groupe topologique localement compact. Soit JleM1(G) une
mesure telle que p = y* = 03BC*03BC. Soit 03C0 une r.u.c. de dimension finie du groupe
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G dans l’espace de Hilbert H03C0. Posons:

Alors ’JI x est une fonction y-sphérique sur G à valeurs dans (H03C0); et si n est
irréductible, alors ’Il x est élémentaire. De plus: pour tous f, g ~ L1(G), on a:

En particulier l’opérateur f* * f, 03A803C0&#x3E; est positif. Notons

Si Ae n’est pas nul, alors IF,, est une fonction y-sphérique sur G à valeur dans
(H03BC03C0) vérifiant en outre: ’II n(e) = Id.

2.4.3. Si y est une mesure de Guelfand sur G, c’est à dire que l’algèbre de
Banach Li(G) est commutative (cf. [A, B]), alors les fonctions p-sphériques à
valeurs dans C ne sont autres que les caractères hermitiens de l’algèbre L)(G).

2.5. PROPOSITION. Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension finie
sur C. Soit 03A8 une fonction y-sphérique de G à valeurs dans 2(H). Alors:

(i) ’¥(x)* = 03A8(x-1), pour tout xe G; et:
(ii) f* *03BC*f, ’Il) est un opérateur positif dans H pour tout f c- L1(G).

Démonstration. (i) Pour tout f ~ K(G) et tous 03BE et il dans H, on a:

Il resulte que 03A8(x)* = ’P(X-l), pour tout xe G.
(ii) est évident.

2.6. PROPOSITION. Soit H un espae de Hilbert (non nul) de dimension finie
sur C. Soit y une *-representation de l’algèbre L4,(G) dans H. On suppose qu’il
existe g ~ K03BC(G), telle que y(g) = IdH. Alors, il existe une unique fonction
03BC-sphérique 03A8 sur G à valeurs dans 2(H) telle que: 03B3(f) = 03B303A8(f):=f, 03A8&#x3E; pour
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toute fonction f EL)(G). De plus IF(e) = IdH et les ensembles: {03A8(x)/x ~ G} et
{03B3(f)/f ~ K03BC(G)} engendrent le même sous-espace vectoriel dans 2(H).

Démonstration. (a) L’application linéaire f ~ r(f) = y(f") de -’4’(G) dans
2(H) est continue. Il existe alors une unique fonction 03A8 de G à valeurs dans

2(H) bornée presque partout sur G telle que pour tout f E K(G), on a:

Choisissons ge%Jl(G), telle que y(g) = IdH. Pour toute fonction fe%(G),
on a:

où lp(x) = g(y)03A8(yx)dy, pour tout x ~ G.
La fonction lp est bornée car ~~(x)~  ~g~1~03A8~~, pour tout x E G. Comme

(p(x) = 0(x-’) f g(yx-1)03A8(y)dy; pour voir que 9 est continue, il suffit de voir

que la fonction:

est continue sur G.

Or, pour tous s et te G, on a:

Comme l’application: t ~ 03C1t(g):=gt est continue de G dans L1(G) (cf. par

exemple [He-Ro] p. 285, Tome I); on en déduit que 0 est continue. Ainsi, on
peut supposer que T est une fonction continue et bornée sur G.
Comme 0393(f03BC)= 0393(f) pour tout f e%(G); il en résulte que 03A8 = ’II Jl" Par

conséquent 03A8 est l’unique fonction p-sphérique à valeurs dans 2(H) telle que
03B3(f) = 03B303A8(f) pour tout f c- K03BC(G).

(b) Montrons que ’P(e) = IdH. Pour cela, considérons une unité approchée
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(03B5 i)iel et posons bi = Jl *03B5i* Jl. Alors

Ainsi, pour toute fonction f ~ K03BC(G), on a d’une part:

et d’autre part, on a:

En prenant g c- K03BC(G) tel que y(g) = IdH, on obtient ’JI(e) = IdH.
(c) Pour montrer la dernière assertion, notons E(y) (resp. E(03A8)) le sous-

espace vectoriel de 2(H) engendré par l’ensemble:

Il est clair que E(y) c E(IF). Pour avoir l’égalité, il est suffisant de prouver que
si L ~ (H) est tel que: Tr(L03B3(f))=0 pour toute fonction f ~ K03BC(G); alors
Tr(L03A8(x)) = 0 pour tout x e G.

Notons 03BB(x) = Tr(L03A8(x)) pour tout xeG. La fonction Â est continue bornée
sur G à valeurs dans C vérifiant )"Jl = À et de plus, pour toute fonction
f e %(G), on a:

D’où pour tout x e G, on a:

2.7. REMARQUE. Soit y une *-représentation de Lï(G) dans H vérifiant les
hypothèses de 2.6. Soit 03A8 la fonction y-sphérique sur G telle que y = 03B303A8. Alors

pour tout x E G et tout f ~ L03BC1(G), on a:

2.8. PROPOSITION. Soit H un espace de Hilbert (non nul) de dimension finie
sur C. Soit ’P une fonction continue et bornée sur G à valeurs dans 2(H) telle
que: 03A8(e) = IdH et 03A803BC = IF.
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Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) 03A8 est y-sphérique.
(ii) Pour tout f e L03BC1(G) on a: (j À) * ’Y = p(f)’F; où p est une

*-représentation e l’algèbre L03BC1(G) dans.
(iii) Pour tout f E L03BC1(G) on a: f * IF = 03C3(f); où 0’ est une *-représentation de

l’algèbre Le (G) dans H.

Si ces conditions sont replies, alors pour tout f ~ L03BC1(G), on a:

03C1(f) = 03C3(f) = 03B303A8(f):= (f, 03A8&#x3E;; et il existe g un élément de K03BC(G) tel que

(g, 03A8&#x3E; = IdH.
Démonstration. (a) Supposons que ’P soit y-sphérique. Alors en utilisant le

théorème de Fubini, des changements de variables convenables et le corollaire
2.3; on obtient que pour tout f e K03BC(G), on a:

D’où: (f0394)*03A8 = 03B303A8(f)03A8. Ainsi (i) implique (ii).
(b) Supposons que W soit p-sphérique. Alors pour toute fonction f e K03BC(G),

on a:

Comme 03A8 est y-sphérique, alors: (y03A8)03BC= (y)03A8. Il résulte que:

f * ’¥(y) = ’¥(y)(.t: 03A8&#x3E; = (y)03B303A8(f). D’où: f * BP = 03B303A8(f). Ainsi (i) im-

plique (iii).
(c) Supposons que la condition (ii) soit vérifiée.
Alors pour toute fonction f ~ L03BC1(G), on a:
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Ainsi 03B303A8(f):=f, ’Il) = p( f ) est une *-représentation de L 1 (G) dans H. Ceci
prouve que 03A8 est y-sphérique. La condition (i) est alors vérifiée. De manière

identique, on montre que (iii) implique (i). Par conséquent (i); (ii) et (iii) sont

équivalentes.
(d) Il reste à prouver la dernière assertion. Soit (03B5i)i~I une unité approchée

dans %(G). Notons 03B4i = 03BC * ai * y. Alors:

Ainsi IdH appartient à la fermeture de 03B303A8(K03BC (G)) dans l’espace 2(H). Comme
2(H) est de dimension finie, le sous-espace vectoriel 03B303A8(K03BC(G)) est fermé dans
2(H). Il en résulte qu’il existe g e %Il(G) tel que y, (g) = IdH.

2.9. Définition

Soit H 1 et soit H2 deux espaces de Hilbert de dimensions finies (non nulles)
sur C. Soit 03A81(resp. 03A82) une fonction y-sphérique sur G à valeurs dans (H1)
(resp. 2(H 2». On dira que ’II 1 et ’P 2 sont équivalentes s’il existe Q un
isomorphisme isométrique de H sur H2, tel que:

On remarque que ’Il 1 et IF2 sont équivalentes, si et seulement si, les

*-représentations y,, et 03B303A82 sont équivalentes.

3. Fonctions p-sphériques et représentations unitaires J.1-finies

3.1. Comme dans la section 1; on se donne G un groupe topologique lo-
calement compact. Soit Jl e M 1 (G) une mesure telle que 03BC = y* = 03BC*03BC.
Pour toute r.u.c. (n, Je x) du groupe G dans H03C0, on notera:

L’espace H03BC03C0 est un sous-espace fermé de H03C0 et 03C0(03BC) est le projecteur
orthogonal de H03C0 sur H03BC03C0. Un vecteur 03BE ~ H03BC03C0 est dit 03BC-invariant (cf [A, B]).
Notons encore n la *-représentation (non dégénerée) de L1(G) dans l’espace

H03C0. Pour tout f ~ L03BC1(G) et tout 03BE ~ H03BC03C0, on a:
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Ainsi H03BC03C0 est un sous-espace fermé de :tf 7r invariant par 03C0(L03BC1(G)). L’appl-
ication : f ~ 03C003BC(f); où 7r’ (f) est la restriction de 7r (f) au sous-espace
définit une *-représentation de l’algèbre L03C01(G) dans l’espace de Hilbert 03C003BC03C0.

3.2. Définition

Une r.u.c. (n, J’fn) du groupe G dans Ytn est dite p-finie, si le sous-espace Yeg,
est de dimension finie sur C; c’est à dire que l’opérateur n(p) est de rang fini.

3.3. Remarques et exemples

3.3.1. (a) Si (03C0, H03C0) est de degré fini, alors elle est p-finie.
(b) Soit (n, H03C0) une r.u.c. y-finie du groupe G. On suppose que H03BC03C0 n’est pas

réduit à {0}. En vertu de 3.1, on obtient une *-représentation n" de l’algèbre
Li(G) dans A’4. La fonction 03BC-sphérique associée à ne est donnée par:

03A803C0(x) = 03C0(03BC)03C0(x)03C0(03BC); pour tout xe G.

La fonction 03A8n est continue et vérifie:

(i) 03A8n(e) = Id03BC03C0;
(ii) ~03A803C0(x)~  1 pour tout x E G et
(iii) L’opérateur f**f, ’lin), est positif pour tout f ~ L1(G).

Inversement, on verra au théorème 3.10 que si ’Y est une fonction 9-sphérique
sur G à valeurs dans 2(H); où H est un espace de Hilbert (non nul) de
dimension finie sur C; vérifient en plus les propriétés (i); (ii) et (iii) ci-dessus;
alors il existe (03C0, H03C0) une r.u.c. de G dans Ytn, p-finie telle que T soit

équivalente à ’II n. Ce théorème peut être considéré comme l’analogue du
théorème de Godement (cf. [Go], (Ga, Va], [Wa]) pour caractèriser les
fonctions li-sphériques.

3.3.2. Soit G un groupe topologique localement compact et unimodulaire. Soit
K un sous-groupe compact de G. Notons de la mesure de Haar normalisée du

groupe K. Soit (03C3, H03C3) une r.u.c. et irréductible de K. Notons d03C3 = dim H03C3.
Pour toute r.u.c. ne G, notons n(6, 03C0) la multiplicité (finie ou infinie) de 0’ dans
7rl,K (la restriction de 03C0 au sous-groupe K). Soit v ~ H03C3 un vecteur unitaire.
Notons ~03C303C5 la fonction définie sur K par:

~03C303C5(k) = d03C303C5|03C3(k)03C5&#x3E;03C3 pour tout keK;

où ·|· &#x3E;03C3 désigne le produit scalaire de l’espace Yta.
Considérons la mesure y" = 9’ff(k)dk. C’est une mesure bornée sur G qui

vérifie: p§ = (03BC03C303C5)* et (en vertu des relations d’orthogonalité de Schur):
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Pour toute r,u,c, n du groupe G dans l’espace H03C0; il est facile de voir-en
utilitisant la complète rèductibilité de 03C0|k et les relations d’orthogonalité de
Schur-que le rang de l’operateur 03C0(03BC03C303C5) est ègal à n(03C3, n).
Supposons maintenant que G est un groupe de Lie semi-simple connexe de

centre fini et que K est un sous-groupe compact maximal de G. D’après le
théorème de Harish-Chandra (cf [Wa], Tome I, p. 319), on a: pour toute r.u.c.
TceG et toute r.u.c. 03C3 ~ :n(03C3, n) K da.

Ainsi, dans ce cas, pour tout vceG et tout 03C3 ~  la représentation n est
03BC03C303C5-finie pour tout vecteur unitaire v e Y,. Plus généralement, soient 03C31,...,03C3n
des classes de r.u.c. et irréductibles deux à deux distinctes du groupe K dans

H03C31,..., H03C3n respectivement. Soit 03C5i ~ H03C3i un vecteur unitaire pour i = 1,
2,..., n. Posons 03BC = 03BC03C3103C51 + ... + 03BC03C3n03C5n. Alors Jl est une measure bornée her-
mitienne et idempotente sur G pour laquelle toute r.u.c. irréductible de G est
p-finie.

Les deux exemples suivants nous permettent de sortir du cas de groupe
unimodulaire.

3.3.3. Soit n  1. Soit G1,n le groupe des dilatations de Rn ([Ba]). Les éléments
de G1.n sont notés (b, a) où b ~ Rn et ae R*. La loi du groupe G1,n etant:

Il est connu que la liste des (classes des) représentations continues unitaires et
irréductibles de G 1 ,n est donnée par:

(i) Les représentations unitaires 7r" de dimension un, définies par:

03C0n03C9(b, a) = co(a); où west un caractère unitaire de R*.
(ii) Les représentations (n», H); où Yt = L2(1R*, (dt/|t|)) et

où Sn-1 est la sphère unité de l’espace !R"; l’opérateur 03C0n03BB(b, a) agissant sur
Yt par:

La notation ·, ·&#x3E; est utilisée ici pour désigner le produit scalaire usuel de
l’espace Rn et i2 = -1.

Supposons que n  2 et notons H = G 1,1. H s’identifie à un sous-groupe
fermé de G1,n, par exemple, moyennant l’isomorphisme:
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(1) Soit 03BE un "bon vecteur" de Ye normalisé (cf. [E, T] ou [E]). On a:

03C011(f03BE) = E,,,; où h est la fonction définie sur H par:

et E,,, est l’opérateur de rang un sur Yt défini par:

pour tout q e A, avec ·|·&#x3E; etant le produit scalaire dans A.
Considérons la mesure p4 =f4(h)dh; où dh est la mesure de Haar du groupe

H. La mesure 03BC03BE est bornée sur G 1,n et vérifie: 03BC03BE = 03BC*03BE = 03BC03BE * 03BC03BE; car

h = ft = f03BE * f03BE. (cf [E, T] ou [E]). On montre (cf [A, B]) que li, est une mesure
de Guelfand, c’est à dire que pour toute r.u.c. ne G1,n, l’opérateur n(Jlç) est de
rang 1.

(2) Plus généralement, soient 03BE1,...,03BEn des bons vecteurs deux à deux
orthogonaux dans A, alors (cf [E, T] ou [E]) on a: f03BEi*f03BEj = 0 si i e j. Posons
Il = (f03BE1 (h) +... + f03BEn(h))dh. La mesure Jl est bornée sur G 1,n, hermitienne et
idempotente pour laquelle toute r.u.c. et irréductible de G l,n est y-finie.
3.3.4. Soit G un groupe topologique localement compact non unimodulaire.
Soit (n, H) une r.u.c. irréductible et intégrable du groupe G. Pour tous vecteurs
03BE et il de Yt, notons:

où ·|·&#x3E; désigne le produit scalaire de A. La fonction C03C003BE,~ est le coéfficient de
n associé aux vecteurs 03BE et q. Puisque 03C0 est aussi de carré intégrable, il existe

(cf [D, M]) un unique opérateur 03B4 auto-adjoint, positif et semi-invariant de
poids 0394-1 tel que pour tout 03BE c- H:

Soit Ct" un coefficient de n, non nul et intégrable. Alors:

On déduit que:
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(1) Choisissons ~ ~ Dom(03B4-1) tel que ~03B4-1~~ = 1 et prenons 03BE=03B4-1~. La
fonction C03C003B4-~,~ est alors intégrable sur G et vérifie:

Etant donné que n est intégrable, pour toute 03C1 ~ B{03C0}, l’opérateur 03C1(C03C003B4-1~,~)
est nul (cf. [D, M]).
Notons Jl" = C~03B4-1~,~(x)dx. La mesure 03BC~ est bornée sur G, hermitienne et

idempotente pour laquelle 03C1(03BC~) est un opérateur de rang  1 pour toute p E G.
Donnons nous ( un autre vecteur de Ye tel que C03C003B4-103B6,03B6 soit intégrable avec

~03B4-103B6~ = 1. En utilisant le théorème 3 de [D, M], on obtient:

En particulier, si 03B4-1~|03B4-103B6&#x3E; = 0, alors: 03BC~*03BC03B6 = 0.

(2) Prenons ~1,...,~n des vecteurs de H tels que ~03B4-1~i~=1 et

03B4-1~i|03B4-1~j&#x3E; = 0 pour i ~ j en supposant que CI- sont des coefficients
intégrables pour i = 1, 2, ... , n.

Posons y = 03BC~1 + ... + 03BC~n. La mesure 03BC est bornée sur G, hermitienne et
idempotente pour laquelle toute r.u.c. irréductible du groupe G est y-finie.

3.4. PROPOSITION. Soit (n, ;), une r.u.c. du groupe G. Soit F c H03BC03C0 un

sous-espace fermé invariant par n4. Soit F1 le plus petit sous-espace fermé de Y,
invariant par n contenant F. Alors F = Fln H03BC03C0.

Démonstration. Soit V un voisinage de 0 dans Ytn. Choisissons W un

voisinage de 0 dans Ytn tel que n(p) W ~ V. Si 03BE ~ F1 n H03BC03C0, alors il existe il, c- F;
n

hEf(G) (1  i  n) tels que 03C0(fi)~i ~ W. Posons gi=03BC*fi*03BC. Alors

giefll(G) et 03C0(gi)~i ~ 03C0(03BC)W ~ V. Comme V est un voisinage quelcon-

que de 0; on déduit que 03BE appartient à la fermeture de F dans 3Q, et donc j
appartient à F.

3.4.1. COROLLAIRE. Soit (n, 3Q,) une r.u.c. du groupe G. Si n est irréductible,
alors la *-représentation ne de l’algèbre L4 (G) dans l’espace H03BC03C0 est irréductible.

3.5. PROPOSITION. Soit (n, 3Q,) une r.u.c. du groupe G; ayant un vecteur
cyclique 03BE non nul et 03BC-invariant. Si la *-representation 03C003BC de l’algèbre Li (G) dans
e4 est irréductible; alors (n, H03C0) est irréductible.

Démonstration. Soit F un sous-espace fermé de H03C0 invariant par 03C0. Notons

Pi le projecteur orthogonal de Ytn sur F1 et Q le projecteur orthogonal de Ytn
sur l’espace F i (l’orthogonal de F 1 ). Les projecteurs P1 et Q commutent avec
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7r(x) pour tout xe G; ils commutent donc avec n(p). On a donc:

Supposons que P1(03BE) ~ 0. Alors F1 ~ e4 e {0} et F 1 ~ Y4 est un sous-

espace fermé de Je: invariant par n4. Par conséquent: FI n Ae Ae. Ce qui
implique que 03BE eF 1 et donc que F1 = Ytn. De la même façon; si P1(03BE) = 0; alors
03BE e F i et par suite F1 = {0}.
3.6. PROPOSITION. Soit lleM1(G) une mesure telle que Il = 03BC* = 03BC*03BC. Soit
(n, H03C0) une r.u.c. du groupe G dans l’espace Ytn. Pour tout 03BE c- Ytn, notons ~03C003BE la
fonction définie pour tout x c- G, par:

Alors:

(i) (~03C003BE)03BC = ~03C003C0(03BC)03BE;
(ii) ~03C003BE est li-biinvariante, si et seulement si, 03C0(03BC)03BE = ç.

Démonstration. (i) Se fait par un simple calcul. (ii) Si ~03C003BE est 03BC-biinvariante;
alors:

Comme n(li) est un projecteur orthogonal, alors n(03BC)03BE = ç.

3.6.1. COROLLAIRE. Si ~ est une fonction continue de type positif sur le

groupe G; alors ~03BC est continue de type positif sur G.

3.7. PROPOSITION. Soit 03BC ~ M 1(G) une mesure telle que Il = Jl* = 03BC* p. Soit
II. une forme linéaire positive sur L1(G) telle que:

Alors, il existe une fonction continue de type positif 9 unique sur G, telle que:

(i) lp est 03BC-biinvariante;
(ii) 2(f) = f, ~&#x3E;:=f(x)~(x)dx, pour tout f eL1(G); et
(iii) ~03BB~ = ~(e).

La démonstration de 3.7. est classique. (cf. par exemple [Fa]).

3.8. PROPOSITION. Soit n (resp. y) une *-représentation irréductible de

dimension finie de l’algèbre L03BC1(G) dans l’espace de Hilbert V (resp. W). Soit T
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un opérateur non nul de V dans W, tel que: Ton = y 0 T. Alors, il existe une

constante c &#x3E; 0 et S une isométrie de V dans W, tels que: T = cS. Si en plus V
et W ont la même dimension (sur C); alors S est un isomorphisme isometrique de
V sur W.

La démonstration de 3.8 est classique. (voir par exemple [Gaa], p. 160.).

3.9 PROPOSITION. Soit G un groupe topologique localement compact. Soit
Jl c- M 1 (G) une mesure telle que Jl = Jl* = p * y. Soit (n, H) une r.u.c. de G. On
suppose que n est p-finie. Alors il existe une fonction f E L i (G) telle que

03C0(f) = 03C0(03BC).
Démonstration. On peut supposer que H03BC n’est pas réduit à {0}. (a) Soit

03BE ~ Ytll. Soit (e i) une unité approchée dans 1’(G). Alors n(e i)03BE ~ 03BE dans A. Soit
bi = p * 03B5i * p. Alors bie Le (G) et 03C0(03B4i)03BE ~ 03C0(03BC)03BE = 03BE dans H03BC. Comme l’espace
03C0(L03BC1(G))03BE est de dimension finie; alors il est fermé, par conséquent il existe

f c-LI(G) tel que 03BE = 03C0(f)03BE.
(b) Soit n = dim Ytll. Soit {03BE1,...,03BEn} une base de H03BC. On applique

ce qui prècède à 03C1 = 03C0 ~ ··· (Dn et =H ~ ··· ED Ye (n-termes). Alors

R03BC = H03BC (D ~ H03BC Prenons: 03BE = (03BE 1,..., çn)e R03BC, alors il existe f c- Li (G) tel
que: 03C0(f)03BEi = pour i = 1, 2, ... , n. Alors n(p) = n(f).

3.10. THÉORÈME. Soit G un groupe topologique localement compact. Soit
Jl E M 1 (G) une mesure telle que p = Jl* * ,u. Soit H un espace de Hilbert (non nul)
de dimension finie sur C. Soit ’P une fonction y-sphérique sur G à valeurs dans
2(H) vérifiant:

(i) 41(e) = IdH,
(ii) Il’P(x) ~  1, pour tout xe G et

(iii) f* * f, 03A8&#x3E; est un opérateur positif pour tout f eL1(G).

Alors, il existe une unique (classe d’équivalence unitaire de) représentation
continue unitaire (r, p-finie du groupe G, telle que la fonction 03BC-sphérique
’lin (associée à n) soit équivalente à 03A8. De plus; si 03A8 est élémentaire, alors n peut
être choisie irréductible.

Démonstration. Pour tout f c-Le(G), posons 03B3(f) = f, 03A8&#x3E;. Par définition, y
est une *-représentation de l’algèbre L03BC1(G) dans H. Ainsi y se décompose en
une somme Hilbertienne (finie) de composantes irréductibles. Ceci nous

ramene à ne considérer que le cas où y est irréductible.

Supposons donc que y est irréductible. Posons dans ce cas, pour toute
fonction f ~ L1(G):

2 est alors une forme linéaire continue sur L,(G), positive et vérifiant:

03BB(f03BC) = 03BB(f) pour tout f ~ L1(G). D’Après la proposition 3.7. il existe une r.u.c.



264

(03C01, H03C01) et un vecteur cyclique (non nul) 03BE1 ~ H03C01, tel que,

03C01(03BC)03BE1 = 03BE1 et 03BB(f) = 03C01(f)03BE1|03BE1&#x3E; pour tout f e Lt (G).

Notons J le noyau de y regardé comme représentation de L i (G).
J = {f ~ L03BC1(G): 03B3(f) = 0}. C’est un idéal bilatère de L)(G). Montrons que
03C01(J)03BE1 = {0}. Pour cela, soit f E J. Sachant que 03BE1 est cyclique pour 03C01; il suffit
de voir que pour tout g ~ L1(G), on a: 03C01(f)03BE1|03C01(g)03BE1&#x3E; = 0, ou ce qui est
équivalent, que 03C01(g*f)03BE1|03BE1&#x3E;=0, pour tout g ~ L1(G). Or, pour tout

g ~ L1(G), on a:

Notons J’ = {f ~ L03BC1(G): nl(f)çI = 01. Vu ce qui précéde, on a: J c J’.

Reciproquement, soit f e J’. Alors:

D’où y( f ) = 0; c’est à dire que f e J. Par suite J = J’.
Notons ff le sous-espace vectoriel de Ytnl engendré par {03C01(f):f ~ L03BC1(G)}.

F est un sous-espace dense dans ee,. Comme J est de codimension finie dans
Lf(G), alors ff est de dimension finie sur C. Par conséquent H03BC03C01 est de

dimension finie sur C et non réduit à {0}.
Soit u E H un vecteur non nul. Comme y est supposé irréductible, alors

u est cyclique pour y et donc H = {03B3(f)u: f c- L4(G)I. Considérons I =

{f ~ L03BC1(G):03B3(f)u = 01. L’ensemble I est un idéal à gauche de L03BC1(G) qui contient
J. Il existe alors Q une application linéaire de H03BC03C01 dans l’espace H, tel que:

Notons N = Ker(Q) et soit N le plus petit sous-espace vectoriel fermé de
Jt’nl invariant par xi 1 et contenant N. D’après la proposition 3.4 on a:

N = N ~ H03BC03C01.
Notons (n, H03C0) la représentation unitaire continue de G obtenue de la

représentation (n 1, H03C01) par passage au quotient par JV dans Ytnl.
On a: H03BC03C0 = H03BC03C01/N et Q passe au quotient et nous permet d’obtenir un

isomorphisme T de l’espace H03BC03C0 sur l’espace H, vérifiant:
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Il résulte en vertu de la proposition 3.5, que la représentation (n, H03C0) est
irréductible. De plus, pour tout x 6 G, on a:

’P(x) = T03A803C0(x)  T-1.

Etant donné que 03C003BC et y sont deux *-représentations irréductibles de Lï (G), il
résulte en vertu de la proposition 3.8, qu’il existe une constante, c &#x3E; 0 telle que
c· T soit un isomorphisme unitaire de l’espace àfg sur l’espace H. Ainsi ’Il et

’II n sont deux fonctions y-sphériques équivalentes.
Pour l’unicité de la classe de n, il suffit de voir que si (ai, H03C3i) où i = 1, 2

sont des r.u.c. de G irréductibles telles que pour chaque i = 1, 2, il existe Si un
isomorphisme unitaire de H sur A’,,, vérifiant:

03B3(f) = S-1i  af 0 Si, pour tout f ~ L03BC1(G);

alors, pour toute fonction f c-L,(G), on a:

Alors, pour tout x ~ G, on a: 03C31(x)S1u|S1u&#x3E; = 03C32(x)S2u1 S2U). Il en résulte
que (0’ l’ H03C31) et (or 21 H03C32) sont deux représentations de G, unitairement

équivalentes.

REMARQUE. Le theorème 3.10 reste vrai si on remplace l’hypothèse (iii) par
l’hypothèse (iii)’ suivante:

(iiiy Tr(f**f, 03A8&#x3E;)  0 pour tout f ~ L1(G).
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