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On établit dans ce travail des estimations pour les formes linéaires simultanées a
coefficients algébriques en des points algébriques sur un groupe algébrique
commutatif. Nos résultats sont des généralisations aux approximations simul-
tanées des travaux antérieurs de [H2]: il est important de considérer les
approximations simultanées au point de vue des applications aux équations
diophantiennes (cf. [H4], [L]). Nous présentons aussi un raffinement pour des
combinaisons linéaires de périodes de I'application exponentielle du groupe.
Notre énoncé principal améliore des résultats précédents dans cette direction,
par exemple celui dii @ Philippon et Waldschmidt (voir Section 1(4)). Remar-
quons que notre astuce de raffinement est un peu différente de celle pour les
formes linéaires ordinaires de [H2], car on a besoin d’introduire un nouveau
point qui est valide pour toutes les formes linéaires simultanément (voir Section
2(4)).

On énonce les résultats au paragraphe 1 en comparant avec des résultats
antérieurs. Le paragraphe 2 donne des préparatifs, et on démontre le théoréme
1.1 dans le paragraphe 3. Le paragraphe 4 contient les idées de démonstration
du théoréme 1.7 et des remarques pour les articles [H2] et [P-W1].

1. Enonces

1. Notations

Soient k un entier >0 et t un entier > 1. Considérons des groupes algébriques
commutatifs connexes définis sur la cloture algébrique @ de Q dans C. On les

note Gy, Gy,...,G, avec Go=G,, G, =--=G,;, =G, (0<d, <k). Posons
% =Gy x -+ X Gy Soient J; la dimension de G; (0 <i<k)etd+1cellede %;ona
0p=0,=-=0,=1,0,+-+5.=d.

Nous notons d,=d—d,, p;=--=ps =1, ps,+1=--=p=2. On note

expg(resp. expg, pour 0 <i < k) I'application exponentielle de ¥ (resp. G; pour
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0 < i< k). Pour chaque entier i, 0 <i <k, on fixe un plongement de G; dans un
espace projectif Py, , défini sur @, et de plus on fixe aussi une base de I'espace
tangent Ty, (C) de G;(C) en l'origine, qui est définie sur @ et qui identifie Tg,(C)
avec C%. Identifions encore Ty(C) avec T (C) @ -+ @ T, (C), donc avec C4+1.
Pour n entier >1 et pour z=(zy,...,2,)€C" on note || la norme définie par
|zl =(|z4|? + -+ +|z,/*)*/?; notons encore | -|| la norme induite sur chaque Tg,(C)
(0<i<k) et sur Ty4(C) par les identifications précédentes. On désigne les
coordonnées d’un point de Ty(C) par (zq, Zy, - - - » 24)- Enfin, soit h la hauteur (de
Weil) logarithmique absolue (voir la définition dans [W]).

2. Théoréme principal

THEOREME 1.1. Il existe une constante C, >0 effectivement calculable ne
dépendant que des données et des choix précédents, ayant la propriété suivante.
Soit K un corps de nombres sur lequel les objets introduits: G;, les bases des espaces
tangents des G,, les plongements des G; dans Py, (0 < i < k) sont tous définis. Pour
1<t <t, soient Z,(z)=Po .20+ -+ Pa 24 des formes linéaires indépendantes da
coefficients dans K, sur I’espace tangent Ty(C). Notons #~ lintersection de leurs
noyaux. Pour chaque 1 <i<k, soit u;e T;,(C) avec u; # 0 tel que y; = expg,(u;)
appartienne @ Gi(K). Notonsv=(1l,uy,...,u)€ T4(C) et D =[K :Q]. Soient B, E,
Vi,..., Vs, V des nombres réels vérifiant

DlogB>logV ou V=Max{V;1<i<k}, (1.2)
log B>Max(e, h(B;)) 0<j<d 1<t<?), (1.3)
log V; = Max(h(y,), |u;||”/D, 1/D) (1 <i<k), (1.4)
e < E < Min(e* (D log V)% /|ul]) (1<i<k). (1.5)

(1.6) Si tout sous-groupe algébrique 4' de % tel que
ve Ty (C) vérifie Ty (C)+ W = Ty(C),
alors on a

Max log|%.(v)] > —C, Max {DZ log(BV),

1<e<t

log log B+log D \@:+r
DUraz+ D+ (log B+log(DE))<og 08 3+ 08 +1>

log E

(H (log V.~)"*/'> (log Er“/‘}. 0
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D’aprés le théoréme de [Wii], 'hypothése (1.6) implique v¢ #". Lorsque
expy(Cv) est Zariski dense, le seul sous-groupe %' dont I’espace tangent
contienne le point v est ¥, par conséquent, I’hypothése (1.6) est immédiatement
satisfaite dans ce cas.

La condition (1.2) permet de simplifier notre minoration; on peut supprimer
cette hypothése (1.2) a condition de remplacer d’une part le terme
log B+1og(DE) par log B+log(DE log V) et d’autre part le terme

{log log B + log D)/(log E)} + 1
par
{(log log B + log(D log V))/(log E)} + 1.

Un exemple d’application de notre théoréme 1.1 peut étre obtenu de la
maniére suivante. Soient d,, d,, d des entiers >0 tels que d =d, +d,. Pour
chaque 1 <i<d,, soit g, une fonction elliptique de Weierstrass d’invariants
g2, g3, algébriques, respectivement. Soit o; # 0, #1 (1 < i < d;) des nombres
algébriques et pour chaque 1<i<d,, soit loga; une détermination du
logarithme de ;. Pour tout 1 < i < d,, soit y; un nombre complexe non nul. On
suppose que pour 1 <i<d,, ou bien u; est pole de g;, ou bien p;(u;) est
algébrique. En considérant la courbe elliptique E; associée a g; et le groupe
algébrique =G, x G xE, x ---xE,,, alors le théoréme 1.1 entraine une
minoration pour les formes linéaires simultanées en des nombres log«; et u;
(1<i<d;, 1<j<d,)

Dans le théoréme 1.1, la constante C; ne dépend que du groupe %, du
plongement de ¢ dans ’espace projectif que I'on prend et de la base de I'espace
tangent de ¥ que l'on fixe, c’est-a-dire des coefficients des équations dif-
férenticlles que vérifie 'application méromorphe (2.1) définie dans le Section
2(2). Nous pouvons théoriquement expliciter cette constante griace aux travaux
de [D]. On va démontrer nos énoncés pour un choix du plongement et un choix
de la base de l'’espace tangent, mais quitte a modifier les constantes C,,
C,,...,Cq,C, ..., On obtient les énoncés pour tous les choix de plongements et
de bases de I’espace tangent.

3. Formes linéaires de périodes

On peut raffiner le théoréme 1.1. quand on considére des combinaisons linéaires
de périodes de expg.

THEOREME 1.7. Il existe une constante C, > 0 effectivement calculable ne
dépendant que des données et des choix précédents, ayant la propriété suivante.
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Soit K un corps de nombres sur lequel les objets introduits: G;, les bases des espaces
tangents des G;, les plongements des G; dans Py, (0 <i < k) sont tous définis. Pour
1<t <t, soient L(2)=Po.zo+ -+ Pa 24 des formes linéaires indépendantes a
coefficients dans K, sur I’espace tangent T4(C). Notons #~ Uintersection de leurs
noyaux. Pour chaque 1 <i<k, soit u;€ Tg;,(C) avec u; # 0 tel que u; e Ker expg,.
Notons

v=(0uy,...,u)eTy(C) et D=[K:Q]
Soit B un nombre réel vérifiant
log B> Max(e, h(B;,)) 0<j<d 1<t<1). (1.8)

Posons A; =Max(|w;||”,1) (1 <i<k) et A=Max{4;;1<i<k}.

(1.9) Si tout sous-groupe algébrique %' de 4 tel que
ve Ty(C) vérifie Ty (C)+ W = Ty4(C),

alors on a

Max log|%.(v)] > —C, Max {Dz log B+ DA,

1stst

k
DdZ/t+ l(log B+10g A)(log lOg B+ log A)dz/t (H (A,')%/t)} . D
i=1

4. Les résultats antérieurs

La meilleure minoration précédemment connue dans notre situation est le
théoréme de [P-W1]. En supposant B> DlogV; (1 <i<k) au lieu de notre
condition (1.2), et V> e (1 < i< k) au lieu de notre hypothése log V; > 1/D dans
(1.4), le théoréme 1.3 de [P-W1] donne, en mettant le terme D? log(BV) pour la
correction (voir notre §4(2)(c));

Max log|%.(v) > —C; Max {Dz(log BY),

1<t

D(d+dz+1)/t+1(log B)dz/t+1(log(D+E))1/t<l£I (log Vi)éi/t> (log E)A(d+d2+ 1)/:}‘
i=1

ou D* = Max{D, e}. On voit que notre théoréme 1.1 raffine I'exposant de log B
dans cette minoration si d, > 1 (remarquons que nos estimations ne raffinent pas
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les résultats de [P-W1] dans le cas d,=0). Nos résultats améliorent aussi les
énoncés dans [Bi], [F].

2. Preparatifs
1. Modifications du groupe algébrique

Nous allons modifier notre groupe algébrique % en le multipliant par un groupe
algébrique G_,; défini sur K, qui est produit de ¢t copies du groupe additif:
G_;=G,. Onpose G=G_; XGyx--xG,=G_; x%. Soit 6_, =t la dimen-
sion de G_; notons expg (resp. exp_,) 'application exponentielle de G (resp.
G_ ). On fixe un plongement de G _, dans un espace projectif Py_ , défini sur K
et de plus une base de I'espace tangent T;_(C) de G_((C) en l'origine, qui est
défini sur K et qui identifie T;_ (C) avec C'. Identifions Tg(C) avec
T (©) @ --- @ Tg,(C) donc avec C**** 1. On considére la norme || - || induite sur
chaque T;,(C) (—1 <i<k) et sur T5(C) par les identifications via les bases des
espaces tangents comme au Section 1(1). On note ¢, ¢,,... des nombres réels
positifs qui ne dépendent que des données dans chacun des paragraphes
suivants, indépendants des paramétres D, B, E, V,, ..., V,, et que nous pouvons
théoriquement expliciter.

2. L’application exponentielle du groupe

On plonge G, et G,, dans I'espace affine A, et les groupes G; (d; < i < k) dans Py,
de la maniére indiquée au Section 3(b) de [P-W2]. Pour d, <i <k, considérons
I’exponentielle du groupe G;, composée a droite avec ce plongement et a gauche
avec I'isomorphisme entre Tg,(C) et C* ce qui s’écrit

¢i(2) = (Hi0---» Pin): C¥ > CViH?

ou ¢;; sont des fonctions entiéres non identiquement nulles d’ordre strict
inférieur ou égal a 2. Posons pour z_, =(z_...,2_1); ¢P_4(z_;)=
(z-4s..-52-1), Polz0) = 2, €t pour 1 <j < d;, ¢;(z;) = exp(z;). On désigne par P
le produit A***1xPy  x...xPy, et on plonge G dans P de maniére
naturelle. Pour

1

2=0Z_q,...,2)eC™"*! et N=t+1+k+Ny 1 +--+N,,

on pose ®(z) =(¢_(z_,),..., d.(z)) alors application ®: C****1 - CN repre-
sente l'application exponentielle du groupe G. On considére encore une
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application méromorphe; pour d,; < i < k et z;e C%, il existe un indice v; vérifiant
0<v;<N;et

|,y (@) = exp{—ci(llz:]| +1)"'} (cf. (3.1) de [H2]).

Pour cette indice, posons

¢i0 ¢iN i Ni+1
l//i’vi=< = e Lo, ) C% - C
¢i,vi ¢i»\’i

qui est une application méromorphe (d; <i < k).
Notons Y _(z_1)=(z-1,...,2-1), WYolzo) =20 et pour 1<j<d,,
¥;(z;) = exp(z;). Pour

V=(4+1-->V)EZ ™ avec 0<v;<N,,

on définit une application méromorphe de C****! dans C¥ par

Y@ = (W-1z-1),-- . Vi (@) 2.1

Etant donné un corps R, nous notons R[[P] I'algébre des coordonnées de P
sur R, qui est formée des polynémes a coefficients dans R, en N variables
X_ ooy Xy, Xoo Xpoeony Xay Xg410---, X avee X;=(Xi0,..-5 Xin)
homogeénes en les N,+1 variables pour d; <i<k. Notons X_; =
(X_p...,X_y). Ainsi un tel polyndme P a des degrés partiels L_,,...,L,,
le paramétre L_, désignant le degré maximum par rapport aux t variables
X_,,...,X_,. On associe & P une fonction F = P(®) de C****! dans C.

3. Majorations analytiques

Nous utilisons le symbole de dérivations D, pour I'espace de dimensiond +¢+ 1,
et la notation D! avec h=d+ 1, définis dans le Section 3(3) de [H2]. Pour une
fonction analytique au voisinage d’un point z de C", la notion de zéro en z
d’ordre > T (ou d’ordre exact T) le long d’un sous-espace de C" est aussi définie
dans le Section 3(3) de [H2].

Pour la fonction ® que I'on a définie, nous avons ’estimation analytique
suivante.

LEMME 2.2. Il existe un nombre réel c, >0 ne dépendant que de d,t, des
plongements des G;, des bases des espaces tangents des G; (—1<i<k) et de
Papplication ® ayant la propriété suivante. Soient L_,, L, ..., L, des nombres
réels >0. Soit PeC[P] un élément non nul de degrés <(L_,,...,L,) dont les
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coefficients complexes sont de modules < H avec H > e. Pour 1 <i < d+1, soient
Xi = (X, 1> Xi,00 -+ +> Xi) = (Xi,—p5 e v o> Xiaps Xigy 415+ + > Xih)

des éléments de Ty(C) identifié a C***+1, Soit
t=(ty,...,t541)€Z%"t avec t;,...,t3,,=0.

Posons

Dtx = Dtxl O ess ODt“"*l
1

Xd+1°

¢= Max (1, fIxi;1)-

1<i<d+1,-1<j<k

Soient v=(v_,,...,Vv)=(_,,...,v,) avec v;e C% (—1 <i< k) et T un entier > 1.
Notons |t|=t,+---+t;,, et F=P(®). Alors pour |t|=T, on a;

0
log |DLF(v)| < cz{log H+ Y L;log Max(l, ||v;ll)
j=-1
k
+Tlog¢T) + 3, Li(lvill + 1)"'}-

DEMONSTRATION DU LEMME 2. L’énoncé vient du lemme 3.4 de [H2].
O

4. Modifications du point et des formes linéaires

Le lemme suivant est le lemme clef pour notre raffinement. Ce lemme est un peu
différent du lemme 4.1 dans [H2] car on est obligé de choisir un méme nouveau
point pour toutes les formes linéaires simultanément.

LEMME 2.3. Pour démontrer le théoréme 1.1, on peut supposer d > 1 donc k > 1.
De plus, pour 1 < 1t < t, il existe des formes linéaires L, sur T4(C) et un point
ue T;(C) ayant les propriétés suivantes.

d
(l) Lt(z) = _zt~l—t+ Z ﬂ;,tzi (1 <T < t) avec B’i,teKa lﬁ:,tl S 1 et
i=0

h(B;.) <2logB(1<t<t0<i<d).

(ii) Pour tout 1 <t <t, les coefficients B .,..., s ne sont pas tous nuls.

(iii) Pour tout 1<t<t, on a |L,(u)| #0 si et seulement si | Z,(v)| #0 et on se
raméne a minorer Max; . <, |L.(u)| au lieu de Max . <;|-%.(V)| pour démontrer le
théoréme.
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(iv) Ennotant W = ﬂ, Ker L, = T;(C), pour tout sous-groupe algébrique G' de
G tel que ue T (C), on a Ty (C)+ W = T(C).

(v) Aucun des deux espaces Tg_(C) et Tg, ... x,(C) nest contenu dans W, par
conséquent, W # T;(C).

DEMONSTRATION DU LEMME 2.3. Pour chaque t avec 1 <1<t les
coefficients des %, appartenant a K ne sont pas tous nuls par hypothése. Le
point v=(1,u,,...,u,) a été défini dans les hypothéses du théoréme 1.1 et on a
posé

Z.(V) = Boe + Bruy + - + B s

S’il existe un indice 7, 1 < 7 < t tel que les nombres §, ., ..., f, . soient tous nuls,
alors I'énoncé du théoréme 1.1 est banal a cause de I'inégalité de Liouville (cf. par
exemple le lemme 3 de [M-W]) qui montre:

log |Bo.l > —c3D log B, quand f,. # 0.

Ainsi on peut supposer que pour tout 1 < 7 < ¢ les coefficients f, ,..., ;. ne
sont pas tous nuls. De méme, si d =0, alors le théoréme est banal; ainsi on se
raméne a supposer d > 1 donc k > 1.

Posons

u_; =@W_p...,u_y)=(0,...,0eT;_(C) et uy=(1)eT;(C)

On définit un point ue T (C) paru=(a_,,v). Ainsionau=(u_,, g, Uy, ..., u).
Pour 1<1t<t, choisissons un indice m=m(t)), 0<m<d tel que
|Bm.c| = Max{|B; .|; 0 < i < d}. Grace aux hypothéses du théoréme, on a

P #0 et | L)

ﬁOt ﬂlt ﬂdt
Boe  Be T

= |Bmsl |0+

On note f;,=P;./Pm. (0<i<d). Maintenant, nous définissons t formes
linéaires L,,..., L, sur T;z(C) en posant

d
Lt(z) = T Zr—-1-¢ + z ﬁ:',tzi (1 < T < t)
i=0

pour

2=(Z_1, 20,215, %) = (2_4,...,25)€ T(C);



Approximations simultanées sur les groupes algébriques commutatifs 77

ainsi nous avons
L @)= Z,0)/fn. 1 <T<1).

Par conséquent, on obtient |;.| < 1 et h(f;,) < 2log B pour tout 0 <i<d, en
utilisant les propriétés de la hauteur logarithmique absolue (voir par exemple la
page 7 de [Y]). Les propriétés (i), (ii) et (v) du lemme sont donc démontrées. Par
définition de la nouvelle forme linéaire L (z), nous avons, pour 1 <1t <t{,
L.(u) # 0 si et seulement si Z,(v) # 0. L’inégalité de Liouville appliquée a
Pm.. # 0 donne

Max log|%,(v)l = —c,D log B+ Max log|L.(u)|,

I<t<t 1<t
d’ou la propriété (iii).

Nous allons démontrer (iv). Quand G’ est un sous-groupe algébrique de G tel
que ue Tg., posons

G = expe{Te N ({0} ® Ty} avec 0=(0,...,0)eT;_,.
On a G| = G’ n ({0} x %) car I'application exponentielle est surjective (voir par
exemple [S]). Il existe alors un sous-groupe algébrique ¥’ de ¥ tel que
G’ = {0} x %'. Nous obtenons v e Ty car u = (0, v), donc I’hypothése (1.6) montre
Ty + W = Ty ce qui implique Ty/# ~ Ty /(Ty N #'). Nous en déduisons

dim Ty —dim Ty "W =1t. 2.9

Drautre part, par définition de W, on vérifie
¥ =Wn({0}®T),
alors
(Te: " W) ({0} Ty) = {0}  (Ty n #),
d’ou
{(Te 0 W) +({0} @ To)}(To " W) = Ty (Ty A W). (25)
Les relations (2.4), (2.5) fournissent

dim{(Te: " W) + ({0} @ Ty)} = dim(Tg A W) + ¢,
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en conséquence,
dim T = dim(Tg N W) + ¢, (2.6)

On combine l'inégalité (2.6) avec 'isomorphisme (T + W)/W ~ Tg,. (Tg N W)
pour obtenir dim(Ty + W) > dim W +¢, c’est-a-dire dim(Tg; + W) > dim T; ce
qui achéve d’établir la démonstration de propriété (iv). O

REMARQUE 2.7. On explique ici la motivation de la modification du groupe
dans le Section 2(1). Le lemme 2.3 permettra de choisir la base e définie dans le
Section 3(3), dont les modules des coordonnées sont <1. La fonction F(z) est
polynomiale en z_,,...,z_,, donc toute dérivée par rapport a ces variables
d’ordre supérieur au degré L_, est nulle; par conséquent, dans la dérivation

, 0 , 0 0\t
DzF(Su)=<ﬁ0’laz—+.”+ﬂ°”?+67> o...
-t -1 o)

0 0 0 \la+1
o (R, e R — Fi _
<Ba,1 oz, + -+ By oz, + 8Zd> ()] 2= su

le degré total de tous f; . (0 <i<d, 1 <7 <t)estinférieur ou égal a csL_,. Cette
astuce avec le fait |; .| < 1 nous apporte le raffinement de ce papier. Les vecteurs
e; (1<j<d+1—1t) de la base de W définie dans la page 323 de [P-W1]
posseédent ¢t coordonnées qui font intervenir les f8; ., donc pour utiliser I'astuce
dessus, d’abord il faut mettre au moins ¢ facteurs G, au groupe ¥, ensuite, on
doit ajouter un autre facteur G, pour avoir |f;.|<1 (0<i<d, 1 <7<1)
Méme si nous ajoutons plus de t+ 1 facteurs G,, la minoration reste la méme
que le cas pour G,*! x %, ainsi la modification du Section 2(1) est celle qui est la
plus convenable.

Le point u doit étre défini de sorte qu’il vérifie le lemme 2.3(iii) et (iv). On
prend ici u qui est le plus simple satisfaisant ces conditions.

3. Démonstration du théoréme 1.1
A partir de maintenant, on travaille sur le point, les formes linéaires et le groupe
G de dimension d+t+ 1, avec d > 1, introduits dans le Section 2(1) et lemme 2.3.

Pour simplifier les notations, on écrira f;. au lieu de f;, (0<i<d, 1 <t<1),
B.- = -1
t—1-tt

et

ﬁ—t,r == ﬁrvz—t,t = ﬂr—t,r == ﬂ—l,t =0
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dans la définition de L.(z); ainsi

d d
L.(z) = Z Bizi=—2,1-,+ Z Bizi 1<t<1).
i i=0

i=-—t
On choisit un nombre réel C, > 0 assez grand, beaucoup plus grand que tous

les autres nombres réels c,,c,,..., mais indépendant des paramétres D, B,
Vis..., Vi, E. Notons Vo =Min{V;;1 <i < k}.

1. Choix de paramétres

CHOIX 3.1. En notant [ ] la partie entiére, on pose,

S=[C3D(log log B+log(DE))/(log E)]
So=[SAC3)]

Uo=Max{Cg“”5"2+8’/’+5D“’+"2+1’/” l(log B+log(DE))

log log B+log D @+t [ k . i
( log E +1> 11 dog ¥y ) (log E)*", C3D*log(BV)) -

Soit U > 0 un nombre réel; posons encore

Loy =[L%,] et L', =U/CiD(log B+log(DE))
Lo=[L§] et L&=U/S logE)
L;=[L{] et Li=U/DS"logV) (1<i<k).

Pour U’ = Max{U, U,}, posons

T=[T"] et T*=U'/(C,D(loglog B+log(DE))
T, = [T/AC3)].

Ce choix est trés différent de celui de [P-W1]. Pour ¢t = 1, on retrouve [H2]
sauf le paramétre U,

Notons I'(S) = {expg(su); se Z, 0 < s < S}. Pour exprimer le dégré d’un sous-
groupe, nous utilisons la notation du polynéme d’Hilbert-Samuel expliquée
dans [P].
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PROPOSITION 3.2. Il existe un nombre réel U > 0 pour le choix 3.1 ayant les
propriétés suivantes:

U<U, donc U =U,. (3.3)

(3.4) Pour tout sous-groupe algébrique connexe G’ de G vérifiant Tg + W # Ty, en
notant ¢ =dim W/W n Ty, on a;

(T*) card(I'(S)+ G)/G’)-H(G"; L* ,,..., L)
> C,H(G; L ,,..., L)

(3.5) Il existe un sous-groupe algébrique connexe G de G vérifiant Tg+ W # Ty,
tel que, en notant ¢ = dim W/Wn Tg, on ait;

(T*? card(((S)+ G)/G)- H(G; L% ..., L}

= C,H(G; L ,,...,L).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2. Quand G’ est un sous-
groupe algébrique connexe de G tel que T;. + W # T, on note r = dim(G/G’) et
o =dim W/W N T;.; on remarque que 'on a r > ¢ et on pose

A(G) = {CJ Y(T*/U'y card((T(S) + G')/G")

H(G; L“_I/U,...,L,f/U)}l/o—a)
H(G; L* /U,...,L}U)

et

B(G') = A(G")"~ - Max{A(G'), Uy}°"".

On voit que A(G’) dépend de G’ mais est indépendant de U. Parmi tous les
sous-groupes algébriques connexes G’ de G veérifiant Ty + W # T, on en

choisit un G tel que la quantité B(G) soit minimale, c’est-a-dire B(G~) < B(G'). On
pose U = B(G). Par définition de A(G’) et de Uy, on a

(T#/Ul)d+l -S }1/,
/) ”

A< {CO(L“_I/Ur*-l 7%,

donc on en déduit B(0) < U,. Comme U < B(0), on obtient la propriété (3.3).
Dans la définition de A(G'), le quotient des deux fonctions H est homogéne
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(voir la propriété 4.4 de [H2]), ainsi (3.3) fournit

(T%° card((T(S)+ G')/G)- H(G; L* ,...,L})
CoH(G; L% ,,..., L) '

A(Gl)r_d. Ug/U'=

Nous allons démontrer (3.4) et (3.5) en utilisant cette égalité. Si A(G') = U, alors
AG)Y - U3=Uy=U" daprés (3.3), et si AG)<U, alors on a
U" < B(G') = A(G'Y ~°- U$, ainsi on a toujours U" < A(G'Y ™7 U, ce qui établit
(3.4). La définition de U et (3.3) impliquent pour ¥ = dim(G/G);

AGY%-Max{A(G), U,}° = U < U}, dou A(G) < U,,
donc
= B(GY = AGY~?- U5,
Nous en déduisons alors (3.5) |

PROPRIETE 3.6. On a les relations suivantes:

@) DL_, log Max{B, L_,, S} < C5'U
(i) DL, log Max{L,, S} < Cg'U
(iii) DL,S” log V; <ceU (1 <i<Kk)

(iv) DTlog T < C5%%U,
) Li<Li<c,U[Slog E) (—1<i<k)
(vi) COUO/c8 TyS log E < ¢gC3U,
C2U,/cg < TS, log E < ¢gC3U,,
(vii) T > CoL¥ (—1<i<k)
(viii) S = C3
(ix) T, = C,
(x) LY, <L}
(xi) u¢ Tg(C).
DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 36. Le choix 3.1 joint a
I’hypothése (1.2) entraine les estimations (i), (ii) et (iv). Le choix 3.1 et la
propriété 4.2 de [H2] impliquent les inégalités (v) et (vii). Grace au lemme 2.3(iv)

avec le choix de G vérifiant T;+ W # Tg, on obtient (xi). Les autres relations
sont immédiates O
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2. Les deux cas

Notons Q = Ker expg. Pour tout seZ, 1 <s < 8, si 'on a su¢Q+ T alors on
dit que I’on est dans le cas non périodique. S’il existe un soe Z, 1 < 5, < S tel que

soueQ+ T alors on dit que ’on est dans le cas périodique. On note aussi

E={(ts)eZ"%0<t<2T(1<i<d+1,0<s<S,),
Si=S Ti=T

pour le cas non périodique et

E={t9eZ%0<t;<T(1<i<d),0<t;,,;<Tp0<s<S},
S1=S, ’I‘1=T

pour le cas périodique. Notons encore 6 = dim(Tg N W)=d+1—a.
3. Base du sous-espace W
On munit W de la base, pour 0 <i < d;

e+1 =i Biz--sPis,0,...,0,1,0,...,0)

ou 1 est la (i+t+ 1)-iéme coordonnée dans C?*'*1. Remarquons que grice au
lemme 2.3(i), on a |e;|| <. /4t+1 (1 <i<d+1). Posons

d d
= ('Zo Bj,luj, . Z ieUjs Uos - ..,ud).
j= j=0

Nous en déduisons

weW et ||w—u||=< Y IL,(u)IZ)M.

Stst

On peut estimer les coordonnées de w:

Y Biw|=IL@) (1<t<1) (3.7)

0<j<d

grace au lemme 2.3, et

|u| ch lOg V(—t i< d)
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par hypothése (1.4).
On note 1 I'isomorphisme entre W et C**! associé a la base (ey,..., €, ,):

1118 + o+ Gg4 18541 (ag5 -0 G q)-

Notons aussi (-,-) le produit hermitien canonique sur C*** et |-|=(-,7)"/* la
norme associée. Nous allons choisir une autre base de W. Soit (e}, ..., e;, ) une
base de (W) orthonormée par rapport a |- | de telle sorte que (e, . . ., €}) soit une
base de (Tg N W). Posons & =1~ 1(e}) pour 1 <i<d+1. On voit que &,,...,8&;
forment une base de Tz W, (€,,...,&,,,) forme une base de W.

PROPRIETE 3.8. Les coordonnées des matrices de passage entre
e=(e,...,€4+1) et €=(&,...,&,y)

sont de modules < 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 3.8. La matrice de passage entre
1(e) et €’ est unitaire. O

Désormais, on identifie W a C?*! par 1; on ne distingue donc plus e et &.
Dorénavant, pour démontrer notre théoréme par I'absurde, on suppose;

HYPOTHESE 3.9. Max, ., |L,(u)] < exp(— C3U,).

PROPRIETE 3.10. Pour le sous-groupe G dans (3.5), on a les propriétés suivantes.

() HG; 1,...,1) < ¢, oCoUs* t+1,
(ii) Notons

du, Ts n W)=Min{|lu—x|; xe Ts n W}.
Supposons que nous sommes dans le cas périodique. Alors

d@, Tg " W) = ¢1; (CoSUGT ™).

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 3.10. La propriété 4.4 de [H2]
avec (3.3) montre I'estimation (i) de la méme maniére que la propriété 5.16 de
[P-W2]. On va montrer (ii). En utilisant les notations de [P], on a
deg G < ¢, HG;1,..., 1). D’autre part, comme on est dans le cas périodique, il
existe une période weQ, vérifiant w ¢ Tg griace a la propriété 3.6(xi), telle que
d(sou, Tg) =d(w, Tg). Le corollaire 2 de [B-P] (cf. (5.2) de [P-W2]) entraine donc
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d(w, Tg) = ¢y3/(deg G). Ainsi on en déduit
dw, Ts " W) = d(u, Tg) = ¢, /(S-H(G; 1,...,1)).
L’estimation (i) fournit I’énoncé (ii). O

Ensuite, on a I’énoncé suivant.

PROPRIETE 3.11. Dans le cas périodique, on a
wegTgnW

donconaTs - W#Wetdg>1

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 3.11. Grace a Iégalité

[w—uf| =< > ILr(“)I2>”2,

1<cst

il suffit de reprendre la démonstration de la propriété 4.15 de [H2]. O

Dans le cas périodique, on renumérote €;, ,,...,¢&,,, de telle sorte que, en
écrivant w=w, &, + - +wy 1€, on ait |wy ;| = Max{|w;|; 6+ 1 <i < d}; alors
la propriét¢é 3.11 montre w,,; #0; elle montre aussi que les éléments
(€, ...,&,,w) forment une base de W. Notons

f=p....E001)=@p...,8,W

dans le cas périodique.
Considérons la norme || que I'on a définie avant la propriété 3.8, alors;

LEMME 3.12. Pour tout x € W, nous avons
x| < [Ix]| < (4d+1)+1)Y2

DEMONSTRATION DU LEMME 3.12. En rappelant les définitions des e; et
des normes |-}, || - ||, on obtient pour

d+1
X= Z aiei’
i=1

les égalites

a1 \12
x| ={ > lal
i=1
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et

d+1
Z a; By,

i=1

I =< >

1<t<t

2 dx1 o \12
+.Zl |a;| .
=

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine pour tout 1 <7<t

< (S) ().

Le lemme 2.3(i) fournit donc I’énoncé. |

d+1

Z a; Bi—1,

i=1

PROPOSITION 3.13. Dans le cas périodique, nous avons
Was 1l = €15/(CoSUGH ™).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.13. Pour la norme |- |, on note
o(w, Tg n W) = Min{lw—x|: xe Tg n W}

qui est strictement positif par la propriété 3.11. L’hypothése 3.9 et la proposition
3.10 fournissent

Iw—xll > lu—x|| = |lw—ul > ¢;6/(CoSUG"* ")
pour tout xe Tg N W. Le lemme 3.12 implique avec w—x e W,
ow, Te n W) = ¢17/(CoSUGH ™).

Par définition de w,, ,, on obtient ’énoncé. ]

Dans le cas non périodique, on pose aussi

f=(fl""7fd+l)=(él7"',éd+l)'

PROPOSITION 3.14. Soient ze C**'* ! et f une fonction complexe analytique au
voisinage de z. Dans chacun des deux cas, non périodique et périodique, on a les
deux majorations suivantes:

log Max |Dtf(z)| < log Max |D{f(2)|+¢;3Co *°U,,
M<T H<T
log Max |D;f(z)| < log Max |Dff(z) +c,5Cq **U,.

<T t<T



86 N. Hirata-Kohno

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.14. Dans le cas non
périodique, I’énoncé est immédiat par le lemme 3.1 de [P-W2] grace a la
propriété 3.8. Dans le cas périodique, les coefficients des matrices de passage
entre f et € sont

wi(l<i<d+1), 1, —wi/wyeq (1 Si<dA+1).
Pour tout 1 <i<d+1,0ona

lwi| < cyo(llull + [|w—ul).
Par définition de u dans le lemme 2.3 avec la deuxiéme estimation de (3.7), on
obtient, en utilisant I’hypothése 3.9, que |w;| est majoré par c,,D log V pour tout
1 <i<d+1. Nous avons donc, avec le choix 3.1, I’estimation (3.3), ’hypothése

(1.2) et la proposition 3.13:

Tlog Max (w, [wi/waiil, [1/Wasql) < 021C64/5U0-

1<isd+1

Pour passer de la base € a la base e, on utilise la propriété 3.8. Le lemme 3.1 de
[P-W2] permet d’achever la démonstration. OJ

4. Base du corps de nombres K

Par hypothése, le groupe G, la base de Tg,, le plongement de G; dans Py, et les
coordonnées projectives du point expg,(u;) sont définis sur le corps K pour tout
—1<i<k.Soit{By,..., By} unsystéme de générateurs de K sur Q qui contient

tous les coefficients de nos formes linéaires. On prend maintenant une base de K
sur Q; {¢,=1,¢&,,...,&p} formée d’éléments de I'ensemble

M
{H 75 0<a; <[Q(B): Q], 1<i< M, a1+"'+aM<D}
i=1

(cf. le Section 4.2 de [M-W]).
PROPRIETE 3.15. Pour la base {&,, ..., &y} ainsi définie, on a

h(1, &q,...,E) < Co3Uy/D et Max{log |&]; 1 <i<D}<Cq3U,.
DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 3.15. La définition de U, implique

h(1, &y, Ep) < CoD log(BV) < Cq *U,/D,
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d’ou la premiére inégalité. On en déduit la deuxiéme estimation en utilisant la
relation (1.1.11) de [W]. O

REMARQUE 3.16. Comme on a besoin de la propriété 3.15 dans I'estimation
(3.20) donc dans le lemme 3.24 pour avoir la proposition 3.25, on doit mettre le
terme C3D?log(BV) dans la définition de U, (voir aussi le Section 4(2)(c) ci-
dessous).

5. Construction de la fonction auxiliaire
Notons L! = Max(1, L;) pour —1<i<k.

PROPRIETE 3.17. A chaque polynome P dans K[P], ayant des degrés
<(L_q,...,L), on associe la fonction F = P(®). Considérons le systéme
d’equations linéaires;

DiF(su) =0, (t, s)eE, (3.18)

ou les coefficients de P sont des inconnues. Notons p le rang de ce systéme et v le
nombre d’inconnues dans Z. Alors on a

p<cCoH(G; Ly, ..., L) et v=cyD-HG; L y,. .., LY.

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 3.17. Le lemme 6.7 de [P-W2]
implique que le systéme (3.18) est de rang majoré par

54T card((T(S,) + G)/G)-H(G; L., ..., L)
dans le cas non périodique, et par
¢,sT? Ty card((T(S) + G)/G)- H(G; L4, ..., L))

dans le cas périodique, car w¢ Tg d’aprés la propriété 3.11. La propriété 4.4 de
[H2] avec L > L!/2 et notre propriété (3.5) montrent que chacune des quantités
ci-dessus est majorée par c,sCq 'H(G; L" 4, ..., L)) (dans le cas non périodique,
remarquons que ceci provient de la propriété 3.6(xi)). D’ou on a Iestimation
de p.

L’argument de la ligne —3 de [P-W2] fournit la minoration de v. d

Nous allons utiliser cette propriété 3.17 pour construire un polyndme

PeK[P]. Sip;,...,p,eK désignent les coefficients non nuls d’un polyndme P,
alors on définit h(P) comme la hauteur logarithmique absolue du point

(1, Pis--+> ph) € Ph(K)
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PROPOSITION 3.19. Il existe une constante c,, >0 indépendante des para-
métres D, B, V,..., V., E et il existe un polynome P € K[P] ne s’annulant pas
identiquement sur G, de degrés < (L_,...,L,) tels que

h(P) < ¢,7,C3/*Uo/D (3.20)

et tels que la fonction F = P(®) satisfasse pour tout (t,s)eZ;
log |D{F(su)| < —C3*Uo/cy. (3.21)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.19. On écrit les coefficients de
P que nous allons déterminer, dans la base définie dans le Section 3(4).
Considérons le systéme d’inéquations (3.21) dont les inconnues sont dans Z. Le
lemme 2.2 pour v=su, P monomial, x; =¢; (1 <i<d+1), la propriété 3.15, la
proposition 3.14, le lemme 2.3(i), la propriété 3.6 et I'inégalité (3.3) montrent que
la valeur absolue des coefficients de ce systéme est majorée par exp(c,gUy).
Notons p le rang et v le nombre d’inconnues dans Z de (3.21). Alors la propriété
3.17 montre que v/(2p) = ¢,4C,D, ce qui nous permet d’utiliser le lemme 6.1 de
[P-W2]. Avec les notations de ce lemme, on a

u< CaUGH!
par le choix 3.1. Alors on peut appliquer le lemme 6.1 de [P-W2] avec
m=p=Cy*Uy/c,q,6=C3*U,/D et c,, = 2, pour établir (3.21). Lorsque P est un
polynéme dont les coefficients p, sont des combinaisons linéaires -, p, ;¢;

avec la base définie dans le Section 3(4), on a
hWP) < h(1, &,,...,¢p) +log D+log l\/gx {Ipa}-
On obtient (3.20) par la propriété 3.15 et choix de 6. O
6. Extrapolation
PROPOSITION 3.22. On a pour

(t, s)eZ4*2,0<s<S et 0<t;<2T(A<i<d+1)

|DtF(su)— D{F(sw)| < exp(—c30C3/2Uy).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.22. Pour la fonction d’une
variable

f(z) = D§F(su+ sz(w—u))
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avec
(t, 5)eZ*2,0<s5<85,0<t;<2T (1 <i<d+1),
on applique la majoration

1f(0) — f()] < Max |f'(x)|.

0<sxx1

Donc le lemme 2.2, le lemme 2.3(i), la propriété 3.6, les estimations (3.3), (3.20) et
la proposition 3.14 montrent que I'on a

log Max |f(x)| < c3,(log [w—ull+C3?U,).

0sx<1
On obtient ’énoncé en utilisant ’hypothése 3.9. O

PROPOSITION 3.23. 11 existe un nombre réel c;, > 0 tel que pour (t,s)eZ**?,
Itf < Tet0<s <3S, on air

log|D{F(su)} < —c5,C3U,.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.23. On déduit de (3.21) et de
la proposition 3.22,

log|D{F(sw)| < —c33C3?U,
pour tout (t, s)eE.
Pour le cas non périodique, on fixe t; avec t; < T (1 <i<d+1) et on pose
f(2) = D{F (zw).
Pour le cas périodique, on fixe t; avec t; < T(1 <i<d) et on pose
f(z) = Di o --- o D{F(zw).
On a dans les deux cas, log|f“(s)| < —c3,C3?U, pourteZ,seZ,0<t<T; et
0<s<S,. Nous allons appliquer le lemme 3.5 de [H2] avec r =S, R = 16ES.
D’abord, I’'hypothése 3.9 jointe a (3.7) entraine |Zy<;<qB;.u;l <1 pour tout
1 <1 <t, donc grice a la propriété 3.6(vi), on en déduit avec le lemme 2.2, le

lemme 2.3(i), la proposition 3.14, la propriéte 3.6, les majorations (3.3), (3.20) et
les hypothéses (1.4), (1.5); log|f|r < ¢35C3/*U,. Ainsi le lemme 3.5 de [H2]
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fournit; log|f|, < —c36C3U,. En remarquant que l'on a |f(s)| <|f|,, pour
0 <5< S, on obtient "énoncé dans le cas non périodique. Pour le cas périodique,
on utilise les inégalités de Cauchy pour avoir
log|DtF(sw)| = log | f“a+1s)]
< c39(Tlog T + log|fl5,) < —c33C3U,,

en utilisant la propriété 3.6. On obtient I'’énoncé. O
7. Estimations arithmétiques

Nous présentons I'inégalité de la taille.

LEMME 3.24. Il existe un nombre réel c39 > 0 indépendant des paramétres
D, B, Vi,...,V,, E ayant la propriété suivante. Soit PeK[—] de
degrés < (L_,Ly,...,L,) et (P)<logH, H>e. On prend e,u, W comme
précédemment. Soient T, S des entiers >0, t,...,t;41, S des entiers =0 avec
[t|=t;+ - +1t3.1=T,0<s<S. On suppose que la fonction F = P(®) a un zéro en
su d’ordre exact T le long de W avec DL F(su) # 0. Alors on a

log| D! F(su)|
0
= —c39D{10g H+L_ logB+L_,log L"  + > Ljlogs
ji=—1

k
+T log T+T log Max(L}, L},..., L)+ Y L;S*log V,}.
i=1

DEMONSTRATION DU LEMME 3.24. On obtient I’énoncé par le méme
argument que celui du lemme 4.31 de [H2]. O

PROPOSITION 3.25. La fonction F que I’on a construite vérifie
D.F(su) =0 pour (t,s)eZ*% |tj<T,0<s<S.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.25. On change la base de W
avec les propositions 3.14 et 3.23 pour obtenir

log|DLF(su)| < c4oC3U, pour |t|<T,0<s<S.

On utilise le lemme 3.24 avec (3.20) et la propriété 3.6 jointe a I'inégalité U < U,
dans (3.3) pour avoir le résultat suivant: si DYF(su)#0 alors
log|DLF(su)| > —c,;C3?U,. On en déduit C, <c,, d’ou une contradiction.
Ceci démontre la proposition 3.25. O
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8. Lemme de zéros et conclusion

Le lemme suivant est une conséquence d’un théoréme de [P].

LEMME 3.26. S’il existe un polyndéme de C[P] de degrés <L, L),...,L}
S’annulant sur T'(S) avec multiplicité > T le long de W mais ne s’annulant pas
identiquement sur G, alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G' de G,
vérifiant Ty + W £ Ty, tel que ’on ait, en notant ¢ =dim W/W n Tg,:
T? card((T(S/(d +t + 1))+ G')/G")- H(G'; L® ..., L))
<cy3H(G; Ly, ..., L.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.26. Par le théoréme 2.1 de [P], il nous
reste 4 montrer Ty + W # T;. Supposons Tg + W = T;. Nous avons alors
o =r =1 en posant r = dim(G/G’), ainsi ce théoréme montre

(T—1)/(d+t+ 1)y card(T(S/(d+t+ 1))+ G)/G)
“H(G; L” o, ..., L) < cyH(G; L ,..., L.

Par ailleurs, la propriété 3.6 avec (3.3) entraine

H(G;L"_,,...,L:)<C <Max<1 U, ))
HG; L ,,...,L) ¥ "SlogE))

Comme card((T'(S/(d+t+ 1))+ G’)/G’) = 1, on obtient

T — 1 < ¢4 Max(1, Uy /(S log E)),
d’ou une contradiction avec la propriété 3.6(vi) ou (ix), en rappelant la définition
de C,. O
LEMME 3.27. Pour tout —1<i<k,ona L; > 1 cest-a-dire L = L,.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.27. D’aprés la proposition 3.25, il existe
un polynéme P non nul dans K[P] de degrés <(L_,,..., L) tel que la fonction
F = P(®) vérifie

D{F(su) =0 pour (t,s)eZ?*2 |t|]<T et 0<s<S. (3.28)
D’abord, on va montrer L_, > 1. Par définition de nos formes linéaires dans le

lemme 2.3, on a Tg_ NnW ={0}. Ainsi on obtient T; +W =T; car
dim T;_| = tetdim W = d + 1. Par conséquent, on peut compléter la base e de W
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en une base

’
€ =(€...,€541, €425 -->€a+r+1)

de T; par des éléments indépendants e;.,,...,€;4,4;€ Tz ,. Supposons
L_, =0. Alors le polynéme P ne dépend pas des variables associées 2 G _ ;. Ainsi
la fonction F s’annule a 'ordre T en su (0 < s < S) le long de T;; d’apres (3.28), en
considérant la base €’ au lieu de e. Le théoréme 2.1 de [P] fournit donc qu’un
sous-groupe algébrique connexe G” de G vérifie que

T" card(I'(S/(d +t+ 1)) + G")/G")H(G"; L’_,, ..., LY)
<c4 H(G; L y,..., L) avec r=dim(G/G").

D’autre part, la propriété 3.6(v) avec (3.3) montre

HG; L ,,...,L) . (Max<1 U, >>
HG, Ly, L) "Slog EJ)

De linégalité card((T'(S/(d+t+ 1))+ G")/G") > 1, on déduit

U
T — 1 < c49 Max <1, S logO E)

qui contredit la propriété 3.6(vi) ou (ix), dou L_, > 1.

La propriété 3.6(x) entraine L, > 1.

Ensuite, nous allons montrer L;>1 pour tout 1 <j <k Supposons
L,;y=-=L=0etL,>1,...,L,>1(0<m<k—1). Considérons le groupe
G[m]=G_, x --- x G, et notons d[m]=dim G[m], W[m] (resp. I'[m]) la pro-
jection de W (resp.T’) sur Tgy,;. Comme le polyndme P ne dépend pas des
variables associées & G,,.q,..., Gy, la fonction F s’annule a 'ordre T en su
(0<s<S8) le long de W[m] par (3.28). De nouveau le théoréme 2.1 de [P]
entraine qu’il existe un sous-groupe algébrique connexe G'[m] de G[m], distinct
de G[m] tel que

T4 card(T[m](S/d[m] + 1))+ G'[m])/G'[m])H(G'[m]; L",,...,L%)
<csoH(G[m]; L% 4,...,LY) ou g=dim W[m]/W[m]n Tgm-

La propriété 3.6(v) et (3.3) entrainent comme en haut;

dim(Gm)/G'[m])
T?'< c¢s; | Max { 1, Yo
*Slog E
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Ainsi la propriété 3.6(vi) ou (ix) implique ¢ <dim(G[m]/G'[m]), d’ou
Ty + W[m] # T, Posons

G =G [mM]xGpyy X XGy;

alors on a Ty + W # Tz. De plus comme W ~ W[m] @ (W n V) en notant
V=T, ® - ®Tg,ona

(Te + W)/ Tg: =~ (Tgrpmy+ WMD)/ T pmy-
Nous en déduisons

T° card(T(S/(d+t+ 1))+ G)/G)H(G'; L",,..., L))
<cs,HG; L y,...,L) ou oc=dimW/Wn T, (3.29)

d’apres I’égalité o = g et grace a la définition du symbole H(---) (cf. p. 362 de [P]).
Remarquons que le nombre

HG; L ,,...,LY)
HG; L ..., L)

ne dépend pas de L. ,,..., L. Alors on a

H(G; Lb—la"-,Ll':) =c H(G, Lb—la"'aL?m Lfn+1,"-,L£)
’ -5 ’ :
H(G; Lb—ly"sz) 3H(G7 Lb—l,“-’L?m Lfn+13"~,LI‘z)

(3.30)

Pour —1 <i<m, nous avons L’ < L} et cette inégalité jointe a la propriété 4.4
de [H2] implique

H(G;L“_l,...,L,’f)>C HG; L",,...,L> L}, ...,LH
HG; LY ,,....,LH” **H@G; L,,... L, L} ,.,..., L}

(3.31)

En combinant les estimations (3.29), (3.30), nous obtenons une contradiction
avec la propriété (3.4) jointe a I'inégalité (3.31). Par conséquent, ona L; > 1 pour
tout —1<i<k O

Nous allons compléter la démonstration du théoréme 1.1. La proposition 3.25
permet de vérifier les hypothéses du lemme 3.26. Griace au lemme 3.27, on a
L? < Lf (—1<i<k). La propriété 4.4 de [H2] avec L! < L¥ implique

H(G; L% ,,...,L) ., H(G; L ,,...,LY)
HG; LY ,...,L) " HG; L"y,...,LY)

(3.32)
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Le lemme 3.26 fournit

H(G; L"y,..., L)

T° card((T'(S)+ G)/G) <
(( ( ) )/ ) CSSH(G/; Lb_l,nleI:)

(3.33)

pour un sous-groupe algébrique connexe G’ de G, vérifiant Ty + W # T alors
on combine (3.32) et (3.33) pour avoir

H(G; L% ,,...,L}
H@G; LY ,,... LY

T? card(T'(S)+ G')/G') < ¢ (3:34)

D’autre part, d’aprés (3.4), on a

H(G; L% ,,...,L)H
HG; LY ..., L)

T card((T(S)+ G')/G') > ¢5,Co

qui entraine avec (3.34); C, < c¢sg, d’oul une contradiction avec la définition de
C,. Ceci termine la démonstration du théoréme 1.1.

4. Démonstration du théoréme 1.7 et remarques
1. Démonstration du théoréme 1.7
La démonstration de ce théoréme est la méme que celle du théoréme 1.1 sauf le

point suivant. Dans la démonstration de la proposition 3.2, on remplace les
majorations

(T#/U/)aﬂ .S }1/1
A0) < {CO(L‘*_ JUP- oy ST
par
(T#/Ur)d+ 1 }1/:
A0 < {CO(L*_ Jop oy SV

car I'(S) = {0}, ce qui donne la différence d’un facteur S, et donc avec le choix
Dlog V,= A; (1 <i<k), on raffine le nombre U,
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2. Remarques pour les articles [H2] et [P-W1]

D’abord, on corrige ici des erreurs de [H2].
(a) Page 404, ligne 6~7, il faut enlever “grace a I'hypothése Dlog V;> 1
(1 <i<k) dans (2.4)”, et on doit écrire pour I'estimation de la ligne 8:

log|#(v)| > —C,D****%(log B+log D)log log B+log D)*>*1.

(b) Page 417, ligne—10, il faut enlever “par définition du cas périodique” dans
la démonstration de la propriété 4.14.

Ensuite, on ajoute des corrections de [P-W1].

(c) La remarque 3.16 du Section 3 montre qu’il faut avoir U, > D? log(BV).
Ainsi il faut prendre le maximum de C- D? log(BV) et des estimations énoncées
dans tous les théorémes de [P-W1].

(d) En notant B un des coefficients des formes linéaires, on doit mettre |§| < B®
au lieu de || < BD dan les plusieurs endroits dans la démonstration de [P-W1],
pour la raison qui est expliquée au Section 6(2) de [H2].

(e) Dans la définition de d(w, Tg) de la page 328 de [P-W1], il faut écrire
ue Wn Tg au lieu de ue Tg. D’ailleurs la norme || n’est définie que sur W.
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