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Introduction

Dans [B3], Barlet calcule les coefficients associés aux termes singuliers, i.e. non
C® du développement asymptotique en s=0 des fonctions de type
F,(s)=[p-s¢ ou PeC[x,...,x,] est homogéne a singularité isolée,
seD = {seC; |s| < 1} et les ¢ sont des (n,n)-formes C* a support compact
convenablement choisies. Les coefficients associés aux termes singuliers en
s*s* log(ss), qui nous occupent ici, sont donnés en termes d’intégrales de périodes
sur le diviseur a l'infini de I'’hypersurface projective complétant la fibre de
Milnor de la singularité considérée. L’objet du présent travail est précisément
I’extension des résultats de [B3] au cas d’'un polyndme quasi-homogéne a
singularité isolée. La premiére difficulté provient du fait que la compactification
naturelle de la fibre de Milnor se réalise dans un espace projectif tordu qui est
toujours singulier. De plus, la compactification V de {P = 1}, ainsi que sa trace a
I'infini H, ne sont plus nécessairement lisses, mais néanmoins munies d’une
structure de V-variétés au sens de Steenbrink [St] i.e. une structure d’espaces
analytiques a singularités quotients. En exploitant alors la structure locale
explicite des V-variétés V et H, on construit un complexe de formes “quasi-C*”
adéquat. En utilisant ensuite des résultats de Grothendieck [G] sur les G-
faisceaux et la cohomologie G-équivariante, on établit la dégenérescence de la
suite spectrale:

E51 = H?(V, H4(Cvy)) = Hx(V, Cy).

Ces préalables mis en place, on résout notre probléme aprés avoir obtenu, dans
le cadre des V-variétés considérées, I'analogue de la suite exacte de Leray [L]

.~ H"(V, ©) » H?(V\H, C) » H*"'(H, C) » H**'(V, C)~---

Dans la seconde partie de ce travail on s’appuie sur les travaux de Dimca [D1]



108 M. El Amrani

et Dimiev [D2] pour donner une condition nécessaire et suffisante sur les poids
de P pour que V et H soient lisses, puis on indique comment le résultat principal
de [B3] s’étend de fagon simple.

1. Description des développements asymptotiques

DEFINITION 1. Un polynéme en x,..., X, est dit quasi-homogene (q.h.) de
type (4o, - - - » 4,) €(N*)"* ! et de degré § §°il s’écrit comme combinaison linéaire de

mondmes X --+ Xi" avec Y 1_¢ g;%; = 0.

REMARQUES. (a) Pour un tel polyndme P on a clairement:
VieC P(A¥x,,..., M x,) = A°P(xq, ..., X,).

De plus, si d = pged(qq,-..,q,), alors d divise § et P est q.h. de type

(2—0,...,%) et de degré g

On pourra donc toujours supposer que les poids sont premiers entre eux dans
leur ensemble. On dira alors que le type est réduit.

(b) Le type, méme réduit, n’est pas déterminé par la donnée du polynome et de
son degré; en effet xox; + x3 + x5 est q.h. de types (6, 6,4, 3) et (5, 7, 4, 3) (entre
autres) et degré 12. On a cependant le:

LEMME 1. Soit P q.h. de type (qo,.-.,q,) et de degré 3, admettant un point
critique isolé en 0. Alors il existe un unique (p,, ..., p,) tel que:

i=0,...,n

N>

P soit q.h. de type (Po, .- ->DPn) €L Pi =

Preuve. cf. Prop. p. 300 de [S].

REMARQUES. L’hypothése singularité isolée est essentielle. En effet,
x3 4+ x% + x,x3%4 est q.h. de degré 12 pour les types (4, 3,5,5,2) et (4,3,6,5,1)
(entre autres).

LEMME 2. Pour P q.h. de type (qq, - .-, q,) et de degré 3, on a
1 opP
iX;=— =20"P.
i=zo qlxl axi

Preuve. Evidente car immédiate pour un monome.
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Dans toute la suite P désignera un polynome q.h. de type (qo,.-.,q,) €t de
degré 6, admettant un point critique isolé en 0, et w la forme:

o= 3 (=1)gx;dxg A -+ AdX; A -+ A dx,.
i=0

LEMME 3. Sim est un autre polynome q.h. de type (qq, - . . , q,) et de degré A, on a:

A dP
dmw) = % 5 A mo ouq= Zo q;.

Preuve.

n

d(mw)=<z 2 dx>/\w+mda)

i=0

=A-mdxg A --- Adx, + g-mdxg A -+ A dx,.
Et

dPAa)=<Z g—f—dx)/\w=5-dxo/\u-/\dx,,.

i=0

REMARQUES. (a) Dans la pratique, m sera un élément d’'une base mondmiale
de I'algebre locale artinienne C{x,, ..., x,}/J(P) ou J(P) est I'idéal jacobien de P.

(b) Pour que mw représente une classe dans H"(P~!(s), C) invariante par la
monodromie il faut que

A + q = 0[4].

(c) Si(my), est une base de C{x,,..., x,}/J(P), avec m; q.h. de type (¢o, - - -, q,)
et de degré d,, alors (P~ “@*4%y, o), est une base horizontale multiforme du
fibré de Gauss-Manin. On sait alors que (cf. [B2]: thm 1 bis, p. 119) le C[[s, 5]]-
module des développements asymptotiques est engendré par 1 et les germes en 0
des intégrales:

Fip(s) = f Py A mye @
P=s

ou p est C* a support compact dans C"*?! valant 1 prés de 0.
Par ailleurs les sections horizontales multiformes décrites plus haut pour
lesquelles d,, + q = O[] sont uniformes et représentent donc des vecteurs
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propres pour la valeur propre 1 de la monodromie. Ce sont de telles sections qui
nous occuperont dans ce travail.

PROPOSITION 1. Sim et m’ sont q.h. de type (q,, . . ., q,) et de degrés respectifs
det d tels que d + g = 0[] et d' + q = O[], alors:

F(s) = f pmw A Mo
P=s

admet un unique terme non C* dans son développement asymptotique en s = 0 et il
est du type:

A(m, m’)s¥+495@ + DB og(s5).

Preuve. Soit |s|*"s's"(Log ssy un terme singulier dans ce développement et
considérons la transformée de Mellin M(z) de s'5' F(s):

M(z) = J |s|?2s"5'F(s)ds A ds.
c
Les calculs qui vont suivre seront valables pour Re z > 0; Fubini donne:
M(z) = f p|P|?*P" P'mw A Mo A dP A dP
Cn+l
=(=1y J p|P|**P"P'dP A mw A dP A mo.
Cn+l
Et le lemme 3 pour m donne:
4 2zpl'+1pl AP ~ e
M) =(-1)—— p|P|**P" 1P d(mw) A dP A m'w
d+ q Jer+t
5 ) -
=(=1)— P|**P"*1P'd[mw A dP A mw].
il I i [ ]
Par Stokes, on a:
+1 4 2zpl’' +1pl AP A il
M@z =(-1)"" —— d(p|P|**P" " 'PY A mw A dP A Mo
d+4q Jo
=(_1)n+13-6!-_q L"“ [P|2*P"*1P'dp A mw A dP A mw

o . zpl' pl g
F(—1)t (z+l+1)‘[ p|P|**P"'P'dP A mw A dP A mw.
( ) a-'l-q 1
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Ainsi:

o d+gqg
' — | M
+q<z+l+l+ 5 ) (2)

—(_1y+1 0 2zpl’'+1pl AD A il
=(—1) a:—qLﬂﬂlPl P"*'P'dp A mw A dP A M.

Or dp = 0 au voisinage de 0 et P submersive en dehors de 0 permet de montrer a
travers une partition de I'unité que le terme de droite est la transformée de
Mellin d’'une fonction C* en s = 0, donc ne posséde que des pdles simples et aux
entiers <O0. Par ailleurs le terme [s|*"s's"(Log(s5))’ de F aura une contribution
méromorphe dans M(z) du type [1/(z +r + [+ I' + 1)’**]. Ceci montre déja
quej < 1.

Et sij = 0, alors

r+l+1l4+1eN=reZ=r=0.

Et sij = 1, alors

r+l+l’+1=l’+1+¥=r+l=d—;q—=rel=r=0
et
l_d+q
Y

On montre que I' = (d' + q)/6 en dirigeant le calcul sur m'.

REMARQUE. Sid + q # 0[6] oud’' + q # 0[d] alors F(s) est C* prés de 0. En
effet:

LEMME 4. Si m et m' sont q.h. de type (qo,-..,q,) et de degrés d et d

respectivement, alors F(s) = [p_,pmw A m'w vérifie:

F(2°-s5) = 24" 979 9F(s) modulo Cg&y.

Preuve. Fixons 1eC* et faisons le changement de variables x; = A%y,,
i=0,...,n dans l'intégrale. La quasi-homogénéité de degré g de w donne:

F(s) = Adta}d'+a J pamo A Mo
J-P=s
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Oﬁ PA(,VO, st yn) = p(lqoyo, R )‘q"yn)' D’Oﬁ:

F(A?-s) — A4+a]4 +aF(s) = p4+ajd +a J (P, — p)mo A Mo,

P=s

avec un terme de droite C® en s =0 car p, — p est nulle prés de 0 et P est
submersive en dehors de 0.

2. Compactifications et modéles locaux explicites

Notons diag(a,, . .., a,) la matrice diagonale (nx 1) x(n + 1) (a;;) avec a; = a;,
i=0,...,n Notons e(x) le complexe exp(2ina). Désignons par G le sous-groupe
de PGL(n + 1, C) formé des éléments du type:

diag(e(ﬁ),...,e<&>>, B:=0,...,q; — 1.
do qn

DEFINITION 2. On appelle espace projectif tordu de type Q, = (qos- - - » 4n)s
noté P(Q,), le quotient P*(C)/G. Il y a une autre description de P(Q,) qui nous
sera utile:

Soit ~ la relation d’equivalence dans (C"*!)*:(xo,...,X,) ~ (X, ..., X,)<
31eC*tg:x; = M%x;i=0,..., n.

11 existe un diagramme commutatif:
(€ Y+ L ,pr_=, P"/G
¢ W
(C"+ 1)* LN (Cn+1)*/~
ou p, m, r sont les projections naturelles, @(xo,...,X,) = (x§,...,x%), et

Y(classe[x,, ..., x,]) = classe(x¥’, ..., x2), il est assez immédiat de vérifier que Y
est bien définie et que c’est un isomorphisme.

Il ' y a un autre espace projectif qui nous intéressera, c’est P(Q,.;) ou
Qu+1=(qos--->qs 1). On notera encore r:(C"*%)* —» (C"*2)*/~ la projection
naturelle correspondante. Pour i =0,...,n + 1 fixé, soit r; la composée de r
avec l'injection:

C"+1 — Cn+2

(60,--'961'—1’ 5i+15--~96n+1)'—)(€05'-'aCi—ls 19 éi+1"",én+1)
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Appelons M; limage r(C"*!). Un examen rapide de ~ montre que
M; = C"*1/G,, ou G; le sous-groupe cyclique de GL(n + 1, C) engendré par

y; = diag (e (q—o), e, (q'—_l>, e(ﬁﬂ>, ...,e <q,,+1)> (en convenant que
q; q; qi qi

dn+1 = 1). En conclusion G,,, =1et M,,, = C"*'. D'ou:

LEMME 5. P(Q, ) réalise une compactification de C*** par Padjonction d’un

“hyperplan a infini” noté P*(Q, . ,) isomorphe a P(Q,).

Posons P'(xg,-..,Xu1+1) = P(Xgy..., X)) — X2, ,etpouri=0,...,n+ 1:

Pli(&O’""éi—l’ fi+1""9én+1) = P,(éO’“'séi—l’ 1’ §i+15"~76n+1)'
Soient V= {P' =0} c P(Q,;,) et # =V P2Q,. ),

Ui={P;=0}cC"™, i=0,..,n+1,
Ki;=Un{&+ =0}, i=0,...,n

Alors U; et K; sont stables par G;, d’ou:
I/i:=ri(Ui)=Ui/Gis i:09--"n+1;
H;:=r(K)=K,;/G;, i=0,...,n.

(Vdo<i<n+1 €t (H)o<i<, constituent des recouvrements ouverts de V et #
respectivement. On a donc le:

LEMME 6. V réalise une compactification de hypersurface de C*** donnée par
P =1, par Padjonction de # a linfini.

Le fait important pour la suite est que les U; et K; sont lisses. En effet:

OP;
aé'=0,k;éietP§=0=»é,,+1=P=0(etdonci;én+1)

k
et

oP

=0 .

0x;, ’ ki

. oP . \ . e . 1, .
Mais Euler :>a— = 0, aussi, par hypothése de singularité isolée on aurait dans
Xi

C**Y &y Eimtu 1, &b gy s E4) = 0. Ce qui est absurde.
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DEFINITION 3. Une V-varié¢té de dimension n est un espace analytique
localement isomorphe au quotient d’une variété lisse de dimension n par ’action
d’un groupe fini d’automorphismes.

Nous avons ainsi prouvé la:

PROPOSITION 2. P(Q, 1), P(Q,), V et # sont des V-variétés de dimensions
n+1, n, n, n — 1 respectivement.

REMARQUE: On aurait pu espérer une description plus simple de V et J#,
Cest-a-dire avoir des modéles globaux a travers m: P"*!(C) —» P(Q,. ;), comme
c’est le cas pour P(Q,. ) et P(Q,). Ceci n’est pas possible, comme le montre
exemple suivant: P(x,, X, X,) = x3x; + xi + x3, ou avec les notations pré-
cédentes, on a:

V = {[Xo, X1, X2, Xx3]1€P(3, 6, 4, 1); P(xq, Xy, X;) = x3%}
'V =4 = {[yo, ¥, ¥2» y31€P*(C); y§y5 + yi? + 3% = y3?}

U est stable par G, V = /G, mais % se trouve singulier au point [1,0,0,0] de
P3(C).
3. Résultats de Leray pour le couple (V, 5¢)
OnaV, ;:=V.nV,=V,;=r(U;; =r;(U;,) ou
Uij= {Cor. s licts Eivrr s Cur)EU, & # 0}, i #j.
Pour S = {zeC*; (z/|z)* # 2a — 1}, a = 0, 1, soit
Uij= {(éo, conbion iy G el, éjeS?}

et Vi; =r(U3))
Alors U¢; est stable par G; et on a:

Ui = U0 Ui,
I/i.j= ngu V,l‘] et Vf"’= U:’/G,,a=o, 1

Notons I;{,- le morphisme:

a n+1
Uii—-C

(Cos-sCim1> Cittrevns Env1) —’(éj—q(’/quo, s éj_(qi_llqj)ii— 15 éj_(qi/qj), éj_(q"l/‘mgn 10

éj‘(‘lj—l/qj) éj— > fj_ (qj+ l/Qj)éj+ ey éj_ (n+ 1/qj)§"+ 1)
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ou &; (149 est définie par une détermination du log sur S?. Le morphisme 74, est
a valeurs dans Uj; car:

P}(I?,i(éo" -'9éi—1, éi+15“-5én+1)) = éjf(ﬁ/Qj)P;(éo"‘ ©s éi*l’ €i+l7" i) én+1)

et

é}_—(qa/qj) qj éj —qi 1

R == #—:20—1, a=0,1.

Ifj (q./qf)| (|§1| 2a — 1 ?
I;{i est équivariante sous les actions de G; et G;. En fait il est facile de vérifier que
sur chaque composante connexe de U?; on a: 49,0y, = y¥° 1%, ou keN. 1%, est
clairement un isomorphisme d’inverse 4{; (avec le bon choix de log). Il s’ensuit
des isomorphismes: A5;:V¢; 5 V4, tels que (49)”' = A¢;. Par ailleurs pour
Upt =U2;nU}; on a UP' =A4;;UB;; ou A;; et B;; correspondent aux
“secteurs” A et B de S*'! = SY N S, avec

A= {ZGC*; 0 < “argz” < E}
et

B = S%N\A.

On peut choisir les déterminations du log sur S? et S} de fagon que les &; (1/4?
correspondantes coincident sur B et s’¢changent par la multiplication par
e(—1/q;) sur A. 1l Sensuit un diagramme commutatif:

e, = =1€eG;

Ug,ll jii U?",l '))ll‘?‘i(B,‘j) j
7 l / ou

U9y Migya,) = 7€ Gj

En conséquence les A5;:V{; > V4, a=0, 1 se recollent et définissent des
isomorphismes 4;;: V; ; = V;; vérifiant:

® Jjiok=1y,

[ ] ),i,kollk,jolj,ile-' Oﬁ I/ljk=I/ImI/]mI/k

sJs

Cette derniére propriété découle du fait que pour un bon choix des déter-
minations du log on a:

a a a
S Aok = 1y a=0,1,
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ou

{(é b Eivnens G €U U, (‘“‘) ey )(5)“}
l]k 05+-+95i—15 bi+1>--->5n+1 :k’ |§k| Iél

Soit maintenanti = 0,...,n + 1, %; 'un des complexes de faisceaux sur U, &y,
Qy., €y, (logK), Qp,(ogK), &y, (xK)) et Qu, (+K;). Sur V; nous definissons les
complexes de faisceaux:

W — F; (W)= F50 ' (W) = {peFr "(W), ye) = ¢}

Les 4;;: V; ;- V;; permettent de définir des isomorphismes 9“:97' iy, — g ilv.
tels que:

105 = 1y,

i 0hjo0;; = lﬁHVu,h
Ceci est clair: 6;; agit sur une section ¢ au travers de Z:{ j
(A3 )% Filue, > (48 )4(F jlus) par équivariance de ce dernier et invariance de .
Ces faits permettent alors de définir des complexes de faisceaux par recollement
des Z;

DEFINITION 4. Nous noterons &y, Qy, &y(log#), Qy(log #), é’v(*%),

QV(*JK) les complexes de faisceaux sur V obtenus par recollement des é”U_ va
&y logK)), Oy (log K)), &y, (xK)), Qy,(+K ), respectivement.

PROPOSITION 3. Les fléches naturelles suivantes sont des quasi-isomor-
phismes:

Cy - Qy
L
&y

Qy(log #) - Qy(*H) - Rj, (Qv\»)
l ) l
Ev(log H#) = Ey(xH) = Rj, (Ev\x) = ju(Evix)

ou j: # o V est linclusion.

Preuve. Nous ne ferons la démonstration que pour I'une des fléches du
triangle; pour les autres fléches, les arguments sont semblables (cf. aussi la
démonstration du corollaire suivant).

La question est d’ordre local. On peut donc remplacer V par V;: Soit donc
¢.€6Y, ., dp, =0. Soit W voisinage ouvert de x et gped&p (W) telle que:
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(@)x = @, et dp =0. ¢ est donc localement constante sur r; !{(W), et par
conséquent constante puisqu’invariante par G;.

Soit p > 1, ¢, €6, , dp, = 0. Soit W voisinage ouvert de x, p € £} (W) tels
que: (¢), = ¢, et dp = 0. Par ouverture de r;, on peut supposer que I'une des
composantes connexes A, de r; ' (W), est un voisinage ouvert contractile de I'un
des points de la fibre r; '(x), les autres composantes étant les 4, =y~ 1(4,),
1> 2. Le lemme de Poincaré appliqué a A, donne y,e&% '(4,) telle que
dy; = @l,,. Alors ¥,:= (y} ~Y*(y,) vérifie dy, = ¢|,,, par invariance de ¢.

Si ye&y; 1(r7 '(W)) est définie par y|,, =y, on a dy = @, Yy &R, (W) et
dY)x = (9)x = @

COROLLAIRE 1.

0 sik#2
H%(Cy) =
H' (Cy) {Q” s
Preuve. Le triangle:

RT »(Cv) - Cy

NS

Rj * (QV\X)

montre qu’il suffit de prouver que:

0 sik#0,1
R, (Cy\#) =4Cxr sik=1
Cy sik=0.

Or Cy\ » = v\ » €st un quasi-isomorphisme, et v, » est fin par lissite de V\s#.
Ainsi Rj,(Cv\x#) = Rjx(Ev\») = jx(Ev\x) Soit x€H, 0, €j, (P #)x» dpx = 0.
Soit W voisinage de x dans V;, ¢ € &}, (W\#) tels que: (¢), = ¢, et dp = 0. On
peut supposer que les composantes connexes (4,);»; de r;” }(W) sont telles que:
A; et A;nK,; contractiles et A, =y"%(4,), [=2. Si p>2, il existe
Y65 (A,\K) telle que dy,; =ol,\x. Et pour y définie par:
Wik, =G )W), 122, on a yedP(W\K) et dy =g, dou
(W)€l B ) et d), = 0.

Si p=0, ¢ est localement constante or 4, \ K; est connexe, donc ¢ est
constante par invariance.

Par ailleurs (d&, . /&, + ) est invariante par G; et définit alors un morphisme:

p:C > H(W\#, C)

[d§n+l :|
c—-c| =222
S
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pour tout ouvert W < V.

11 suffit de montrer que c’est un isomorphisme pour W convenable. Prenons
W tel que: r; (W) = 11,5, 4,, A, = i~ *(4,), 4, contractile, A, N K; connexe. Si
p(c) =0, il existe Y&y, (W\H), Ay = c(d&y+1/En+1)- Or [dé,s1/80+1]=0
dans H'(4,\K;,C) et donc ¢ = 0.

Si a = [¢] est la classe dans H(W\J#, C) d’une forme ¢ € &y (W\H), ¢l4,\k,
représente une classe dans H(4,\K;, C). Ainsi, il existe Y, € £9.(4,\K}), ceC
tq:

dén +1

én+l

Olapk, =¢ + dy;.

Et pour ¥ définie par: Y|4\ x, = (y! ~)*(y,) on a:

Ye&d (W\H)et o =c %@ + dy = a = p(c).

n+1

COROLLAIRE 2. On a la longue suite exacte de Leray:

. HP(V, C) > HP(V\#) 2= HP~ (¢, C) —» HPYY(V, C)— -
De plus:

HP(V\S#, C) = HP([(V, £y(x#))) = HP(T(V, &y(log H#))).

Preuve. La premiére assertion découle de la dégénérescence de la suite
spectrale:

E3* = HY(V, H%(Cv)) = H% "(V, Cy).
La deuxiéme assertion vient de ce que les deux complexes &y (*#) et &y (log #)
sont des résolutions de Rj,(Cv\»), qui sont fines, car une partition de I'unité

dans &Y est évidemment constructible (par compacité de V) en se ramenant a des
manipulations locales.

REMARQUE. Les résultats du corollaire 2 sont obtenus par Danilov et
Khovanskii ([D-K], p. 289) dans le cadre plus général des variétés toriques.

4. Résultat principal

Soit A = ppecm(gy, . - . , 4,), €t posons, pour tout R > 0:

B, R) = {(xo,...,x,,)eC"“; .Zo |x;|2479 < R“}.
=
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THEOREME 1. Soient m et m’ deux polynomes q.h. de type (o, - - - » ) de degrés
respectifs kd — q, k'8 — q avec k, k' dans N*. Alors le coefficient de s*s* log(ss)
dans le développement asymptotique en s = 0 de Pintégrale

mw A m'o

1
F@s) == j
(2in)" Jp=s)nB0.1)

vaut
(- s
W Trace(Res[mw] U Res[m'w])

on UH"Y#, C)xH" Y(#,C)-H™" *(#,C) est le cup-produit et
Trace: H*"~%(#, C) — C est lintégration sur .

Preuve. Nous pouvons nous restreindre a s > 0. Le changement de variables
x; = s%/%-y; dans I'intégrale donne:

k+k’

 Qiny LP: 1A B(O,s™ )

mw A m'o.

F(s)

OF T(xgy -+ X1 1) = Xns 1|2(Z "0 |x;124/) 14 est bien définie sur V, comme on
le voit immédiatement.
Alors T,:= {classe de (X, - -, Xp+1); T(Xo,---»Xa41) < €7}, O &:

k+k L
F(s) = —— mw A mw
(s (2im)" _[V\TAl/a

et on se raméne ainsi a chercher le terme en loge? “dans” 'intégrale:

1 —
i mw A mao.
(217[) _[V\n

Il est évident que moly et moly sont dans T (V, Q4 (x5¢)) et
d(mwly) = d(m'w|y) = 0. Elles définissent donc des classes [mw] et [m'w] dans
H"(V\s#, C). Le corollaire 2 de la proposition 3, fournit:

6, & dans I'(V, &%(log X)), n, 0 dans T(V, &% ()

telles que:

mo=0+dy et mo=0+dy.
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Ainsi

moAmo =0A0 +d(=1)'0A7F +nA@ +dif)) =0 A F + do.
Soit (6,),c4 une partition de I'unité dans &V (cf. preuve du corollaire 2 de la
proposition 3) subordonnée a un recouvrement fini (W,),., plus fin que le
recouvrement (V) de V. Si y: A — {0,...,n + 1} est une fonction de raffinement,

nous noterons simplement i 'image y(«). Alors:

mwA%=Zaa0Af7+Zd(aa¢)

acd acA

d’ou

! j mo Amo =Y LE+ Y J,6
nT,

(2i7[)n acA acA

avec, d’une part:

1 g ! y
L,(s)=.—,,I ”“OA()/:'—”[ ot
Q@in)" Jw1, @ Ju,
) _
= . Uaoi A 9;
(2ln)ani| \I‘Ui\Ti.z

ou 0; = r¥(@ly), 6 = r¥(@ly), T, = {T; < &%}

et

-1/A
T}(ﬁo, e 61’-19 éi+ j ERRE) én+ 1) = |§n+1|2 : <1 + Z |éj|2(A/qj)> 5

J#i

et d’autre part

1 1
J ) = —— d(o,0) =
«(€) Qiny fv\n (0,9) iy L\n d(o,9)

—————l J d(o,0,) ———il
= . \n : aPi) = . \n 0 Pi
Qiny1G] Juan, 2% T @inylGl Jon, ©°

ou ¢; = r¥(o|V).

d
én+1 + ‘//i, 0: — p: A d§n+1

+ i
€n+1 §n+1 !

0;=p; A
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avec py, pi, Y et ;e T(U,, ).
Dans [B3], les propositions 2 et 3 permettent d’affirmer que le coefficient en
log &? vaut:

0 pour les J,(¢)
et

(—1y~

m . P N P; pour les I,(g).

Comme les p;|g, pilk, sont invariants per G; on conclut en remarquant que:

Y. 0a(pi A pilx, = res(6) A res(6))

acA

ou res: &y(log #)|» — [ —1] est lapplication “résidu de Leray”, dont la
définition et les propriétés se décrivent comme dans le cas lisse.

5. Caractérisation des cas q.h. lisses et résultats correspondants

(a) Caractérisation des cas tordus lisses

DEFINITION. Si pour @, réduit les g; sont premiers entre eux n a n, on dit que
Q, est normalisé.

Partant de @, = (g, - - - , q,) réduit et utilisant les techniques de [De], on sait
fabriquer @, = (4o, - - - , ¢,) normalisé et tel que P(Q;,) est isomorphe a P(Q,). Soit
donc Q, normalisé, et notons P, (Q,) le lieu singulier de I'espace analytique
complexe normal P(Q,). Dimca et Dimiev donnent dans [D1] une description
précise de cet ensemble analytique, a savoir:

PROPOSITION (4 [D1], p. 236).
Psing(Qn) = {Z € P(q01 e qn); ngd{qb lEI(Z)} > 1}

ou I(z) = {je[0,n]; z; # 0}

A présent, soit X un sous-schéma de P(Q,) défini par une équation P = 0 ou
PeC[z,,...,z,] est q.h. de type Q,, et soit C(X) le quasi-cOne affine au-dessus
de X.

DEFINITION. On dira que X est quasi-lisse (relativement au plongement
X o P(Q,)) si C(X) est lisse en dehors du sommet.

LEMME 7. Soit feC|z,,...,z,] q.h. de type Q, et de degré o, admettant une
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singularité isolée a lorigine. Alors hypersurface d’équation

f(ZO’-~~’Zn)_Zz+l =0

dans P(Q, , ,) est quasi-lisse.
Preuve. 1l s’agit de vérifier que I’hypersurface d’équation

f(ZOa--'azn)_Zg+l =

dans C"*2 n’admet que l'origine comme point singulier. Mais ceci résulte du fait
que f ne dépend pas de z,,, et admet 'origine comme unique point singulier.

DEFINITION. Soit V une hypersurface quasi-lisse de P qui ne soit contenue
dans aucun hyperplan H;: z; = 0, et telle que dim¢cV > 2. On dira que V est en
position générale relativement a P, si:

codimy(V N Pg,,) > 2.

Cela étant, a tout nombre premier p, associons les entiers suivants:

mip) = card{ie[0, iJ; plq;}
k(p) = 1 si p|6 et =0 sinon
q(p) = m — m(p) + k(p)

PROPOSITION 5. Le lieu singulier Pg,, de tout projectif tordu P de type
normalisé (4o, .. .,qs, 1) est strictement contenu dans P*. De plus si V est une
hypersurface quasi-lisse de P, en position générale par rapport a P, et si H est sa
trace sur P, alors V;,, est contenu dans H.

Preuve. Un point z de P(Q,, ) est singulier ssi pgcd{q;;iel(z)} > 1. Il est
donc clair qu’une condition nécessaire pour que z soit singulier est que z,,, ; = 0.
La premiére inclusion annoncée est donc établie, et le fait qu’elle soit stricte
résulte de la normalité de P. La seconde assertion découle de la premicre et de la
Prop. 8 de [D2].

LEMME 8. Pour Q, normalisé on a: Py, (Q,) = P3,.(Q,+ 1)
Preuve. Les espaces analytiques P(Q,) et P*(Q, . {) sont isomorphes.

PROPOSITION 6. Soit f €[z,,...,z,] q.h. de type normalisé Q,, de degré o et
admettant une singularité isolée en 0. Soit V I'hypersurface de P(Q,, . ,) donnée par
f(zos---»2,) — 2541 = 0. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que la
trace H de V sur P*(Q, . ) soit en position générale par rapport a Py, (Q,) est
quil n’existe pas de nombre premier p tel que lon ait m(p)=n—1 et

k(p) =0(n = 2).
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Preuve. La condition est suffisante puisque m(p)=n— 1 et k(p)=0=
qu(p) = 1. Elle est également nécessaire. En effet, supposons d’abord que p divise
5, on obtient alors gg(p)=n+1—m(p), or m(p) <n—1 vu que @, est
normalisé. Si maintenant on suppose m(p) < n — 2, on a clairement g4(p) > 3.

REMARQUE. Dans P(2, 2, 3, 1) 'hypersurface quasi-lisse H donnée par:
@+ D23+ (@ + 2z, + 23 +253=0

n’est pas en position générale par rapport a P, (2, 2, 3, 1). Cependant on sait
d’aprés Dimca (cf. [D1], Prop. 8) que si dimcH > 3, alors H est en position
générale par rapport au lieu singulier de 'ambiant, ou alors H est isomorphe a
un espace projectif tordu.

PROPOSITION 7. Si Q, est normalisé et H en position générale par rapport a
Psing(Qn)s alors

Vsing = Hsing .

Preuve. Compte tenu du lemme 8, on a:

l-lsing = H N Psing(Qn) = H N P.:iong(Qn+ 1)
= V N Pw(Qn+ 1) N P;?ng(QtH- 1) = V N P:iong(Qn+ 1) = Vsing'

Nous donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante sur les poids
dos - - - » 4 pour que 'hypersurface H de P(Q,) soit lisse.

PROPOSITION 8. Soit H une hypersurface quasi-lisse de P(Q,), d’équation
P =0 et en position générale par rapport a Pg,,(Q,). Alors H est lisse si et
seulement si son quasi-cone est défini dans C"*' par une équation de la forme
B + C =0, ou B est un polynome de Brieskorn-Pham en toutes les variables de
poids > 1 et ou C est un polynome tel que P = B + C soit q.h. de type Q, avec
pgcd(q;, q;) = 1 Vi # j, admettant un point critique isolé a lorigine.

Preuve. La condition est suffisante. En effet, le type Q, est alors manifestement
normalisé et le lieu singulier de P(Q,) est exclusivement constitué des points
bases 6; = (0,...,0,2;,0,...,0) avec z; # 0 et g; > 1. Comme H est supposé en
position générale par rapport a Pg,,(Q,), on a Hy,, = HNP;,.(Q,), et comme
par hypothése le mondme z3’ («; > 2) figure effectivement dans B on aura ¢; dans
H seulement si z; est non nul, ce qui prouve bien que Hy;,, est vide. Montrons
maintenant que la condition annoncée est nécessaire. Sachant que
P..(Q,) = Y,P[p] ou P[p] = {zeP(Q,); plg; Vie I{z)}, et quitte & renuméroter
les coordonnées on peut supposer: P[p] = {zeP(Q,); plg; Vie[0,k] et
Zxy 1 = - = z, = 0}. L’hypothése de lissité signifie ici que la trace de H sur toute
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composante irréductible P[p] de P, (Q,) est vide, ce qui implique 'une ou
l'autre des deux conditions suivantes:

(i) Le polynéme complexe P(zq, ..., 2, 0,...,0) n’admet pas de racine.
(ii) Les racines de P(z,..., 2, 0,...,0) ne définissent pas de point de H, i.e. la
seule racine possible est 0.

La condition (i) étant absurde, on voit que 'hypothése de lissité implique la
seconde condition qui n’est évidemment remplie que si et seulement si, d’'une
part k=0, i.e. pged(g;,q;) =1 Vi #j dans [0,n], et d’autre par le monéme
z&(ap = 2) apparait effectivement dans I'équation de H. Ceci achéve la preuve de
la proposition.

COROLLAIRE 1. Sous les hypothéses de la proposition 7,V est également lisse.
Preuve. Conséquence immédiate de la proposition 6 dont les hypothéses sont
ici vérifiées.
COROLLAIRE 2. Si P=Q + Az; (AeC¥*) avec Q€[zg,...,2,-1] (n=2)
homogeéne de degré 8, admettant une singularité isolée en 0, et tel que a divise 0,
alors V et H sont lisses.
Preuve. Les hypothéses de la proposition sont vérifiees puisque P est alors
q.h. de type (1,..., 1, /a) et admet une singularité isolée a I’origine.
Plagons-nous maintenant dans les hypothéeses de la proposition 8 et sup-
posons H lisse. On sait alors que V est aussi lisse, et que tous les poids de P
divisent le degré 6. Dans ces conditions on peut voir facilement que si 'on
considére:

n 1/
B(0, R) = {ZGC"“; (Z |zj|26/4f) < R2}
o= Zn:(_-l)jqdeO/\"'/\dZvi/\ .../\dzn
j=o

m un polynéme q.h. de type Q,, de degré ¢ alors pour s voisin de 0, la fonction

F(s) = J‘ mw A mow
(P=5)nB(O,1)

admet un développement asymptotique de la forme:
F(s) = A(m, m)s|*log(s3) + C[[s, 511

ou la constante A(m, m) est exactement celle fournie par le résultat central de
[B3]. La démonstration est une adaptation assez immédiate de la version
homogeéne.
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REMARQUE. La résultat ci-dessus permet de “calculer” un grand nombre
d’exemples. Entre autres:

23 4 2023 + 2923 + ez3z3 VeeC

28 + 23 4+ 22 + Az3z2 (423 + 27 #0)

ainsi que tous les exemples de la forme: P(z,...,z,) + Az4,, (AeC,a> 1)ou P
est homogéne avec une singularité isolée en 0, de degré divisible par a.
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