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Introduction

Soit F: Cr+1, 0 - C, 0, une fonction holomorphe ayant une singularité isolée
en 0. Bernstein [1] a montré qu’il existe un opérateur différentiel analytique
à coefficients polynomiaux en s et un polynôme non nul B ~ C[s] tels que

PFs+1 1 = BFS (*)

, Le générateur unitaire de l’ideal des B ~ C[s] pour lesquels il existe P

vérifiant (*) est appellé le polynôme de Bernstein-Sato de F et est noté b. Il
est facile de voir que b est divisible par (s + 1). On note b = b/(s + 1). Les
racines de b sont des nombres rationnels.
Dans cet article, nous nous proposons d’étudier le comportement du

polynôme de Bernstein lors des déformations à ,u-constant de A’ + yb avec
(a, b) = 1. 

L’ensemble des racines du polynôme de Bernstein de Xa + yb est

On sait [8] que toute déformation à ,u-constant de X’ + Y’ peut s’écrire sous
la forme

où

et
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Il y a exactement JJI éléments de E qui ne sont pas nécessairement racines
du polynôme de Bernstein de F. Ce sont les

Notons 03B2’j = 03B1j - 1, j E J.
Nous définissons une matrice, notée Mb, carrée, à JJI lignes et colonnes qui

possède la propriété suivante: le nombre rationnel 03B2’j est racine du polynôme
de Bernstein de F, si et seulement si la j-ième colonne de Mb est non nulle.
Les coefficients de Mb sont des polynômes de Q[uj]j~J que nous calculons
explicitement.
Nous pouvons déduire de ceci différents résultats:

Tout d’abord, la conjecture de Yano est vraie pour la série caractéristique
(a, b). En effet, tous les f3;,j E J sont racines de b presque partout, (pour tous
les u = (uj) E Cj qui n’appartiennent pas à un nombre fini d’hypersurfaces).
Le Dung Trang m’a fait remarquer que l’on a un résultat plus fort: il existe
une stratification de Ci que l’on peut écrire explicitement dans chaque cas,
dont les strates sont à b constant.

En utilisant la théorie de la structure de Hodge mixte sur la cohomologie
evanescente, Steenbrink [5] a défini, y nombres rationnels, appellés les

exposants de F. Ces exposants sont constants lors d’une déformation à

J.1-constant de F. Pour F(X, Y) - Xa + yb + 03A3uj Xpl,jYp2,J, l’ensemble des
exposants est l’ensemble E. Le fait que seuls les ocj ne soient pas nécessaire-
ment racines de b, peut se déduire du théorème d’Ehlers-Lo.

Notons (9 = C{x1, ..., xr+1} l’anneau des séries convergentes à r + 1

variables et 03A9r+1 l’espace des (r + 1 )-formes différentielles à coefficients
dans (0. Notons encore G = Q,+I/dF A d03A9r-1, ô, la connexion de Gauss-
Manin, et G = 03A3i0 (t~t)iG. On sait d’après Kashiwara et Malgrange, que
b est le polynôme minimal de Ott sur G/tG. On peut montrer que dim G/G
est égal au nombre des ocj qui ne sont pas racines de b. Nous déduisons donc
de nos résultats, le calcul de dim G/G. Nous pouvons aussi donner une
base explicite de G/G. En effet, on sait, d’aprés M. Saïto, que si l’on définit
VI = xp1,jyp2,j dx dy alors G/G = ECvj, la sommation étant prise sur tous
les j, tels que oc, ne soit pas racine de b.

Laudal et Pfister [4] ont aussi défini une matrice carrée à JJI lignes et
colonnes, notée Nt , dont le rang est égal à J.1 - r, où T désigne le nombre
de Tjurina. Nous comparons les matrices Mb et N03C4, mais leur lien est encore
mystérieux.
Nous calculons, comme exemple, la déformation à J.1-constant de

Xn+ 1 + yn et nous faisons le calcul de Mb et N, dans ce cas. Nous en
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déduisons, en particulier, que

dim ÙIG = (n - 2)(n - 3)/2

si et seulement si, pour tout i, 1  1 % n - 3

où (x)y = x(x + 1) (x + 2) ... (x + y - 1).
Pour calculer les racines des polynômes de Bernstein, nous calculons

directement les pôles et les résidus de certaines intégrales réelles. Il est

remarquable de constater que des intégrales réelles suffisent, dans ce cas,
pour déterminer toutes les racines de b.

Ces résultats se généralisent aux déformations à ,u-constant des courbes
non dégénérées dont les exposants de la monodromie sont tous distincts, et
des hypersurfaces de Fermat à exposants premiers entre eux deux à deux.

I. Etude de la déformation à p-constant de Xa + Yb, (a, b) = 1

1. Rappels sur le calcul des racines du polynome de Bernstein de F

Nous utilisons ici, les idées de [2] et [9].
Soit c un nombre réel tel que F(x, y) soit strictement positif pour tout

(x, y) E [0, c]2 - {0, 0}. Nous considérons l’intégrale, pour (m1, m2 ) E N*2

En appliquant la méthode de [9], II, p 41 et [2], IV.3 p 42, on peut trouver
les pôles de I0(F, (ml , m2 )) (s).
En écrivant l’équation fonctionnelle qui définit le polynôme de Bernstein,

et en intégrant par partie, on obtient

où K(s) est une somme d’intégrales simples dont les pôles sont dans un
ensemble N c {k/a, k E Z} ~ {k/b, k E Z}.
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On en déduit, que si un nombre rationnel q, n’appartenant pas à N est pôle
d’une intégrale I0(F, (ml , m2)) (s) et si quelque soit (ml , m2’), q + 1 n’est
jamais pôle de I0(F, (m’1, m’2)) (s) alors q est racine de b.

La fonction 10 (F, (ml , m2)) (s) admet un pôle pour s = - (ml la + m2/b).
Il existe donc toujours une fonction Io (F, (ml , m2 )) (s) qui a un pôle pour
s = - oc,, j c- J.
Donc s’il existe une fonction I0(F, (ml , m2)) (s) qui admet un pôle

pour s = - 03B2’j, alors -03B2’j est racine de b. Si maintenant aucune fonction
I0(F, (ml , m2 )) (s) n’admet de pôle pour s = - 03B2’j, alors - aj est racine de b.

Rappelons enfin que le résidu de la fonction I0(F, (ml , m2)) (s) pour
s = - 03B2j est égal à

où k = 03B2jab - m1b - m2a

2. Définition de la matrice Mb

Pour définir la matrice Mb, nous devons faire trois remarques.
Nous remarquons tout d’abord que seules les fonctions Io (F, (ml , m2 )) (s)

avec ml - a - pi, j 
- 1 et m2 = b - P2,j - 1 pour j E J, peuvent avoir

des pôles pour s = - 03B2’j, j E J. Nous avons donc exactement JJI fonctions
lo (F, (m1, m2 )) (s) qui peuvent avoir des pôles pour s = - 03B2j, j ~ J.
Nous pouvons associer à 03B2’j et (ml, m2 ) un couple (aj,m1,m2, bj,mB,m2) E N*2

tel que 1  aj,m1,m2  a et 1  bj,m1,m2  b et tel que le résidu pour s = - f3i
de I0(F, (ml , m2 )) (s) s’écrive sous le forme

où Pj,m1,m2 (u) est un polynôme de Q[uj]j~J. Pour démontrer ceci, il suffit de
démontrer que

pour toutes suites d’entiers (03B4l) et (b;) telles que 03A303B4l(l + 1) = k et

03A303B4’l(l + 1) = k. On apl,,/a + p2,l/b = 1 + (l + 1)/ab. Donc
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et

Le résultat s’en déduit immédiatement compte tenu du fait que (a, b) = 1.
Nous pouvons enfin remarquer que le couple (aj,ml,m2’ bj,m1,m2) défini

précedemment, ne depend pas de (m, , m2). Pour démontrer ce resultat, il
suffit de remarquer que

et

pour toutes suites (£5,) et (03B4’l) telles que 03A303B4l(l + 1) = k et L£5;(1 + 1) = k’
où k et k’ sont définis par 13; - mi la - M2/b = k/ab et 03B2’j - m’1,/a -
m’2/b = k’/ab. Le résultat se déduit immédiatement du fait que l’on a

On peut résumer ces résultats dans la proposition suivante:

PROPOSITION I

i) Pour tout j ~ J, il existe (aj, bj) ~ N*2 tels que 1  aj  a et 1  bj  b
et pour tout ( j, MI m2) E J X N*2, il existe P,ml,m2 E Q[Xl]l~J tel que le
résidu de Io (F, (ml , m2)) (s) pour s = - 03B2’j soit égal à

ii) Le polynôme Ij,ml,m2 est nul, si

iii) Le polynôme Pi,-l,m2 est quasi-homogène de degré k = 03B2’j ab - ml b - m2a
lorsque l’on attribue aux indéterminées XI, le poids (1 + 1).

Nous pouvons maintenant définir la matrice Mb. Nous indiçons les colonnes
de Mb dans l’ensemble J et les lignes de Mb dans l’ensemble B = {(a -
Pl,j 

- 1, b - P2,j - 1), j E J} ordonné suivant les j-décroissants.
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DEFINITION

PROPOSITION 2. Le nombre rationnel - 13;, j E J est racine du polynôme de
Bernstein de F, si et seulement si la j-ieme colonne de Mb ést non nulle.

EXEMPLE. Etude de la déformation à J1 constant de X6 + y7

Si U1 ~ 0 et U2 =1= 0 et u3 ~ 2 7 u21, alors b a pour racines - 15 42, - 15 42, - 17 42,
- 22 42, - 23 42, - 29 42. On le note bo et on note E0 = C6 - ul - 0} u
u2 = 0) U {u3 = 2 7 u21}). .

Fig. 1.



297

On fait maintenant la liste des polynômes de Bernstein en donnant leurs
racines qui ne sont pas des exposants et on donne ensuite les espaces
Ei c C6 pour lesquels b = bi.

On a
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Les Ei décrivent la stratification pour b; On a aussi la stratification pour dim
G/G.

On vérifie aussi que les coefficients de b sont semi-continus inférieurement

au sens de Zariski.

3. Définition de la matrice N,

Considérons l’application de Kodaïra-Spencer
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On note L le noyau de cette application. On obtient un système de généra-
teurs de L de la façon suivante: on écrit, pour (ml , m2 ) E N*2

On définit pour (m1, m2 ) E N*2

Alors {~m1,m2|(m1, m2 ) E N*2} forme un système de générateurs de L.
On définit une graduation sur Der C[u] en posant:

On note L+ = {~ E L| deg ô &#x3E; 0}. Alors, LI est un C-espace vectoriel de
dimension finie égale ày - r. La matrice de Laudal-Pfister est la matrice
suivante

C’est une matrice à JJI lignes et colonnes qui possède la propriété suivante:
Le rang de N, est égal à Il - r.

EXEMPLE. Pour la déformation à Il constant de x6 + y7, on a

Ecrivons une base de G/G:
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Dans l’exemple que nous étudions, nous avons

et si

et par exemeple si

II. Etude de la déformation de Xn+1 + y"

La déformation à J1 constant de Xn+ 1 + yn s’écrit

On écrit
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1. Calcul de Mb

Nous allons montrer la proposition suivante:

PROPOSITION 3. On peut décomposer Mb en blocs

chaque M;.,v étant une matrice à À lignes et n - 2 - v colonnes

où

Preuve. Les coefficients de la matrice M.,, sont donnés par les résidus des
fonctions I0(F, (ml , m2)) (s) pour m, + M2 = Â + 1 pour

Pour calculer les coefficients de la matrice M1v, 1  v  n - 3, on cherche
le résidu de Io(F, (1, 1)) (s) pour s - 03B2’i+(v-1)(n+1), 1  i  n - 2 - v

Res
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On obtient donc

Pour calculer la matrice M03BB,v, v &#x3E; 03BB, on regarde le résidu de I0(F, 03BB -
03C3 + 1, a)) (s) pour s = - f3:+(v-l)(n+l), 1  i  n - 2 - v

Res
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Donc

On remarque que la matrice M03BB,03BB s’obtient à partir de la matrice M03BB-1,03BB- 1 en
supprimant la dernière colonne et en ajoutant comme première ligne

De la forme de la matrice Mb, on peut tirer les conséquences suivantes.

PROPOSITION 4. Si l’èlèment en a-ième ligne et i-ième colonne de la matrice Mv,v
est non nul, alors - 03B2’i+k(n-1) est racine de b si v - 03C3  k  n - 3 - i.

PROPOSITION 5. On a

si et seulement si, pour tout i, 1  i  n - 3, on a
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2. Calcul de la matrice N,

Nous allons montrer la propoposition suivante:

PROPOSITION 6. On peut décomposer Nt en blocs

chaque N).,v étant une matrice à À lignes et n - 2 - v colonnes

où

Preuve. Nous notons I = (oF/oX, ~F/~Y) C[X, Y, u]. Pour calculer N1,v,
1  v  n - 3, nous devons écrire

Or, nous avons

Donc
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Pour calculer N2,v, v  2, nous devons calculer XF et YF mod I.
On a

Or

Donc
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Donc

En particulier

On remarque que N2, s’obtient à partir de N1,v-1 en supprimant la dernière
colonne et en ajoutant une première ligne.

Ecrivons

Nous allons montrer que pour 

Par définition

Donc
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Donc les 03BB - 1 dernières lignes de la matrice 7V, s’obtiennent à partir des
(03BB - 1) lignes de la matrice N03BB-1,03BB-1 en supprimant la denière colonne. Il

nous reste à calculer la première ligne de N03BB,v. On a

Donc

Donc

En particulier, on a

La proposition est démontrée.

Nous pouvons tirer de la forme de la matrice N, les conséquences suivantes:
- Si n est pair, nou notons N’03C4 = N(n_2)/2,(n-2)/2
- Si n est impair, nous notons N’03C4 la matrice extraite de N(n-3)/2,(n-3)/2 en

supprimant la dernière colonne.
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PROPOSITION 7. On a Il - ! = (n - 2)2/4 si n est pair (resp. 03BC - 03C4 =
(n - 1) (n - 3)/4 si n est impair) si et seulement si le déterminant de N’03C4 est
non nul.

On remarque que cette condition ne dépend que de u1, ... , un-3. La

matrice NT permet de déterminer explicitement les strates à i-constant.

3. Comparaison des matrices Mb et N,

Nous allons noter Cb la matrice

chaque C;.,v étant une matrice à 03BB lignes et n - 2 - v colonnes

où

Nous notons aussi Cb = C(n-2)/2,(n-2)/2 si n pair et si n est impair, nous notons
Cb la matrice extraite de C(n-3)/2,(n-3)/2 en supprimant la dernière colonne.
Nous allons montrer le résultat suivant:

PROPOSITION 8. Le déterminant de Cb est nul si et seulement si le déterminant
de N, est nul.

Nous en déduisons:

PROPOSITION 9. Si T est minimum, alors le rang de Cb est J1 - r.

Nous démontrons la Proposition 8. Notons



309

Alors la i-ième colonne de la matrice Mb est de la forme

où n" = (n - 2)/2 si n est pair et n’ = (n - 3)/2 si n est impair. La i-ième
colonne de la matrice N2 est de la forme

où

Rk,1 = 0 pour tout k Rk,2 = (n - k + 1)/(n + 1) uk-1B1 pour k &#x3E; 1,

R1,2 = 0. On a posé Bk = b1,1k,k pour simplifier les notations. On définit les
polynômes Sk par
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Nous allons montrer que pour tout 03C3, 0  6  n’ - 1, il existe des poly-
nômes T03C3j, tels que

Vérifions tout d’abord la formule pour a = n’ - 1. On a

On montre que

On a

Pour 0" = n’ - 2, on a

On a
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Pour 0" = n’ - 1, on calcule

On a

Donc
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Or

et

Donc

Mais

On a donc bien démontré que pour tout u, 0  03C3  n’ - 1, il existe des

polynômes T03C3j, tels que

On a

La Proposition 8 s’en déduit.
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