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§0 Introduction

Soit k un corps local p-adique, c’est-à-dire une extension finie du
corps Qp des nombres p-adiques. Etant donnée une extension

galoisienne finie Klk, de groupe de Galois G, on sait que l’étude du
G-module K’ peut se ramener à l’étude du ZpG-module EK, où EK est
le groupe des unités principales de K’ ([2b], §2).
Dans le cas modérément ramifié (e.g. si p ne divise pas l’ordre de

G), ce problème a été étudié et résolu par de nombreux auteurs (pour
un compte-rendu et une description détaillés, voir par exemple [12],
[22]). Pour étudier le cas sauvagement ramifié, on se ramène à

l’hypothèse où G est un p-groupe. Il est alors plus commode, et aussi
plus naturel, de remplacer EK par le ZpG-module A(K) =
lim K xI Kxpn. Par le corps de classes, A(K) est isomorphe au groupe
de Galois de la pro-p-extension abélienne maximale de K. On ne
connaît encore que des résultats partiels sur A(K) (voir notamment
[2], [3], [14], [32]), qu’on peut résumer comme suit:
- si le corps k est régulier, i.e. ne contient pas de racine primitive pi ème
de l’unité, il résulte d’un théorème de Safarevic que le ZpG-module
A(K) est projectivement équivalent à R d6, le module des pro-relations
minimal de G (voir définitions au § 1).
- si k est irrégulier, i.e, contient les racines pi èmes de l’unité, la

situation est beaucoup plus compliquée. D’après un résultat de

Jannsen et Wingberg ([14]), deux cas, et deux seulement, peuvent se
présenter:

(a) le cas totalement irrégulier, où A(K) est projectivement
équivalent à un ZpG-module indécomposable.
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(b) le cas quasi-régulier, où A(K) est projectivement équivalent à
la somme directe de Rabd et d’un ZpG-module indécomposable.

L’objet de ce travail est d’étudier d’une façon extensive le cas

quasi-régulier. De façon assez surprenante (théorème principal, §2),
ce cas est relié à un problème de plongement, plus précisément au
problème de la factorisation d’un groupe de Demuskin à travers un
pro-p-groupe libre, dont l’étude a été initiée par J. Sonn ([27]) dans le
cas où G est abélien. Il en résulte une extension de la théorie

d’Iwasawa pour les corps locaux (§8), où les Zp-extensions sont

remplacées par les Fd-extensions (Fd est un pro-p-groupe libre à d
générateurs) et l’algèbre d’Iwasawa à une variable est remplacée par
l’algèbre de Magnus à d variables. Une tentative de globalisation est
faite au §9, en liaison avec la conjecture de Leopoldt. Enfin, F.

Laubie ([17]) donnera une application à l’étude de la ramification dans
les groupes de Lie p-adiques.

§ 1 Préliminaires algébriques

Dans toute la suite, on adoptera les notations et les conventions
suivantes: p est un nombre premier, Zp est l’anneau des entiers

p-adiques, Fp est le corps Z/p. Un p-groupe est un groupe fini dont
l’ordre est une puissance de p. Un pro-p-groupe est une limite

projective de p-groupes. Pour tout pro-p-groupe H, le rang d (H) de
H est le nombre minimal de générateurs; il est égal à dim H’ (H, Fp).
Sauf mention expresse du contraire, tous les pro-p-groupes con-

sidérés seront supposés de rang fini.

1.1 Module des pro-relations

Nous reprenons d’abord quelques définitions de [20]. Soit G un

p-groupe fixé, de rang d. Une présentation libre de G est une suite
exacte 1 - Rn ~ Fi G - 1, où Fn est un pro-p-groupe libre de rang n
(n ~ d) et Rn un sous-groupe normal de Fn. L’entier n est le rang de la
présentation libre. Si nous ne voulons pas préciser ce rang, nous
écrirons simplement F et R au lieu de Fn et Rn. Une présentation
libre de G est dite minimale si son rang est égal au rang de G. Le
ZpG-module Rab = R/[R, R] est appelé module des pro-relations de
G.

Si la présentation est minimale, le module est appelé minimal, et
noté Rabd. La classe de cohomologie x ~ H2(G, Rab) associée à

l’extension 1 ~ Rab ~ F/[R, R] ~ G ~ 1 est appelée classe caractéris-
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tique. A équivalence projective près, les notions précédentes ne
dépendent pas de la présentation libre choisie de G. Plus précisément:

THÉORÈME 1: Soit G un p-groupe de rang d. Pour tout entier n ~ d,
on a un isomorphisme de ZpG-modules Rabn ~ Rabd x (ZpG)n-d. Le
ZpG-module R db est indécomposable.

PREUVE: voir [20]. Les modules de pro-relations de G peuvent être
caractérisés de façon purement cohomologique. D’abord, rappelons
un résultat de formation de classes:

PROPOSITION 1: (Kawada) Soit H un pro-p-groupe. Pour tout sous-

groupe ouvert U de H, posons A(U) = UI[U, U]. Les conditions

suivantes sont équivalentes :
(i) la dimension cohomologique stricte de H est 2 (H est "malléa-

ble" dans la terminologie de [9]).
(ii) pour tout couple de sous-groupes ouverts V a U, on a : H’(UI V,

A(V)) = 0, H2( UI V, A(V))  Z (U : V) et est engendré par la classe
de cohomologie de l’extension 1 ~ A(V) - U/[V, V] ~ U/V ~ 1.

(iii) pour tout couple de sous-groupes ouverts V  U, le transfert
induit un isomorphisme A(U)  (A(V))U/V.

(iv) pour tout couple de sous-groupes ouverts V a U, pour tout
n E Z, on a un isomorphisme n-2 (U/V, Z)  n(U/V, A(V)) obtenu
par cup-produit avec la classe de H2(U/V, A(V)) associée à l’exten-
sion 1 ~ A(V) ~ U/[V,V] ~ U/V ~ 1.

PREUVE: pour les équivalences (i) ~ (ii) ~ (iii), voir [9], 2-3.

L’équivalence (ii) ~ (iv) est un résultat bien connu de Tate

([29]). Q.E.D.
Un pro-p-groupe libre, ou un groupe de Demuskin, vérifient les

conditions précédentes.

PROPOSITION 2: Soit G un p-groupe fixé.
Pour tout ZpG-module, A de type fini, les conditions suivantes sont

équivalentes :
(i) A est isomorphe à un module de pro-relations de G.
(ii) A est Zp-libre, et pour tout sous-groupe H de G, on a:

H’(H, A) = 0, H2(H,A)  Z/(H:1) et la restriction H 2(G, A) -
H2(H, A) est surjective.

PREUVE: Un module de pro-relations est évidemment sans Zp-
torsion. De plus, un pro-p-groupe libre est de dimension cohomolo-
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gique stricte égale à 2, et (i) ~ (ii) d’après la proposition 1. Pour

(ii) ~ (i), voir [14], Korollar 1-8. Q.E.D.
On peut aussi décrire complètement les modules de pro-relations de

G par générateurs et relations: voir [2], pour G abélien, et [32] pour le
cas général.

1.2 Catégorie d’extensions

Nous allons adapter à la situation qui nous occupe la théorie

générale des catégories d’extensions ([8], §9). Soit toujours G un
p-groupe. Soit ModG la catégorie des ZpG-modules de type fini.
Introduisons deux autres catégories associées à la catégorie ModG.

1.2.1 La catégorie %
Par définition, c’est la catégorie des objets de ModG qui sont

H2(G, .) pointés. Plus précisément, les objets de % sont les couples
(A, E), où A ~ ModG et E E H2(G, A). Un morphisme à : (A,,E)
(B, q) est un morphisme de ZpG-modules a : A - B tel que a*(e) = 11,
où 03B1* = H2(G, 03B1). On vérifie sans difficulté que a est un épimor-
phisme (resp. un monomorphisme) si et seulement si a est un

honomorphisme surjectif (resp. injectif). La somme de deux objets
est définie par:

où

Chacun des objets intervenant dans la somme sera appelé facteur
direct de la somme.

La proposition suivante est essentielle pour la suite:

PROPOSITION 3: Soient 1 ~ R ~ F ~ G ~ 1 une présentation libre de
G, et X la classe caractéristique associée à l’extension 1 ~ Rab ~

F/[R, R] ~ G ~ 1. L’objet (Rab, X) est un objet projectif de la catégorie
G.

PREUVE: Rappelons que dans une catégorie, un objet P est dit

projectif si tout diagramme , où a est un épimor-

phisme, peut être complété par un morphisme j3 : P - Ai (en pointillé).
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En fait, il résulte immédiatement de la propriété universelle du

pro-p-groupe libre que (R ab, X) est un objet libre de G, en en sens
évident ([8], 9-5). La projectivité en résulte. Q.E.D.

COROLLAIRE: Soit un épimorphisme (A, ~) ~ (Rab, ~). Alors (A,e)
est isomorphe à une somme (R ab EB B, (X, 0)).

PREUVE: Soit a l’homomorphisme surjectif A ~ Rab sous-jacent, et
soit B = Ker a. Par la projectivité de (R ab, X), ill existe une suite

exacte 0 ~ Rab  A  B ~ 0 telle que 03B2*(~) = ~, où 03B2* = H2(G, 03B2).
On en déduit la suite exacte de cohomologie: ... ~
H2(G, Rab)  H2(G, A) 2; H2(G, B) ~ .., d’où y*(E) = 03B3*03B2*(~) = o.

Q.E.D.

1.2.2. La catégorie G
C’est la sous-catégorie pleine de G dont les objets sont les couples

(A, ~) tels que l’extension 1 ~ A ~ E ~ G ~ 1 associée à e vérifie

d(E) = d(G). Autrement dit, A est contenu dans le sous-groupe de
Frattini (topologique) de E.

PROPOSITION 4: Soit toujours G un p -groupe de rang d.
Soit (A, e) un objet de G. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
(i) (A, e) est un objet de F.
(ii) (A, e) est une image épimorphique de (R dd, X).
(iii) tout morphisme (B, ~) ~ (A, e) est un épimorphisme.
(iv) si (A, ~) ~ (B, 0) est un épimorphisme, alors B = 0.

PREUVE: L’équivalence (1) ~ (ii) est évidente.
(i) ~ (iv): soit (A,~)~(B,0) un épimorphisme. Sur les extensions de
groupes associées cela veut dire qu’on a un diagramme commutatif:

où et T sont des homomorphismes surjectifs. Comme H est une
extension scindée (produit semi-direct), on a d(H) &#x3E; d(G) si B ~ 0:

contradiction avec la surjectivité de T.
(iv) ~ (iii): soit eX: (A1, ~1) ~ (A, e) un morphisme. Soit C = Im a, où

a est l’homomorphisme sous-jacent. La suite exacte de ZpG-modules
0 ~ C  A  A/C  0 donne la suite exacte de cohomologie ... ~
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H2(G, C)  H2(G, A)  H’(G, A/ C) ~... Comme eEIm(3* par

hypothèse, on a y*(e)=0. Donc y induit un morphisme :(A,~) ~
(AIC, 0). D’après (iv), on a alors A/C = 0 et A = C, ce qui montre que
eX est un épimorphisme.

(iii) ~ (ii): d’après la propriété universelle du pro-p-groupe libre

(voir démonstration de la proposition 3), (A, e) est une image épi-
morphique d’un objet de la forme (R ab, X). Mais d’après le théorème
1, (Rabd, ~) est facteur direct de (R ab X). Donc il existe un morphisme
(R db, ~) ~ (A, ~), qui est un épimorphisme d’après (iii). Q.E.D.
En langage des catégories, la proposition 4, (ii) signifie simplement

que (R db, X) est un recouvrement projectif de F.

REMARQUE 1: Soit q une puissance de p. Tous les résultats de ce
paragraphe restent valables en remplaçant Zp par Zlq. Les nouveaux
objets seront notés avec un indice (q): par exemple, Rabd(q) =
R db Q9 Zlq, X(q) est la classe caractéristique associée, etc...

§2 Structure de A(K), énoncé du théorème principal

Revenons à l’arithmétique. Soit k une extension de degré fini n de

Op. Nous ferons les conventions suivantes: une p-extension (resp.
une pro-p-extension) de k est une extension galoisienne dont le

groupe de Galois est un p-groupe (resp. un pro-p-groupe); le groupe
de Galois de la pro-p-extension maximale k(p) de k sera noté Gk(p).
Pour tout entier n ~ 1, soit 03BCpm le groupe des racines p’"-ièmes de
l’unité. Posons lip- = U m ILpm, et ILk = lip- n k . L’ordre de ILk est appelé
indice d’irrégularité de k. Le corps k est dit régulier si ILk = (1),
irrégulier sinon.

Soit K/k une p-extension, de groupe de Galois G, fixée une fois
pour toutes. On pose d = d(G). On se propose d’étudier le ZpG-
module A(K) = 1 m KX /Kxpm.

2.1. Le cas régulier

Dans ce cas, d’après un résultat de Safarevic ([24]), le groupe Gk(p)
est un pro-p-groupe libre Fn+1 de rang (n + 1).

THÉORÈME 2: Si k est régulier, on a un isomorphisme de ZpG-
modules.
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PREUVE: Par le corps de classes, A(K) est isomorphe au groupe de
Galois de la pro-p-extension abélienne maximale de K, et ce dernier
groupe, d’après le résultat de Safarevic ([24]) est isomorphe à Rabn+1. Il
n’y a plus qu’à appliquer le théorème 1. Q.E.D.
Comme on sait décrire explicitement R db par générateurs et rela-

tions ([32]), le problème est donc résolu dans le cas régulier.

2.2. Le cas irrégulier

Dans ce cas, Gk(p) est un groupe de Demuskin ([5]) et la structure
de A(K) est beaucoup plus compliquée. Rappelons le théorème de
Jannsen-Wingberg ([14]).

THÉORÈME 3: Supposons k irrégulier. Soit 6=1 si ILK C NK/k (K ")
K xP, 0 sinon. Soit t la dimension du radical de H1(G, Fp) pour le
symbole de Hilbert d’ordre p. Alors :

(i) soit A(K)  N  (ZpG)n+2-(d+t)-03B4, où N est un lpG-module in-
décomposable, isomorphe à (Rdb x (lpG)t+8)/lpG.

(ii) soit A(K)  R:t x M x (ZpG)n+2-2d-03B4, où M est un lpG-module
indécomposable, isomorphe à (ZpG)d+03B4/ZpG.
Dans le cas (i), on dira que l’extension K/k est de type totalement

irrégulier; dans le cas (ii), de type quasi-régulier (voir justification
plus loin).

REMARQUE 2: Les ZpG-modules Rabd et A(K) ont même

cohomologie (d’après la proposition 1 par exemple). Il en résulte que
si l’extension K/k est de type quasi-régulier, le ZpG-module M est
cohomologiquement trivial. Par ailleurs, M contient la Zp-torsion de
A(K) i.e. ILK.

2.3. Le cas quasi-régulier

Le résultat principal de cet article est le théorème suivant, qui
caractérise en termes de problème de plongement une extension de
type quasi-régulier.

THÉORÈME 4: Rappelons que n = [k : Qp], G = Gal(K/k), d = d(G).
Supposons k irrégulier. Soit q l’indice d’irrégularité de K. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes.

(1) l’extension K/k est de type quasi-régulier.
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(2) le problème de plongement où Dn+2 est le

groupe de Demuskin de rang (n + 2) et Fd le pro-p-groupe libre de

rang d, possède une solution.
(3) tout problème de plongement 1 ~ N ~ E ~ G = Gal(K/k) ~ 1, où

N est un p-groupe tel que d(E) = d(G), possède une solution.
(4) tout problème de plongement 1 ~ A - E ~ G = Gal(K/k) ~ 1, où

A est un p -groupe abélien tel que d(E) = d(G), possède une solution.
(5) l’inclusion 03BCK ~ K  induit un homomorphisme H2(G, JIK)

H2(G, KX) qui est nul.
(6) JIK est contenu dans un sous -module cohomologiquement trivial de

A(K).
(7) (R db, X) est facteur direct de (A(k), u), où X est la classe

caractéristique, et u la classe fondamentale de la théorie du corps de
classes local.

(8) (Rabd(q), X(q) est facteur direct de (K /K q, u(q)), où u(q) est
l’image par H2(G, K ) ~ H2(G, K /K q) de la classe fondamentale.
Des cas particuliers seront examinés plus loin. La démonstration

(qui n’est pas courte) se fera par étapes dans les paragraphes
suivants. Mais tirons d’abord quelques conséquences immédiates.
Nous convenons d’appeler Fd-extension de k une extension

galoisienne de k dont le groupe de Galois est isomorphe au pro-p-
groupe libre à d générateurs. Pour d = 1, on retrouve la notion de

Zp-extension au sens d’Iwasawa ([11]).

COROLLAIRE 1: (on rappelle que d = d(Gal(K/k)).
Pour que l’extension Klk soit de type quasi-régulier, il faut et il suffit

qu’elle se plonge dans une Fd-extension.

PREUVE: ce n’est qu’une autre formulation de la propriété 2).

REMARQUE 3: Il n’est pas vrai que pour un corps k quelconque, les
propriétés (2) et (3) sont équivalentes. Supposons par exemple que k
est un corps de nombres algébriques. On sait (en liaison avec la

conjecture de Leopoldt) qu’il existe des extensions K/k cycliques de
degré p t.q. K/k se plonge, pour tout entier m, dans une surextension
cyclique de degré pu, mais Klk ne se plonge pas dans une Zp-
extension. Par exemple, k = Q(li,), p irrégulier, où k =

Q(V - 3, V83), p = 3 (voir ([16]).

COROLLAIRE 2: (Comparer à [21], p. 83).



93

Soit K/k une p-extension cyclique de corps locaux p-adiques irrég-
uliers. Pour que Klk se plonge dans une Zp-extension, il faut et il suffit
que ilk C NKik(K’).

PREUVE: Si G est cyclique, H2(G, btK) = 03BCk/NK/k(03BCK) et

H2(G, K ) = k /NK/k(K ). Il suffit alors d’appliquer l’équivalence
(2) ~ (5). Q.E.D.
Pour d’autres relations avec la théorie d’Iwasawa, voir le §8.

COROLLAIRE 3: Soit Klk une p-extension de type quasi-régulier.
Soit M/k une sous-extension galoisienne, contenue dans K. Alors les
extensions M/k et K/M sont de type quasi-régulier.

PREUVE: On a di = d(Gal(M/k)) ~ d = d(Gal(K/k)). Comme Klk se
plonge dans une Fd-extension, il est clair que M/k se plonge dans une

Fdt-extension.
Soit d2 = d(Gal(KIM)). On a une suite exacte 1 ~ Rd - Fd ~ G ~ 1

et, en désignant par F, l’image réciproque de Gal(K/M) dans Fd, une
suite exacte 1 ~ Rd ~ Fe ~ Gal(K/M) ~ 1. Un sous-groupe fermé d’un
pro-p-groupe libre étant libre, il est alors clair que KI M se plonge
dans une Fd2-extension. Q.E.D.

COROLLAIRE 4: Supposons que l’extension Klk est la translatée

d’une extension Ko/ko de corps locaux réguliers (par exemple, k ~

k0(03BCq) et K = K0(03BCq)). Alors Klk est de type quasi-régulier.

PREUVE: Comme ko est régulier, le groupe G,(p) est un pro-p-
groupe libre. Il en résulte immédiatement que Kolko se plonge dans
une Fd-extension. Par translation, il en est de même de K/k. Q.E.D.
Ce résultat justifie l’appellation de "quasi-régulier".

COROLLAIRE 5: Supposons l’extension Klk totalement ramifiée.
Alors il existe une extension translatée Kllkl que est de type quasi-
régulier.

PREUVE: Soit k, une extension non ramifiée de k et soit K1 =
k1 · K. Comme toute extension non ramifiée s’obtient en ajoutant des
racines de l’unité d’ordre premier à p, on a ILKt = ILK. D’autre part, on
a un diagramme commutatif,
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où inv est l’invariant (injectif) du corps de classes local et la flèche
verticale g est la multiplication par le degré [kl : k]. Comme

H2(G, 03BCK) est d’exposant q, on peut choisir kt de façon que [k1 : k] ~
0 (mod q) et annuler ainsi la flèche fi. Q.E.D.
Ce résultat sera utilisé dans [17].

§3 Équivalence des conditions (2) à (5), problème de plongement

Dans toute cette section, Klk est une p-extension de corps locaux
p-adiques, et G = Gal(K/k). Faisons quelques rappels sur le problème
de plongement, mais uniquement dans le cadre qui nous occupe,
c’est-à-dire essentiellement les pro-p-extensions.

3.1. Problème de plongement dont le noyau est un pro-p-groupe

Soit une extension de groupes 1 ~ N ~ E ~ G ~ 1 dont le noyau N

est un pro-p-groupe. On appelle problème de plongement 1 - N -
E-G = Gal(K/k) ~ 1 le problème de trouver une surextension

galoisienne de corps Llk, contenant K, telle que le diagramme suivant
soit commutatif:

Si le noyau N est abélien, l’extension de groupes 1 ~ N ~ E ~ G ~ 1
est décrite par une classes de cocycles E E H2(G, N). Dans ce cas, on
notera (Klk, N, E) le problème de plongement précédent.
Une autre façon commode de présenter le problème est de con

sidérer le triangle suivant:

où 03C3 est la surjection canonique. Résoudre le problème de plonge-
ment, c’est trouver un homomorphisme surjectif T qui rende le

triangle commutatif.
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Suivant la commodité, on emploiera l’une ou l’autre des trois

f ormulations précédentes.

REMARQUE 4: Il est d’usage, dans l’étude du problème de plonge-
ment, de considérer les solutions faibles et les solutions fortes.
Une solution faible (resp. forte) est une solution qui est une algèbre

galoisienne (resp. un corps qui est une extension galoisienne). Dans le
triangle commutatif précédent, une solution faible (resp. forte) cor-
respond à un homomorphisme T non forcément surjectif (resp. sur-

jectif). Nous ne considérerons que des solutions fortes. De toute

façon, dans l’hypothèse d (E) = d (G), il n’y a pas d’ambiguité pos-
sible, car l’existence d’une solution faible entraîne alors l’existence
d’une solution forte d’après la proposition 4, (iii).

3.2. Cas d’un noyau fini

Le problème se ramène à des noyaux cycliques d’après le résultat
suivant:

THÉORÈME 5: (Demuskin-Saf arevic-Lur’e).
Soit Klk une p-extension de corps locaux p-adiques, de groupe de

Galois G. Soit 1 ~ N ~ E ~ G ~ 1 une extension de groupes où le

noyau N est un p-groupe tel que d(E) = d(G). Soit E E H2(G, Nab) la
classe de cohomologie associée à l’extension 1 ~ Nab ~ E/[N, NI
G ~ 1.

Les conditions suivantes sont équivalents :
(i) le problème de plongement 1 ~ N - E ~ G = Gal(K/k) ~ 1 pos-

sède une solution.

(ii) le problème de plongement (Klk, Nab, E) possède une solution.
(iii) pour tout caractère cp E Homa(Nab, K’), on a ~*(E) = 0, où

~* = H2(G, ~).

Dans le cas d’un noyau abélien, ce théorème a été démontré par
Demuskin et Safarevic ([6]; pour une démonstration cohomologique
utilisant la dualité locale, voir [24]). Il a été étendu au cas d’un noyau
non abélien par B.B. Lur’e ([18]).

3.3. Passage à un noyau infini

On pourrait dire qu’on "passe à la limite" sur les noyaux finis, mais il
faut prendre quelques précautions (voir remarque 3).
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PROPOSITION 5: Soit N = lim Ni, où les Ni sont des p-groupes.
Soit (P ) 1 ~ N ~ E ~ G = Gal(K/k) ~ 1 un problème de plongement
qui est limite projective (en un sens évident) d’une suite de problèmes
de plongement (Pi) 1 ~ Ni ~ Ei ~ G = Gal(K/k) ~ 1.

Si chaque problème (Pi) possède une solution, alors le problème (P)
possède une solution.

PREUVE: (suggérée par J.P. Serre).
Par hypothèse, il existe, pour tout i, une surextension galoisienne

Lilk, contenant K, telle que le diagramme suivant soit commutatif:

Soit Si l’ensemble des solutions du problème (Pi). Alors Si ~ 0, et Si
est fini d’après le lemme de Krasner. De plus, par l’hypothèse sur les
(Pi), chaque solution Li+, de Si+, contient une solution Li de Si. Les
ensembles Si forment donc un système projectif, les morphismes de
liaison fi : Si+1 ~ Si étant définis de la façon suivante:
Pour tout Li+, E Si+1, on pose fi(Li+,) = Li, où Li est un élément

quelconque de Si contenu dans Li,,. Soit S = lim- Si. Alors S ~ Ø
d’après le lemme bien connu (Bourbaki, Topol. Gén., chap. I, Ap-
pendice, th. 1):

LEMME 1: Une limite projective d’ensembles finis non vides est non
vide.

Tout élément L de S est alors solution du problème de plongement
(P). Q.E.D.
Pour le cas d’un noyau infini abélien, voir plus loin propo. 6.

3.4. Preuve des équivalences (2) à (5)

(2) ~ (3): d’après la propriété universelle du pro-p-groupe libre.
(3) ~ (2): soit F le pro-p-groupe libre de rang d. Soit F une suite

descendante de sous-groupes ouverts tels que d(FIF’) = d et F =

lim- FIF’ (par exemple, la suite des sous-groupes de Frattini suc-
cessifs). On applique alors la proposition 5 en prenant Ni = FJF’.

(3) ~ (4) ~ (5) d’après le théorème 4: en effet, pour tout G-caractère
d’un groupe abélien fini à valeurs dans K", Im ~ est un groupe de
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racines de l’unité. De plus, si 03BCr C J.Lq la nullité de H2( G, 03BCq) ~
H2(G, KX) entraîne évidemment celle de H 2(G, 03BCr) ~
H2(G, K"). Q.E.D.

§4 Équivalence des propriétés restantes, le pro-p-groupe de Weil

Klk désigne toujours une p -extension de groupe de Galois G. Soit u
la classe fondamentale de H 2(G, KX) = H 2(G, A(K)). On appellera
pro-p-groupe de Weil (sous-entendu relativement à Klk) l’objet
(A(K), u ) de la catégorie 19.

4.1. Un autre point de vue sur le problème de plongement

On se limite ici aux noyaux abéliens. On considèrera donc les

problèmes de plongement de la forme (Klk, B, e) où (B, E ) E G.

PROPOSITION 6: Pour tout (B, E) E 19, le problème de plongement
(Klk, B, E) possède une solution si et seulement si (B, e) est une image
épimorphique de (A(K), u) dans W.

PREUVE:

(a) Supposons d’abord B fini. Si le problème de plongement
(Klk, B, e) possède une solution L, soit N la norme NL/K. Par le corps
de classes, on a une suite exacte 1 ~ NL  ~ K  ~ B = Gal(L/K) ~ 1,
et d’après le théorème de Safarevic-Weil ([1], chap. 14), la projection
03C0 : K  ~ B induit un homomorphisme 03C0 * : H2(G, K ) ~ H2(G, B ) tel

que 03C0*(u) = E. Comme B est un p-groupe, ’TT se factorise à travers

A(K), i.e. on a un diagramme commutatif et (B, E) est bien

une image épimorphique de (A(K), u) dans G.
La réciproque est évidente.
(b) Le passage à un noyau infini se fait de la même façon que dans

la proposition 5. Q.E.D.

4.2. Équivalence de (4) et (7)

D’après la proposition 6, la propriété (4) équivaut à dire que tout
objet (B,e) de la catégorie est une image épimorphique de
(A(K), u). Mais tout objet de fi est une image épimorphique de
(R db, X). Donc (4) équivaut à dire que (R db, X) est une image épimor-
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phique (donc un facteur direct, d’après le corollaire à la propo. (3) de
(A(K), u). Q.E.D.

4.3. Équivalence de (1) et (6), de (1) et (7)

(a) Supposons (1). Alors le module M (notation du théorème 3)
contient la Zp-torsion de A(K), i.e. ILK, et est cohomologiquement
trivial. (voir remarque 2). Donc (1) ~ (6). Mais

(6) ~ (5) ~ (4) ~ (7) ~ (1).
(b) Evidemment (7) ~ (1). Mais on a vu dans (a) que

(1) ~ (7). Q.E.D.

4.4. Équivalence de (5) et (8)

Rappelons que ILq = 9K- Il est clair, d’après la théorème de Demusk-
in-Safarevic-Lur’e, que la propriété (5) est équivalente à la propriété
suivante:

4(q) Tout problème de plongement 1 ~ A ~ E ~ G ~ 1, où A est
p-groupe abélien d’exposant q, tel que d(E) = d(G), possède une
solution.

Il nous reste donc à montrer 4(q) ~ (8). Mais cette équivalence
n’est autre que la "q-version" de l’équivalence (4) ~ (7), où l’on

remplace Zp par Z/q, (Rdb, X) par (Rabd(q), ~(q)) et (A(K), u) par
(K /K q, u(q)) (notations de la remarque 1). Q.E.D.
Le théorème principal est ainsi démontré.

§5 Cas particulier où G = Gal(K/k) est abélien

Dans ce cas, nous allons voir que les conditions équivalentes du
théorème 4 se reflètent dans des propriétés du corps de base k (ce qui
est bien dans la philosophie du corps de classes). Dans toute cette
section, on supposera que Klk est une p-extension abélienne de corps
locaux irréguliers, avec G = Gal(Klk) et d = d(G). On fera l’hypo-
thèse supplémentaire que I£k l- {± 1}. Cela entraîne que le degré
n = [k : Qp ] est pair.

5.1. Réduction au cas d’égale irrégularité

Nous allons, par une série de lemmes, nous remener au cas où

gk = 03BCK. Suivant Iwasawa ([12]), nous dirons qu’une p-extension
abélienne K/k est cyclotomiquement scindée si K = k(I-LK). L, L n


