COMPOSITIO MATHEMATICA

TOKUI SATO
Sur I’équation intégrale non linéaire de Volterra

Compositio Mathematica, tome 11 (1953), p. 271-290
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1953__11__ 271_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1953, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute utili-
sation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1953__11__271_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Sur I’équation intégrale non linéaire de Volterra
par

Tokui Sato
(Kobe)

1. Théoréme d’existence.

D’abord expliquons les notations qui seront utilisées dans la
suite,

I,: intervalle fermé a =2 <a 4+,

4,: domaine fermé ¢ <t < 2 < a + r dans le plan (z, ).

D = D(4,, f(z), ¢): domaine fermé dans l’espace (z,t, u)
défini par (2,t)ed,, |u—f(z)| = o, out f(x) est une fonction
continue dans I, et ¢ une constante positive.

Considérons I’équation intégrale de Volterra

(1) u(@) = f(z) + fK(w, t, u(t))d,

ou K(x,t, u) est continue dans D et |K(az, t, u)l <M.

Soit & la famille formée des fonctions u(z) qui sont continues,
et satisfont & wu(a) = f(a) et |u(@z) —f(z)| <o dans I, r
désignant le nombre min{r, o/M}.

Nous faisons correspondre a une fonction u(z) de & la fonction
#(x) définie par 1’égalité

a(z) = f(z) + JK(&:’, t, u(t))dt.

Désignons par &% la famille des fonctions transformées ().
On voit sans peine que # C F et F est également continue.

Soit {u,(z)} une suite de fonctions de & qui tend vers u(z)
uniformément dans I,.. On aura

lim 4,(z) = f(z) + J‘ZK(w, t, u(t))dt

y—>o

= d(z).

Le théoréme d’existence de points invariants dans ’espace fone-
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tionnel montre donc qu’il existe une fonction telle que ’on ait
u(z) = f(z) + f K(a, 1, u(t))dt, w(z) ¢ F.

Nous arrivons donc au théoréme suivant.

THEOREME 1. Soient f(x) une fonction continue dans I, et K (z, t, u)
une fonction continue dans D satisfaisant d | K(z,t, u)| < M.
Alors Uéquation intégrale (1) admet aw moins une solution con-
tinue dans I, ow r' = min {r, o/ M}.

Si la fonction K(x, t, u) satisfait en outre & la condition de
Lipschitz

(2) | K(z,t,u) — K(z, t, %) | < L|u—da|,

on peut prendre pour F la famille formée des fonctions continues
telles que
M,
| ulw) — fo)| < > fexp (L@ —a)) — 1},
| K(x, 0. f()) | =S My = M (w, t) e d,,
et on arrivera au

CoROLLAIRE. Supposons outre les hypotheses du théoréme 1 que
K(x, t, u) satisfait d la condition de Lipschitz (2) et a U'inégalité
| K(z, 8, {(2)) | < My £ M pour (z,t)ed, Véquation (1) admet
une solution continue dans I,.., ot r'' = min { T, —1 log (1 + Q—IL)}

L M,

Remarque.

1) Soient f(z) et K(z, ¢, ) continues respectivement dans I,
et dans R qui est une région bornée et fermée dans ’espace des
variables «, ¢, u.

Si ’équation intégrale (1) admet une solution u = u(x) dans
I,, w = u(z) est continue dans I,.

2) Supposons de plus que D+f(a) existe, on a alors

D+u(a) = D+*f(a) + K(a, a, {(a)).

2. Prolongement de la solution.

Quoique le fait suivant soit évident, il est tres important.
Nous le donnons donc sous la forme du théoréme.

THEOREME 2. Soient f(z) et K(x, t, u) continues respectivement
dans I, et dans une région R dans Uespace (z, t, w). Si Uéquation
intégrale (1) admet une solution uw = w(x) dans un intervalle
a Sax (e <ayg<a-r), et Péquation intégrale
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(3) w(z) = f(z) + fon(m, t, (t))dt + fK(m, t, u(t))dt
a 2

admet une solution u = u(x) dans un intervalle ¥y < v < a + r,
la fonction
u(x asz=wx
u(z) = | 4*) =0 = T
u(x) e<aex=a-+r

est une solution de léquation intégrale (1) dans I,.

Nous appellerons % = u(x) le prolongement de la solution
u = u(x).

Soient f(z) et K(a,t, u) continues respectivement dans I, et
dans zel,, (t,u)e 2, ou 2 est un domaine dans le plan (¢, ).

Si une solution u = #%(z) de I’équation intégrale (1) est continue
dans a <z <z, (< a + r) et si le point (z,, @#(z,)) appartient
au domaine 2, on peut prolonger au dela de x, la solution
u = u(x).

En effet, on peut prendre 7', o’ de maniére que 2y =t <z, + 7’
(<a+7r), |u—uy| <o est contenu dans 2 et

wo
| wy — f(a) —f K(x, t,a(t))dt| < o'/2

pour xg =2 = 25 + »’. On a donc

To
| v — f(z) ——f K(z, t,u(t))dt| < o’
a

pour 2y St =@ =@+ 1, | u—uy| < ¢'/2. On peut appliquer
a I’équation (8) le théoréme 1.

Ce fait peut s’énoncer géométriquement comme il suit:

THEOREME 3. Une courbe solution de Uéquation intégrale (1)
peut se prolonger jusqu’a Uextrémité a + r de Pintervalle I,, ou d
la frontiére du domaine 2.

3. Théoréme de comparaison.

THEOREME 4. Soient f(x) et f(x) des fonctions continues dans
I, et telles que Don ait
Ha) = Ha), /(@) —f(@) = }(&)—f(e)
pour 2 < & a, &el, et K(a,t,u) et K(x,t, u) des fonctions con-
tinues respectivement dans A, X E, et A, X E, ouw E, et E, sont
des ensembles de nombres réels. Supposons de plus

Kz, t,u) < K(z, t, u)
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pour (z,t)ed,, ue E; N\ E,, et

(4) AK(Z,t, u) + u[K(Z, t, u) — K(2, t, u)]

< IK(@, t, %) + u[K(Z, t, %) — K(a, t, 4)]
pour (z,t), (Z,t)ed,, 2 <, uek,, GeE, u <4, A et u désignant
des nombres quelconques mais déterminés tels que 0 < 4 <1,

0=pu=1,A4+pu=1.
St Uéquation intégrale (1) et

(5) (x) = f(x) + fl?(w, t, a(t))dt

admettent respectivement des solutions u = u(z) et 4 = u(x)
définies dans I,, U'inégalité

(6) u(z) < a(z)

subsiste dans Uintervalle a < x < a + r.

En effet, dans le cas de f(a) = f(a) 'inégalité K(a,t, u) <
K(z, t,u) entraine

fEK(:c, t, u(t))dt < fk(w, t, u(t)) dt

dans l'intervalle ¢ < @ < a + ¢ suffisamment petit. Dans le cas
de f(a) < f(a) la continuité de u = u(x) et de % = 4(a) entraine
Pinégalité (6) dans @ < < a 4 6. Désignons par 4 la borne
supérieure de ¢ telle que I’on ait 'inégalité (6) dans a <2 < a + 4.
Pour montrer 4 = r par ’absurde, supposons é < 4. On aurait
Pinégalité (6) dans a <z < & (=a + 4) et

u(&) = a(é).

On pourrait alors déterminer d’apres K(z, t, u) < K(z, t, u) un
nombre positif ¢ de maniére que

3 &

f K(& t, u(t))dt <f K(&tat)dt (0<e<d).
E-e -

On aurait ensuite, en tenant compte de (4),

€

¢
u(é) = f(&) + fK(s, t, u(t))dt

Y
= 2{f(&) + f K(& t, u(t))dt}
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&
+ p{u(E —e) + f(6) —f(E—e) + | K(& ¢, u(®))dt}
E—¢
E—e
+ {AK (&, t, u(t)) + u[K(& t, u(t)) —K(§— e t, u(t))]}dt

a

£
< A{f(&) + f K (& t, a(t))dt}
E—¢

¢
+ p{a( —e) + f(&) — f(E—¢) + f K(& t, a(t)) dt }

E—¢
E—¢
+ {AK (& t, u(t)) + u[K(& t, 9(t)) — K (& —e, t, u(t))] } dt

: ¢
76 + | R(en ) e — ae),

c’est-a-dire
u(§) < a(é),
ce qui est absurde, C.Q.F.D.

Pour simplifier les exposés, nous donnons une

Définition. Soient K(x, t, u) une fonction dans une région R
et Aet 4 des nombrestelsque 0 S 11,0y <1,1+u=1.
Si AK(x, t, u) + u(K(&,t, u)— K(x, t, u)) est non décroissante
par rapport & u pour z < &, (¢, u), (&,t, u) e R, nous dirons
que K(z, t, u) satisfait & la condition (Kj,) dans R, ou qu’elle
est une fonction ayant la propriété (Kj,) dans R.

THEOREME 5. Soient f(z) et K(z, 1, u) des fonctions continues
respectivement dans I, et dans D. St la fonction K(z, t, u) satisfait
d la condition (K,,) dans D, il existe, parmi les solutions de I'équation
intégrale (1), une qui est au moins égale d toutes les autres dans
I,.,0u = min{r, o/ M}, M désignant la borne supérieure de |K (z, t, u)|
dans D.

Nous Vappellerons la solution mazximale.

Soit & un nombre positif arbitraire. Le théoréme 1 montre que
I’équation (1) admet une solution w = u(z) dans I,., et que
I’équation intégrale

(8) u(z) = f(z) + J{K(w, t, u(t)) + e dt
admet une solution u = wu,(z) dans I.,, ou r'(e) =

min {r, o/(M +¢€)}.
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Prenons une suite décroissante {e,}, telle que &, < M, e, -0
et posons
v () = {uen(w) pour a < a < a + 1 (e,),
" ug (@ +1'(e,)) pour a+71'(e,) <z =a+r.

D’apres le théoréme 4, on a l'inégalité
u(@) << v,(z)
dans I, ,, et pour m <n

V(@) > v,(@)
dans I, ,.
La famille & formée des fonctions v,(x) étant normale dans
I,., la suite {v,(z)} converge uniformément dans I,. vers une
fonction continue 7(z). On a

9(x) = lim v ,(2) = lim {f(x) + fm[K(w, L, v,(t) + ¢,] dt}

= f(z) + JK(a:, t, 5(¢)) dt.

u="79(a) est donc une solution de ’équation intégrale (1). Puisqu’on
a u(x) < v,(z) dans I, ,, on a
(9) () = u(x) dans [,..

it = 9(x) est donc la plus grande des solutions de I’équation
intégrale (1) dans I,., C.Q.F.D.

THEOREME 6. Soient f(x) et f(x) des fonctions continues dans
I, et telles que Don ait

fa) = f(a),  }(&) — ) = F(B) — [(2)

pour & < &, a, &el,, et K(z,t,u) et K(a,t, u) des fonctions con-
tinues respectivement dans A, X E et dans D, olt E est un ensemble
de nombres réels.

Supposons que Uon a

K(r, t,u) < K(x, t, u)
pour (x, t,u) e (4, x EY A D, et Uinégalité (4) pour (x, t), (%, t)ed,,
T uw,uekE, (x,t,u), (v,t,4) e D, u < 4.

Si K(z, t, w) satisfait a la condition (Kj,) dans D et Uéqualion
intégrale (1) admet wune solution continue u = u(x) dans I,
(r' = min {r, o/ M}, | K(2, t, u) | < M), Dinégalité
(10) u(e) < a(ex)
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subsiste dans I,., ot @ = u(x) est la solution maximale de I'équa-
tion intégrale. (5) dans I,.
Considérons 1’équation intégrale

an @ =fe) + [ (Rt uw) + o}

ou ¢ est une constante positive arbitraire. D’aprés le théoréme 4
on a l'inégalité
w(z) = ug(x)

dans I, ou @& = @, (x) est une solution de I'’équation (11).
Posons
=B esssesre
a(a + r'(e)) at+rE)<e<a+r.

Comme nous I'avons vu plus haut, la suite {v, (z)} tend unifor-
mément dans I, vers la solution maximale de I’équation (5)
pour £, 0. On a donc Iinégalité (10) dans I,., C.Q.F.D.

Dans le cas de I’équation intégrale de Volterra on peut donner
quelques théoremes de comparaison sous la forme des inéquations
intégrales et intégro-différentielles qui sont trés utiles.

THEOREME 7. Supposons que f(x) et K(z,t, u) sont continues
respectivement dans I, et dans D, et que K(z, t, u) ait la propriété
(K,p) dans D.

St Pinéquation

(12) w(x) < flx) + fzK(m, t, w(t))dt

’

admet une solution w = w(x) continue dans I, (r' =71 = min

{r, o/M}, | K(z, t, u) | < M), on a Vinégalité
(13) w(z) = u(2)
dans I,.., ou w=u(z) désignant la solution maximale de Iéquation
intégrale (1).

Soit 7"’ un nombre arbitraire tel que 0 < " < r”. On peut

déterminer un nombre positif ¢ de manieére que '’ < 7'(¢).
Désignons par u = wu,(x) une solution de I’équation intégrale

w(@) = f(z) + f {K(z, t, u(t)) + &}adt.

(12) entraine w(a) < u (a) = f(a). On a donc w(z) < u,(z) dans
a <x<a-+ d, ol & est un nombre positif assez petit.
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Il est & montrer que l'on peut prendre 6 = r’"’. Sinon, on
désignerait par 4 la borne supérieure de 6. On aurait 0 <4 <r""’ et
w(e) < ulz)  a<z <
w(€) = ug(£),

ot £ = a + 4. Par hypotheése on a

3
w(&) < () +.f K (£ ¢, w(t))de

£
< f(§) + f {K(& 1, ug(t)) + e} dt = u,(£),

ce qui est en contradiction avec I’égalité précédente. u (z) ten-
dant vers (x) pour ¢ — 0, on a l'inégalité (18) dans /...
TuroriEME 8. Supposons que f(x) est continue et satisfait a

0
Pinégalité | D+f(x)| < 4+ oo dans I,, et que K(z, t, ), 5~K(w, t,u)
x
sont continues dans D. St a—K (@, t, u) satisfait a la condition
x

(K1) dans D et U'inéquation intégro-différentielle
- ?0
(14) D+w(z) < D*f(x) + K(z, z, w(z)) + J 5;K(w t, w(t))dt

admet une solution w = w(z) (w(a) < f(a)) continue dans
L.(r" <), Dinégalité (13) subsiste dans I,.., ot u = (x) est la
solution maximale dans I, de Déquation intégrale (1).

0
En-effet la propriété (K,,) par rapport a % K(z, t, u) entraine
z

la propriété (K,,) par rapport & K(z, ¢, v). D’apres le théoreme 5
I’équation (1) admet la solution maximale dans 7, .
Considérons Véquation intégrale

u(x) = f(z) + f {K(, t, u(t)) + &} dt,

oll ¢ est un nombre positif arbitraire. Cette équation admet une
solution u = w,(x) dans I, olt #'(¢) = min {r, ¢/(M + ¢)}. Par
définition on a

0
ox

(15) Dtuy(xz) = D*f(z) + K(a, x, u (x)) + ¢ +J‘“ K(z, t, ug(t))dt.
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w(a) < u,(a) = f(a) et la continuité des fonctions uy(z) et w(z)
entrainent que
(16) w(z) < ug(x)
dans I5, ou 6 est un nombre positif assez petit. Montrons que
'inégalité (16) subsiste dans I,.. ("’ =min {r”, r'(¢)}). Sinon,
on désignerait 4 la borne supérieure de 6. On aurait 0 < 4 < ',
et (16) dans I4 et

w(&) = ug(£),

w(& + h) > u (& + h), 0<h<dy<r'"—A,
ol £ = a + A4 et §, est un nombre positif assez petit. On a donc
D+w(&) = Dtu,(§).

(14) et (15) entrainent

&
Dwa+mamm»+f%muwmwt

= D*w(&) = D*u (5)
= D*f(&) + K (&, & uy(8)) + ¢ + f . K (& t, ug(t))dt.

Par hypothese on a
£o
DH(E) + K(& & w(£)) + f 3 K(&, 1, w(0) d

3
= D) + K (5 & w(®) + o+ [ K(E 6 w()d

ce qui est absurde. Nous avons done l'inégalité (16) dans I,...
Par la passage & la limit ¢ — 0, on obtient I'inégalité (18) dans I,...
On peut aisément généraliser les théoréemes de comparaison
dans le cas de 4,:a <t < a2 < a + r dans le plan (z, ).
THEOREME 9. Soient f(x) et f(z) des fonctions continues dans
1, telles que f(z) < f(x), et K(a,t,u) et K(x,t,u) des fonctions
continues respectivement dans A, X E, et 4, X E,, ol E, et E,
sont des ensembles de nombres reels Supposons en outre l’megalzte
K(z, t,u) < K(, t, @)
pour (z,t)ed, u =14, ue E,, wekE,.
Si Péquation intégrale (5) et linéquation intégrale (12) admettent
respectivement des solutions continues dans I, (r' < r) 4 = u(x)
et w = w(x) telles que l'on ait

w(x)
17 bm —— < lim
(17) e>a+0 T(&)  e3avo T(X)
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ol r(a) est continuedansa < & < a 4 " (0 <’ < r')etr(z) > 0,
I'inégalité (18) subsiste dans a < x < a + 1.

THEOREME 10. Soient f(x) et f(z) (Ha) = 7(a)) continues dans
I, telles que D*f(z) < D*f(2), | D*f(z)| < + o dans a <z <a+r,

0 0 —
et K(x,t, u), K(a t,u) et K(x,t u), ~K(a t, u) continues

respectivement dans A, <X E, et A, X E,, ouw E, et E, sont des
ensembles de nombres reels Supposons en outre les inégalités

K(z, t,u) < K(x, t, u)
powr (v,t)ed, we E, A E,, et
0 0 —
—K(a, t, n —K(a, t, 4
Pl ) = 5 K( )
pour {x,1) e 4,, u=u, uek, ek,

St Uéquation intégrale (5) et Pinéquation intégro-différentielle
(11) admettent respectivement des solutions continues dans 1,
(r =r)a=1d(r) ¢ w=w(x) (w(a) < f(a)) satisfaisant & U'in-
égalité (17), l’inégalité (18) subsiste dans I,..

4. L’unicité de la solution.

THEOREME 11. Sotent f(x) une solution continue dans I, K(z, t, u)
une solution continue dans A, x E, ot E est un ensemble de nombres
réels et K (z, t, u) (K(z, t, 0) = 0) une fonction continue et possédant
la propriété (K,,) dans D. Supposons en outre l’inégalité

| K(2,t, u) — K(x, t, a) | < K(a, t, | u—a])
pour (x,t)ed,, u,aecE, |u—u| <o, ou r' = min {r, o/M},
| K(x,t,u) | < M. Si Véquation intégrale

(17) W(x) = le_{(:c, t, u(t)) dt

n’admet pas de solution non identiquement nulle, I’équation intégrale
(1) admet au plus une solution dans I, (r'" <7r’).

Soient v = u(z) et v = v(x) deux solutio. s de I’équation (1)
définies dans I,... Alors on aura

| w(z) — v(z) | .fle,tu(t))— (@, t, 0(t)) | dt

< j K(z, t, | u(t) —o(t)| ) dt.

a
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| w(@) —v(z)| satisfait donc & I'inéquation intégrale

w(z) < rl_((w, t, w(t)) dt.

Par hypotheése, la solution maximale dans /,. de I’équation (17)
est @(z) = 0, d’apres le théoréme 7 on obtient | u(z) — v(z)| =0
dans 71,., C.Q.F.D.
A laide du théoréme 8 on peut généraliser de méme le théoreme
de M. Montel [1] relatif & I’équation différentielle comme il suit.
TutorEME 12. Soit f(x) une fonction continue dans I, et ad-
mettant la dérivée & droite D+f(z) dans a < x < a + r. Sotent

K(x,t,u) et a%K (z, t, w) des fonctions continues dans A, x E,
oiv E est un ensemble de nombres réels, et K (x, t, u) (K(z, t, 0) =0),
%I_{ (@, t, w) des fonctions continues dans D 6%31—{ (@, t, w) possédant
la propriété (K,y). Supposons en outre les inégalités

| K@, t,u) —K(z, t,4) | < K(z, t, | u—a]),

0 0 0
—K{: — —K(x, t,05)| = —
awK(qc, t, u) P (2, t, @)

—a.UK(w, t9 l u—ul)’

pour (x,t)ed,. ("' =1'), u, weE, |u—a|=o, ot r' = min
{r, o/M}, | K(x, t,u)| < M. Si Péquation intégrale (17) n’a pas
de solution non identiquement nulle, I'équation intégrale (1) admet
au plus une solution dans I...

Soit R(z, t, @) une fonction continue et non négative dans
(x,t)ed,, 0 =@ < + oo et s’annulant pour @ = 0.

Supposons que I'inéquation intégrale

” t
(18) @(2) gf m( w(( ))) dt,
n’admet pas de solution % = @(z) non identiquement nulle dans
()

I, (0<r' =r) et telle que lim
e>a+0 T(t)
une certaine fonction continue dans a <z < a + 7.
On a le théoréeme suivant.
THEOREME 18. Supposons que f(z) et K(z,t, u) satisfont d
Uhypothése du théoréme 11, et que U'on a Uinégalité

=0, r(z) (>0) désignant

| K(z, t,u) —K(x, t, %) | < ER(a:, t, | ur(_t)al),
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otv u, w e E. Alors U'équation intégrale (1) admet au plus une solution

u(x)

telle que l'on ait lim —— =1,
7 z—>a+0 7(1')

Soient u = u(x), v = v(z) deux solutions définies dans I, et
telle que

w@) . v(e)
lim — = lim —= =1,
e—sat+o &)  z—savo ()
d’ou il résulte
lim M = 0.
z—>a+0 7({”)

On a d’autre part

| u(@) —o(z) | = le K(a, t, u(t)) — K(a, t, v(t)) | dt

= (e o=,

et I'inéquation (18) est satisfaite pour w(z) = | u(z)
obtient donc w(x) = v(x) dans I,.
Exemple de l'inéquation intégrale (18): Posons

v(z) |. On

Rz, t, @) = o, r(t) =t—a.

Alors on a

w(2) <J’ w(t)

D’apres la remarque 2) de no. 1, nous avons, comme corollaire,
Pextension du théoréeme de M. Nagumo [2] relatif & 1’équation
différentielle.

CoroLLAIRE. Soient f(x) une fonction continue dans I, admet-
tant la dérivée d droite D+f(a) (| D*f(a)| < + o), K(a, t, u) une
fonction continue dans A, x I, ot I est un intervalle borné et fermé
de nombres réels. St l’on a Uinégalité

| u—al

| K(2, 8, u) — K(a t, @) | < w, del.

t—a
L’équation intégrale (1) admet au plus une solution dans I
(o<r =r).

Le théoreme 10 entraine de méme I’extension du théoréme
de M. Shimizu [3] relatif & P’équation différentielle.
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5. Théoréme de continuité et dérivabilité.

Considérons ’équation intégrale contenant un parameétre A:

(19) u(x) = f(z, A) + rK(w, t, u(t), A) dt.
a(d)

THEOREME 14. Soient f(z, A) et K(x, t, u, A) des fonctions con-
tinues respectivement dans I, x A (A :| 2| =1) et dans A, x E x 4,
o E est un ensemble borné et fermé de nombres réels, K(x, t, u, A)
satisfaisant d la condition de Lipschilz

| K(z, t,u, ) —K(x, t,4,A) | < L|u—a].

Si Véquation intégrale (19) admet une solution dans a(A) < x <
a(d) +r', pour a(A), (a(A)+71')el, et AeA, ot a(l) est une fonction
continue dans A, la solution u = u(xz, 1) est continue dans I, x A.

D’aprés la remarque 1) du no 1 et le théoréme 11 I’équation
(19) admet une seule solution 4 = u(z, 1) continue dans I,. pour
tout 1€ 4. On a donc

| w(@, A + 42) — u(z, 1) |

a(A+A42)
< |f(2, & + 42) — f(, 3) | + U K(z, 4, u(t, 1), A) dtl
a(4)
n f " (K (@ 1, ult, A+ 42), A + 43) — K (@, £, u(t, 4), A+ A4)

a(A+41)
+ Kz, t, u(t, A), A + 44) — K(, t, u(t, 1), A)} dt l
< 8,(A3) + | a(d + A3) — a(A) | M + rdy(A4)
+L r| (@, & + AR) — u(t, A) | dt

a(A+24)

| Hz, t, & + A2) — f(=, 1) | < 8,(42),

| K(z, t, u, A + 4A) — K(z, t, u, ) | < 85(44),
et par hypothése 6,(44) et §,(44) tendent vers O pour 41 — 0.
| w(@, 2 + 44) — u(a, 1) | doit satisfaire & I'inéquation

X
w(z, A3) < 8(A4) + L f w(t, AN)dt,
a(A+A4%)

ot §(42) = 6,(42) + r8,(42) + | a(A + 4A) —a(A) | M. D’apres



284 Tokui Sato. [14]

le théoréme 7 on obtient I'inégalité
0 < w(z, 44) < 6(42) exp {L(z — a(A + 41)) — 1},

ce qui montre que u(z, 1) est également continue dans A pour
a(ld) =z < a(d) + r'. Par suite u = u(x, 1) est continue dans
I, x A

Remarque. 1l est clair que 'on peut étendre le théoréme dans
le cas ou I’équation contient plusieurs parameétres.

Par le théoréeme 14 nous avons le

THEOREME 15. Supposons que f(x, 1) et :7 f(z, 2) sont continues
dans I, x A (A: |A| =) et que K(a, t, u, A) et ses dérivées
%K(x, t,u,l), %K(m, t,u, A) sont continues dans D(4,, f(z, 1), 0) X A.
Alors Péquation intégrale

w(@) = f(z, 1) + IxK(w, t, u(t), A)dt

admet une solution u = u(x, 1) dans I.x A (r' = min {r, o/M},
| K(z,t, u, )| < M), qui est continue ainsi que sa dérivée par

0
rapport d lﬁu(w, A) pour (z, A) el x A.

6. Systéme des équations intégrales.

On peut étendre les théorémes pour ’équation intégrale (1)
au cas du systeme d’équation intégrales

(20) u (@) = f,(@) + rK,.(w, bouy(t), ... uy(t))de
a G=12...,n)

En utilisant la fonction de M. Kamke les théoremes de com-
paraison, d’unicité, de continuité et de dérivabilité s’étendent
aussi & ce cas.

On dit avec M. Hukuhara [4] que S(u,, 4, . . ., u,) est la fone-
tion de M. Kamke lorsqu’elle jouit des conditions suivantes:

I S(uy g, ..., u,) est continue dans — o0 < uy, Uy, - . ., Uy,
< + oo,
II. p,(®) (j=1,2,...,n) quelles que soient les fonctions

continues admettant les dérivées a droite et & gauche D¥g;(z).
On a

D*S((pl(w), @a(@), .. ., ‘Pn(w)) = S(Di% (@), DE@y(), .. ., Di(}’n(w))-



[15] Sur I’équation intégrale non linéaire de Volterra. 285

Ces conditions sont équivalentes aux conditions suivantes !)
1) S(u,, u, ..., u,) est continue dans —oo0 < u,, Uy, ..., %, <-4 00,

2) S(vuy, TUg - .« .y TU,) = TS(Uy, U, . . ., u,) pour 7.> 0,

3) S(‘L‘(ul + v1), ¥y + vp), .., H(u, + vn))
< 3 {S(up, ug, .., m,) + S(vy, Vg« - oy v,)}

n n n
Exemples de S(uy, ug, . . ., u,) sont max {u,;}, X u,, max | u,|,

" 7———-—- i=1 i=1 j=1
AR ]/z|uf|2, ete.
i=1 i=1

Donnons d’autres conditions qui sont équivalentes aux 1), 2),
3), mais elles sont utiles pour étudier le systeme des équations (20).

THEOREME 16. Les conditions 1), 2), 8) sont équivalentes aux
conditions:
19) S(u,, uy, ..., u,) est continue dans — oo < Uy, Uy, ..., U, <+ 00,
20) 5(('“1 + v1)s (ug -+ V) o o (U, + vn))

= S(ug Ugy - - uy,) + S(Vg, Vg« - V),

3%) Soient @;(z) (j =1,2,...,n) des fonctions continues dans
un intervalle arbitraire I. On a alors

s( f “ou(t) dt, f'%(t)dt, - f '.p,,(t)dt)

< f S(@a(t), @alt)s - - » @alt)) dt

pour a, xel, a < .
Soient # —a =1 et ¢;(t) =wu; (const.) (j=1,2,...,n).
3%) entraine pour 7 > 0
8') S(ruy, tug, .- TU,) S TS(Uy, Uy, . Uy,).
Cette inégalité entraine 1’égalité 2) pour v > 0. Sinon, il exis-
teraient u; (j=1,2,...,7) et un nombre positif 7 tels que
Pon ait
S(tuq, Tugy . -0 TU,) < TS(Up Ugy .oy Uy).
Posons u; = v,/v(j = 1,2,...,n), on aurait alors
S(vy, Vgy - - o5 0,) < TS(v4/7, Va/7T, .+ . . V,/T)
= S(vg, Vg« + 5 U,),
ce qui est absurde.

1) [4] loc. cit.
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2) et 29) entrainent 3).

Réciproquement, il est facile de voir que 1), 2), 8) entrainent
19), 29), 389).

Remarque. D’apreés la démonstration de ce théoréme, il est clair
que les conditions 1), 2), 3) sont équivalentes aux conditions 1°),
20) et 8').

Comme exemple nous donnons un théoréme de comparaison.

TutorREME 17. Soienf fi(x) (j=1,2,...,n) et f(z) continues
dans I, et Kya,t,uqy, Uy, .., u,) (j=1,2, ..., n) continues
dans A4, X E ot E est ensemble de points dans Uespace
(wq, gy « oy uy). Soit K(a, t, u) une fonction continue et possédant
la propriété (K o) dans D(4,, f(x), o). Supposons enfin les inégalités

S(fu(@), fo@), - - s ful@)) = (o),
dans I.. (r'" =r') et
S(Ey(@, by gy ooy t0,), oo K@, 8, 1y, -0y wy))
- <Kz t, S(uy, . . ., u,))

pour (z,t) e, (Uy, Uy, ..., u,) e E, (2, 1), S(uy, Ug, ..., u,)eD(4,,
f(@), 0), o ' = min {r, o/M}, | K(a, t,u) | < M.

St le systéme des équations intégrales (20) admet une solution
dans I.. u; =u;z) (j=1,2,...,n), on obtient

(21) S(uy(@), us(), - . o u,(2)) = ()

dans I,.., ot w = a(x) est la solution maximale de U'équation in-
tégrale (5).
D’apres les propriétés de la fonction de M. Kamke on obtient

S(uy(@), . . ., up(@)) = S(h(=), . . ., fal@))
+ j S(Ky(@, t, uy(t), « ooy un(2)), « oo Ko(2, 8, uy(2), - .., w,(t)) dt,

et par suite

S(uy(x), . . . u (@) < fx) + le?(w, £, S(uy(t), . . . u,(t))dt,

ou u,(z) (j =1,2,...n) est une solution de (20). Ceci montre
que w(z)= S(uy(x), ..., u,(z)) doit satisfaire a I'inéquation
intégrale

w(z) < f(x) + wa(-(w, t, w(t))dt.
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D’aprés le théoréme 7 on obtient I'inégalité
w(z) < d(z).

On a donc I'inégalité (21) dans I,., C.Q.F.D.
Remarque. Pour les théorémes d’unicité nous utilisons la fonc-
tion de M. Kamke qui satisfait de plus & la condition:

(A) S(uy gy - .., u,) =0 entraine u; = uy = ... =u, = 0.

n * n n
Exemples: max {|u;|}, Z|u;l, V2|u,|2, ete.
i=1 i=1 i=1

7. Théoréme généralisé de M. Kneser.

Nous allons généraliser au cas du systéme des équations in-
tégrales (20) le théoréeme de M. Kneser [5] relatif au systéme
des équations différentielles ordinaires.

Soient fi(z) (=1,2, ..., n) des fonctions continues dans
I,. Pour simplifier les considérations, K,(z,?, ©;, Ug, - . ., U,)
(7 =1, 2, ... n) sont supposées continues et bornées
(| Kj(z, t, uy, ug, « . ., u,) | = M) dans le domaine D: (z,t)e4,,
lu;| <+ 0 (j=1,2,...,n).

Considérons le systéme (20). D’apres le théoreme d’existence,
il admet au moins une solution continue dans I,. Nous désignons
par R la région remplie par les courbes solutions de (20), et par
S, la section de R par I'hyperplan 2 = c¢(a < ¢ < a + r). Nous
avons alors le théoreme généralisé de M. Kneser.

THEOREME 18. S, est un continu dans Vespace (uy, U, . . ., U,).

Sans restreindre la généralité, au lieu du domaine D on peut
prendre le domaine fermé Dy: (z,t)ed,, |u;| < F + 2Mr,
G=12...,n), on F= Tj}x {lh@) ], |fa)],--- | Fa(@) |}

r

On peut déterminer n suites de fonctions {K(z, ¢, uy, . . ., u,)}
»=1,2,...; 7=1,2,...,n) de maniére que K,-,(w, by Ugy ooy Uy)
soient continues, bornées (|K,(z,t, uy, ..., u,)| = M), tendent
vers K (z, t, uy, . . ., u,) uniformément dans D,, et de plus satis-
fassent & la condition de Lipschitz par rapport & u;(j=1, 2,...,n).

Kz, t,uy, ..., u,) (j=1,2,...,n) étant continues dans le
domaine fermé D, on peut déterminer é et N pour &(> 0) donné
a l'avance de maniére que

,Kﬂ(‘ii t Upy oo o ’u,.)——Kn,(w, t, Uy + o o u,,)| < &
Gj=12..,m), »=N

pour |Z—a| <9, (Zt, Uy, ..., u,), (@t Uy« .. Uy) €Dy
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Le systéme des équations intégrales

(22) u(@) = fi() + | Kjp(@, b uy(t), - - - ua(t)) de
a (j=1,2,...,'n)

admet une seule solution continue dans I,. Désignons-la par
ui=@,) ?»=1,2,..;7~=12,...,n) et soit T, le point
de rencontre de la courbe solution avec I’hyperplan # = ¢. On
obtient

|gjp(@) | < F + M,

I ¢jv(ml) — ‘Pjv(wz) I = I f,‘(ﬂh) *—fi(wz) l

f ij(wv L @1y(2), - ooy Ppy(t)) dt — rKf,(wz, b @u(t), - @uy(t)) dt

+

S | fier) —fo(we) | + er + | &y — @y | M
G=12...,mn)
pour &y, xpel,, |2y —a,| <6, v = N. On peut donc supposer

quc @;,(z) tendent vers g;(z) uniformément dans /,, en prenant
s’il est nécessaire une suite partielle. Puisque K, (2, t, u,, . . ., u,)
tendent vers K,(z, ¢, uy, . . ., v,) uniformément dans D, on a

@i(z) = lim @;,(2)
y—>

= f(x) + lim | K (2,8, @p(t), . . ., @, (1)) dt

]
a

— fy(z) + f Ky 1, 5ult), -+ o Falt))
. G=1,2...n).

@;(x) (=1, 2, ..., n) est donc une solution dans I, du systéme (20).
Si P, P, sont deux points de S, il existe deux courbes solutions
du systeme (20),

FPI FU; = ‘PiPl(w)’ PP. FU; = 'piP,(w) (G=1,2...,n)
qui passent respectivement par 4, P; et par 4, P,, ou 4 est

le point (a, f,(a), .. ., f.(a)).
Nous considérons les systémes des équations

A
uy(z) = f,(@) + f K (@ b 1py()s - - > Puna(t)) dt

(28) + J-mKh,(w, t, uy(t), ..., u,(t))dt,
A

aiz=e=<=c (»=1,2,..59=12,..,n, k=1,2).
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D’apres le théoreme d’existence le systeme (28) admet une seule
solution dans I,. Soit T,p,(4) le point de rencontre de la courbe
solution avec I’hyperplan x = c.

Lorsque A = décroit de ¢ jusqu’a a, les points T, p, (1) décrivent
respectivement des courbes C,p, passant par P,, T,= T,p (a)
sur ’hyperplan @ = ¢. D’apres les théorémes d’unicité et de con-
tinuité, C, = C,p + C,p, est une courbe joignant les points P,
et P,.

I1 est clair que S, est un ensemble fermé et borné.

Si S, n’était pas un continu, on pourrait déterminer deux en-
sembles fermés S, et S, de maniére que S, = S; v S,, S; A S, = 0.
On peut donc prendre un ensemble ouvert B tel que S, C B,
Sy AB = 0. P, et P, étant deux points arbitraires de S,, on peut
supposer que P, € S; et P, € S,;. On en conclut que C, A (la fron-
tiere de B)) 7 0. Soit P, € (C, A (la frontiére de B)), alors on peut
supposer que P, — P, en prenant une suite partielle s’il est
nécessaire. P, est donc un point appartenant a la frontiére de B.
On a donc PyeS,.

D’autre part, si par exemple P, e C,p, C C,, le systeme (23)
admet pour une certaine valeur de 4 = 4, un courbe solution
¥y passant per P,. Désignons par I', la courbe qui coincide avec
la courbe y, & droite de I’hyperplan # = A, et avec la courbe I,
a gauche. Désignons par u; = y;,(z) ’équation de la courbe I,
alors {y,-,,(m)} est normale. Sans restreindre la généralité nous
pouvons supposer que y;,(z) tendent vers y;(z) uniformément
dans ¢ <@ < c¢ pour 4, - A(eI,). On voit sans peine que
u; =y;(x) (j=1,2,...,n) représentent une courbe solution
du systeme (20) passant par 4 et P, Par suite on a Pje S,
contrairement & I’hypothése, C.Q.F.D.

L’université de Kobe.
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