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Raumkurven, die pseudogeoditische Linien
eines Zylinders und eines Kegels sind.

Von

Walter Wunderlich
Wien.

I. Einleitung.

Als ,,pseudogeoditische Linien” einer Fliche werden jene auf
ihr verlaufenden Kurven bezeichnet, fiir welche in jedem Punkt
die Schmiegebene einen festen Winkel y mit der Tangentialebene
der Tragerfliche einschlieBt. Zur Gesamtheit der so erklirten
Kurven gehoren als Grenzfille auch die Haupttangenten- oder
Asymptotenlinien (y = 0) und die echten Geoditischen (y=n=/2)
der Fliche.

Im AnschluB an zwei Abhandlungen des Verfassers, die den
pseudogeodiatischen Linien auf Zylinder- 1) bzw. Kegelflichen 2)
gewidmet waren, wurden jene bemerkenswerten Raumkurven
betrachtet, welche sich als Pseudogeoditische zweier Kegel
auffassen lassen 3). Unter den zahlreichen Eigenschaften dieser
s bikonischen Pseudogeoddtischen” sei nur jene hervorgehoben,
wonach jede solche Kurve auch pseudogeoditische Linie einer
Drehflache ist, deren Achse die beiden Kegelspitzen verbindet.

In der vorliegenden Arbeit soll nun der noch ausstidndige Grenz-
fall erledigt werden, daB einer der beiden Tragerkegel zu einem
Zylinder ausartet. Man konnte diese ,,zylindro-konischen Pseu-
dogeoditischen” iiber die bikonischen herleiten, indem man den
Abstand der beiden Kegelspitzen iiber alle Grenzen wachsen 14Bt,
und man wiirde auf diese Weise auch zu ihren wichtigsten Eigen-
schaften gelangen. Hier soll indessen ein direkter Weg der Unter-

1) Pseudogeoditische Linien auf Zylinderflichen. Sitz. Ber. Ak. Wiss. Wien

(im Druck). Vorankiindigung im Akad. Anzeiger Nr. 7 (1948).

) Pseudogeodiitische Linien auf Kegelflichen. Sitz. Ber. Ak. Wiss. Wien (im
Druck). Vorankiindigung im Akad. Anzeiger Nr. 9 (1949).

3) Raumkurven, die pseudogeoditische Linien zweier Kegel sind. Mh. Math.
54 (1950).
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suchung eingeschlagen werden, der unmittelbar auf eine elemen-
tare Parameterdarstellung der fraglichen Kurven fiihrt, welche
im bikonischen Fall (im allgemeinen) nicht moéglich ist. Dem-
gemif lassen sich hier auch vielfach weitergehende Aussagen
machen; insbesondere lassen sich die Basiskurven des Triger-
zylinders bzw. -kegels einfach kennzeichnen: Sie sind beziiglich
eines Kreises polarreziprok zu Kurven mit der Polargleichung
7 - ch¥ cp = const bzw. zu Pseudotrochoiden. — Der konstruktive
Grundgedanke der direkten Behandlung beruht auf der Trans-
formation der zur Untersuchung stehenden Kurven durch das
Polarsystem einer Kugel, das einen Zusammenhang mit gewissen
Kegel- oder Biindelloxodromen herstellt, deren Gleichungen sich
unschwer hinschreiben lassen. Charakteristisch sind vor allem die
bei Rotation um die Zylinderachse von diesen Kurven iiber-
strichenen und von ihren Tangenten umbhiillten Drehflichen, die
paarweise zentrisch-dhnlich ausfallen und Clairautsche Multi-
plikatrizen zu Meridianen haben. Die auf den hierzu polaren
Drehfliachen verlaufenden zylindro-konischen Pseudogeoditischen
stellen auch fiir diese Flichen pseudogeodéatische Linien dar, und
die durch Rotation des Tangentensystems einer solchen Kurve
erzeugte Strahlkongruenz ist unter anderem durch konstanten
Brennebenenwinkel ausgezeichnet.

Unter den zylindro-konischen Pseudogeodétischen finden sich
speziell die zylindro-konischen Spiralen, die als Bahnkurven der
eingliedrigen Ahnlichkeitsgruppe des Raumes bekannt sind,
ferner die Kettenlinien auf Drehzylindern mit lotrechter Achse
und schlieBlich die geoddtischen Linien des Drehparaboloids.

II. Darstellung der zu den zylindro-konischen
Pseudogeoditischen polarreziproken Kegelloxodromen.

Sei k eine zylindro-konische Pseudogeodétische —deren Existenz
wir vorwegnehmen — und seien y;, y, die konstanten Winkel,
die die Schmiegebenen von & in jedem Punkt mit dem Trdger-
2ylinder I'y bzw. dem Trdgerkegel I'y bilden. Fiir die analytische
Darstellung bedienen wir uns eines Normalkoordinatensystems
z, y, 2, dessen z-Achse in die Erzeugendenrichtung des Zylinders
fallen und dessen Ursprung O sich mit der Kegelspitze decken
moge. Gelegentlich wird ein Koordinatentripel zu einem Orts-
vektor r zusammengefaBt.

Uben wir die Polaritit p beziiglich der Einheitskugel um O aus,
so wird aus der Tangentenschar von k das Tangentensystem der
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polarreziproken Kurve I, und dieses besteht aus Treffgeraden
der in der Ebene # = wy liegenden Polarkurve g, des Zylinders I';.
Der zu einer Tangente ¢ von k gehorigen Schmiegebene o, bzw.
Zylindertangentialebene 7, entsprechen als Pole der Beriihrungs-
punkt S der reziproken Polare t mit I, bzw. deren Treffpunkt
T, mit g,. Nun ist zufolge einer elementaren Eigenschaft der
Kugelpolaritit « SOT, = & a7, = y;, sodaB dem Kegel 4 = Ol
die folgende kennzeichnende Eigenschaft zukommt (Abb. 1): Die
zwischen den Beriihrungserzeugenden und der festen Ebene =
gelegenen Sektoren der Tangentialebenen des Kegels A weisen
den konstanten Winkel y, (oder # — y;) auf. 4 kann daher als
wochleppkegel” des Strahlbiischels (Ox) angesprochen werden; sein
Schnitt mit einer konzentrischen Kugel ist eine sphdrische
Gropkreistraktriz, seine Schnitte mit den zu = parallelen Ebenen
sind Loxodromen, d.h. Isogonaltrajektorien seiner Erzeugenden-
schar.

Verebnung
des Kegels A

P87 pp=1357 ¢ =02, ¢=~1; p=-3. A

Abb. 1: Loxodrome I auf dem Schleppkegel des Strahlbiischels xy. '

Der im Biindel O zu A gehérige ,,Polarkegel” A* — dessen .
Erzeugenden normal sind zu den Tangentialebenen von 4 und
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umgekehrt — zeigt die entsprechende duale Eigenschaft: A*
durchsetzt das Ebenenbiischel mit der Achse z unter dem kon-
stanten Schnittwinkel y,; sein Schnitt mit einer konzentrischen
Kugel ist mithin die wohlbekannte, zum Kurswinkel y, gehorige
Kugelloxodrome. Beachten wir, daB die Erzeugenden von A* zu
den Tangenten von k parallel sind, so erkennen wir auf Grund
rein _geometrischer Uberlegungen die schon frither ) mittels
Rechnung bewiesene Tatsache, daB das sphdrische Tangentenbild
jeder pseudogeoddtischen Linie eines Zylinders eine Kugelloxo-
drome ist %).

Aus der Forderung, daB unsere Kurve k auch Pseudogeodatische
eines von O ausstrahlenden Kegels I'y sein soll, folgt nun, wie
leicht einzusehen ist, daB die Polarreziproke ! eine Loxzodrome
des Kegels A sein muB: Ist 7, die zur Tangente ¢ von k gehorige
Tangentialebene von Iy, so entspricht ihr als Pol der Fernpunkt
T, von 't und es gilt & SOT, = < o7y = y,.

Auf Grund der Umkehrbarkeit der festgestellten Beziehungen
ergibt sich folgende Konstruktion fiir die zylindrokonische
Pseudogeoditische k: Man gehe aus von einer Kugelloxodrome
mit dem Kurswinkel y,, suche zu ihrem Verbindungskegel mit
der Kugelmitte O den Polarkegel A auf, ziehe auf diesem eine die
Erzeugenden unter dem konstanten Winkel y, schneidende
Trajektorie ! und polarisiere diese schlieBlich an einer Kugel um O.
Damit ist auch die Existenz der zur Untersuchung stehenden
Kurven erwiesen.

Diese Konstruktionsvorschrift soll nun analytisch ausgewertet
werden. Aus der bekannten Parameterdarstellung der Kugel-
lozodrome mit Hilfe des Polarwinkels (Ldngenwinkels) ¢

sin ¢ cos @

1) z= — chcq),y: ch“p,z:thcl«p mit ¢, = coty, #0
1 1

flieBt zunichst die Gleichung des von den (zu den Radiusvektoren
normalen) Ebenen

zsing —ycosp —z3she,p =0
eingehiillten Schleppkegels A:

(2) z:y:2= (c,chepcose + shepsingp):
: (¢; ch ¢, sin ¢ — sh ¢;p cos @) : 1.

4) Hieraus folgt auch unmittelbar die Nichtexistenz von — zunichst auch
denkbaren — ,,bizylindrischen Pseudogeoditischen’, denn der die beiden Pole
der Kugelloxodrome verbindende Durchmesser legt eindeutig die Erzeugenden-
richtung des Trigerzylinders fest.
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Aus dieser Darstellung lassen sich sofort die Schichtenlinien
2 = const des Kegels ablesen: Es handelt sich um Parazykloiden,
jene merkwiirdigen Kurven, die bei der Rollung eines komplexen
Kreises auf einem reellen als Bahnen von Umfangspunkten ent-
stehen 5). Auf die bisher anscheinend iibersehene Identitit dieser
Kurven mit den ebenen Biindelloxodromen hat der Verfasser erst
kiirzlich hingewiesen ).

Bei der Verebnung des Schleppkegels A werden aus den
Schichtenlinien logarithmische Spiralen. Bezeichnen wir mit R
den Ursprungsabstand eines Mantelpunktes und mit ¢ den ver-
ebneten Mantelwinkel, gezdhlt von der Riickkehrerzeugenden
@ = 0 aus, so gilt fiir die Punkte Sy(z,) der Schichtenlinie z, = 1:

B) Ro=|t|=Va + 8 + & =V1+ ¢ -chepg
= V1 + & - exp ¢y,

woraus wir den Mantelwinkel

1
(4) py=— Incheyp

¢
entnehmen. Da bei der Verebnung auch die Loxodrome [ in eine
logarithmische Spirale iibergeht, so gilt fiir sie die Darstellung

(5) R, = C-expcyy = C. (che,p) mit ¢; = cot y,.

Es bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit, sondern nur
eine unwesentliche MaBstabsnormierung, wenn wir der Konstanten
C den gleichen Wert erteilen wie in (8), namlich C; = 1/sin y,.
Fiihren wir zur weiteren Vereinfachung der Schreibweise noch den
Quotienten

(6) p=cy:c,=cotyg:coty,=mn:m mit n —m =1
ein, so erhalten wir als Parameterdarstellung der Loxodrome l:

R ¢, chc,p cos ¢ + shepsing
(7) = 7!71 To =ch? 9 { ¢;chepsing—shepcosg
0 1.

5) H. WIELEITNER, Spezielle ebene Kurven (Sammlg. Schubert 56, Leipzig
1908), 211 ff. :

¢) Uber die Torsen, deren Erzeugenden zwei Kugeln beriihren. Soc. Sci. Fennica,
Comm. Phys. Math. 14 (1949).

In der durch die euklidische Metrik des Biindels O in einer Schichtenebene
2 = const induzierten elliptisch-nichteuklidischen Geometrie CAyLEy-KLEINscher
Priigung 148t sich die vorliegende Parazykloide offenbar als Traktriz einer Geraden
auffassen, nimlich der euklidischen Ferngeraden der Ebene.
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Ein Vergleich der Koordinate z; mit (5) fithrt auf die Relation

4
p—1’
die als Gleichung einer Drehfliche @, mit der Achse z aufgefaBt
werden kann, auf welcher unsere Loxodrome [ verliuft. Mit
Beniitzung der durch 2 = R cos 0 erkliarten ,,Poldistanz’’ 6 nimmt
die Flichengleichung die Form

(8) R,=C, -2 mit n=

(9) R cos? 6 = const

an. Die durch dieselbe Polargleichung beschriebene Meridian-
kurve der Drehfliche ist eine Clairautsche Multiplikatrixz 7). Die
Abhingigkeit ihrer Gestalt vom Wert des charakteristischen
Exponenten p ist aus Abb. 2 ersichtlich. Zu gegengleichen Werten
von p gehéren inverse Formen. Hinsichtlich ausgezeichneter
Sonderfille sieche Abschnitt V.

Abb. 2: Gestaltliches Aussehen der Drehflichen @ in Abhingigkeit vom
Quoticnten p = tgy, : tgy,. Die Meridiankurven sind Multiplikatrizen
von Clairaut mit der Polargleichung R cos?§ = 1.

Durch Angabe des Exponenten p ist nur das Verhiltnis
tg y; : tg y, festgelegt, der Wert des Loxodromenwinkels y, bleibt
jedoch noch unbestimmt. Auf einer Drehfliche @ liegen daher ool
Drechscharen unserer Biindelloxodromen I. Es gilt mithin

Satz 1. Siamtliche auf ciner Drehfliche @2 + y? 4 22 = (™0
(n % 0) verlaufenden Loxodromen des Ursprungsbiindels

) G. Loria - F. ScuiTTE, Speziclle algebraische und transzendente Kurven
(Leipzig u. Berlin 1910), Bd. I, 384 ff.
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werden aus dem Ursprung auf eine Bildebene z = const als
Parazykloiden projiziert. Ihre Darstellung ist im wesentlichen
durch das Gleichungssystem (7) mit p = n [ (n — 1) gegeben;
der Loxodromenwinkel betriagt dabei arccot ¢,p.

Die Kenntnis ihrer einfachen Zentralprojektion und ihrer Trigerflichen @ ver-
mittelt in jedem Fall eine anschauliche Vorstellung vom Verlauf unserer Loxo-
dromen. Dieselben besitzen stets eine Spitze (p = 0) und geben auf Grund ihres
verschiedenartigen asymptotischen Verhaltens fiir ¢ - + o Anla8 zur Unter-
scheidung von drei Haupttypen: »

p<oO. Der reelle Zug der Loxodrome verlduft ganz im Endlichen und nihert
sich asymptotisch in zwei gegenldufigen Windungen dem Ursprung
(Abb. 1).

0 < p < 1. Die Loxodrome nihert sich asymptotisch der zy-Ebene und entfernt
sich dabei nach Art zweier gegenldufigen logarithmischen Spiralen

vom Ursprung.
p>1 Die Loxodrome entfernt sich in gegenldufigen, immer groBer werdenden

Windungen und néhert sich der Fernebene.
Hinsichtlich der ausgeschalteten Grenzfille vgl. Abschnitt V.

III. Rotationskongruenzen aus Loxodromentangenten.

Lassen wir die durch (7) dargestellte Loxodrome [ eine Drehung
um die z-Achse ausfiihren, so iiberstreicht sie dabei die Drehfliche
®@,, wahrend ihr Tangentensystem eine gewisse Rotationskongruenz
Q erzeugt, fiir welche @, den einen Brennflichenmantel abgibt.
Wir beweisen nun den fiir diese Strahlkongruenz grundlegenden

Satz 2. Auf simtlichen Strahlen der Rotationskongruenz &
werden von irgend zwei zur Brennfliche @, beziiglich des Ur-
sprungs zentrisch-dhnlichen Flachen Strecken abgeschnitten, die
aus dem Ursprung unter konstantem Gesichtswinkel erscheinen.

Zum Beweis bilden wir zundchst durch Ableitung von (7) nach
¢ den Tangentenvektor der Loxodrome I; er erweist sich als
proportional zu

¢3 c¢h ¢;p cos ¢ + she,p sin ¢
(10) t= {czchc,psinp —shepcose

1 mit ¢; = cot (y; — y,)-
Tragen wir nunmehr auf den Tangenten der Loxodrome von den
Beriihrungspunkten S(,) aus im gleichen Sinn Strecken ST ab,
deren Hohendifferenz zu 2, proportional ist, so finden wir fiir
den Ort der Endpunkte T eine Darstellung

(11) r=1¢ +hch?lep-t,
die, ausgerechnet, eine zu (7) weitgehend analoge Bauart zeigt.
Es handelt sich um eine Kurve, die auf einer zu @, éhnlichen
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Drehflache @ verlduft, denn es gilt entsprechend (8) die Beziehung
(12) R=C-z" wobei C = (1 + h)™V(1 + k)* + (c;+csh)?

Beachten wir ferner, daB das innere Produkt der zu zwei Werten
h und h’ gehorigen Vektoren r und g’ proportional zu ch??c,p
ist, wihrend ihre Betrige R und R’ zu ch?e¢,p proportional sind,
so fillt der von g und ¢’ gebildete Winkel SOT tatsichlich unab-
héangig von ¢ aus, womit Satz 2 bewiesen ist.

Im besonderen werden auf den Kongruenzstrahlen auch von
einer einzigen Fliche @ Strecken abgeschnitten, die aus O unter
konstanten Winkel gesehen werden; A und A’ sind dann so zu
wihlen, daB sie iiber (12) denselben Wert C liefern. Lassen wir
iiberdies & und k'’ zusammenriicken, ermitteln wir also die stationi-
ren Werte von C, so finden wir Flachen, die von allen Kon-
gruenzstrahlen beriihrt werden, also die Brennfldichen von . Die
Bedingung dC/dh = 0 fiihrt in der Tat auf eine quadratische
Gleichung fiir A
m(1+cd) - h2+ [2m + (m +n)e,e—ed] - b+ (m+nei—eye5) =0,
deren absolutes Glied verschwindet, soda8 sich der Wurzel ;=0
entsprechend die Brennfliche @, wiederfindet. Als zweite Losung
erhalten wir nach einigen Umformungen
(p—1)f— (p 4 1)ercy—2 __ sin y; €O p, .

14 ¢c2 "~ sin y, cos y,

(18) hy=

hierzu gehort gemaB (11) die Kurve

1
— che,pcosp + shepsing
Ce
14 — ch?—lc 1 .
(14) s =¢ 19 -~ ch ¢,p sin ¢ — sh ¢, cos ¢
2
1 mit ¢ = sin 2y,/sin 2y,,

lings welcher die Drehfliche @,

(15) Ry = Cy2j mit Cg = g ™ sec y,

von der Tangentenfliche der Loxodrome ! beriihrt wird 8). @, gibt
die zweite Brennfliche der Kongruenz £ ab; der lineare Ahnlich-
keitsfaktor fiir den Ubergang von @, zu @, betrigt mit Riicksicht
auf C; = 1fsiny,
(16) A= (Cl)l/m= Sin yp cos” yy

1 —
C,, sin® y, cos y,

8) . Die Zentralprojektion der Beriihrungskurve aus dem Ursprung auf eine
Ebene z = const ist eine Pseudotrochoide ®).
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Die Gleichberechtigung der beiden Brennflichen @, und @,
reicht jedoch noch weiter und ist eine vollstindige: Entsprechend
dem Loxodromenwinkel y, = « r;t erweist sich auch der Winkel
0, = X Lt als unveranderlich; dies folgt prinzipiell durch Spe-
zialisierung von Satz 2, wenn wir A = h, und kA’ = oo setzen,
doch fiithrt auch die direkte Auswertung schnell zum Festwert
0y = 90° — y;. — Wir konnen auch folgendermaBen schlieBen:
Gehen wir statt von den urspriinglichen Winkelwerten y, und y,
von den Komplementen 6; = 90° — y, und J, = 90° — y, aus,
so gelangen wir geméB (6) zunidchst zu demselben charakteristi-
schen Exponenten p und zu demselben System von Drehflichen
@; zeichnen wir hierauf unter diesen durch Wahl der Konstanten
€, = C, die Fliche @, aus und betrachten wir die auf ihr ver-
laufenden Biindelloxodromen mit dem Schnittwinkel d,, so stimmt
deren Tangentenkongruenz &' mit unserer Kongruenz & iiberein,
denn aus (16) folgt '’ = 1/4 und C, = C,, sodaB ®, als zweite
Brennflidche auftritt. Die aus (14) ersichtliche Zuordnung 2, = ¢z,
zusammengehoriger Parallelkreise von @, und @, ist wegen
¢’ = 1/q erhalten geblieben.

Aus ¥ 15t =y, und X gt = 4, folgt <z, = y; — 85: Die
Brennstrecke aller Kongruenzstrahlen erscheint aus O unter dem
konstanten Gesichtswinkel w = y; + y, — 90°. — Zusammen-
fassend stellen wir fest:

Satz 8. Samtliche Tangenten der co! Loxodromen, die auf
einer Drehfliche @, mit der Gleichung 22 4 y? 4 22 = (a0
verlaufen und die Strahlen des Ursprungsbiindels unter dem
festen Winkel y schneiden, beriihren eine zweite, gleichartige
Fliche @,, die zu @, beziiglich des Ursprungs zentrisch-dhnlich
liegt. Sie bilden auch die Tangenten einer Drehschar von
Loxodromen auf @,, die das Ursprungsbiindel unter einem festen
Winkel 4 durchsetzen. Die von den Beriihrungspunkten be-
grenzten Tangentenstrecken erscheinen aus dem Ursprung
unter dem konstanten Winkel y — 4. Die Winkel sind durch die
Relation cot y cotd = n/(n —1) = p verkniipft und legen
den linearen Ahnlichkeitsfaktor zwischen @, und @, durch
A = sin y cos? y/sin d cos? d fest.

Da sich auch bei festem n die Winkel y und ¢ so bestimmen
lassen, daB das Ahnlichkeitsverhéltnis A einen vorgelegten Wert
annimmt, so gilt auch umgekehrt:

Satz 4. Die gemeinsamen Tangenten zweier beziiglich des
Ursprungs zentrisch-dhnlicher Drehflichen (22 4 y* + 2%)2*
= const bilden oder enthalten eine zweifach ausgedehnte Man-
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nigfaltigkeit von Strahlen, deren Beriihrungsstrecken aus dem
Ursprung unter einemunveranderlichen Gesichtswinkel erschei-
nen. Aus ihnen lassensich Torsen aufbauen, deren Gratlinien Lo-
xodromen des vom Ursprung ausgehenden Strahlbiindels sind.

Lassen wir im besonderen die Flichen @, und @, zusammen-
riicken, indem wir y = é machen (was A =1 und ¢ = 1 nach
sich zieht), so werden aus den gemeinsamen Tangenten die Haupt-
tangenten der Fliche und wir erhalten eine Aussage iiber ihre
Asymptotenlinien:

Satz 5. Die Asymptotenlinien der Drehflichen 224 y%422=Cz?*"
sind Loxodromen des Ursprungsbiindels, dessen Strahlen sie

unter dem festen Winkel y = arctg V1 — n—! durchsetzen.
IV. Die zylindro-konischen Pseudogeoditischen.

Nach ausreichenden Kenntnissen iiber die Kegelloxodromen !
wollen wir nun gemaf Abschnitt IT durch Ausiibung der Polaritdit
¥ an der Einheitskugel zu den zylindro-konischen Pseudogeo-
datischen k iibergehen. Die Punkte von k entsprechen dabei den
Schmiegebenen von . Fiir den in (7) festgehaltenen Loxodromen-
punkt S(x;) wird nun die Schmiegebene von dem unter (10) an-
gefiihrten Tangentenvektor t und dem zu seiner Ableitung pro-
portionalen Vektor

( ¢y sh ¢;p cos ¢ — ch ¢, sin ¢
(17) t"=1{ cgshe,psing 4+ chepcosg
0

aufgespannt und somit durch die Determinantengleichung
|z t,t'| =] &, t, t'| beschrieben, d.i. ausgerechnet
(18) —(cgsheypsing+-che,pcosp)z+ (cysh ¢y cos p—ch cy@ sin p)y

~+(cg sh? ¢;p+-c5 ch?e,9)z = (c3—c; )ch?Hie .
Vergleich mit der Polarform Xz + Yy + Zz = 1 der Einheits-
kugel liefert dann die Parameterdarstellung der zylindro-konischen
Pseudogeoddtischen k:

a ch ¢;p cos ¢ + ¢, sh ¢y sin ¢
ey ch ¢, sin ¢ — ¢, sh ¢, cos ¢
ch?le;p | ¢ ch2e,p — ey sh? e

(19) X =

mit ¢, = cot y;, ¢, = cot y,, ¢3 = cot(y; — ¥2)
und a = 1/(¢; — ¢3), P = cy/ey.
Der T'riagerzylinder I'y von k — beschrieben durch die ersten zwei
Koordinaten in (19) — ist das Polargebilde der in der zy-Ebene
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gelegenen Spurkurve g; der Tangentenfliche von l. Die Gleichung
¥ = &; — %t von g, schreibt sich mit Riicksicht auf (7) und (10)
in Polarkoordinaten

(20) r = (¢, — ¢3)ch?e,p.

Diese Kurve und die Basiskurve von I sind polarreziprok
beziiglich des Einheitskreises um den Nullpunkt.

Der Trdgerkegel I'y von k ist polar zur Fernkurve g, der Tangen-
tenfliche von I, mithin kongruent zum ,,Polarkegel’” des Tan-
gentenrichtkegels von ! im Sinne der euklidischen Biindelgeometrie.
Nun ist aber die in der Schichtenebene z = 1 gelegene Spurkurve
des vom Ursprung ausstrahlenden Richtkegels zufolge (10) die
Pseudotrochoide

(21) & = ¢q ch ¢y cos ¢ + sh ¢, sin ¢
y = ¢3 ch ¢;p sin ¢ — sh ¢,p cos ¢,

und die in der gleichen Ebene verlaufende Schichtenlinie von Iy
ist zu dieser Kurve polarreziprok beziiglich des Kreises

2+ y2 4+ 1=0.

Satz 6. Jede zylindro-konische Pseudogeoditische (mit den
Schmiegebenenneigungen y,, y,) wird in einem geeigneten Ach-
senkreuz durch Gleichung (19) dargestellt. Die Basis des
Zylinders ist beziiglich eines Kreises polarreziprok zur Doppel-
spirale r = ch? ¢,p, die Basis des Kegels polarreziprok zur
Pseudotrochoide (21).

Die Tragerfliche @, und die dhnliche Tangentenstiitzfliche @,
der Loxodrome ! werden durch die Polaritit f wiederum in ein
beziiglich O zentrisch-dhnliches Drehflichenpaar ¥, ¥, ver-
wandelt, das die analoge Rolle fiir die Pseudogeodétische k iiber-
nimmt; jetzt ist jedoch ¥, die Trigerfiiche von k und ¥, die
Tangentenstiitzfliche, wihrend das in (16) festgehaltene Ahn-
lichkeitsverhiltnis A2 dasselbe bleibt. Die Gleichung dieser Dreh-
flichen ¥ schreibt sich zufolge (8) in Ebenenkoordinaten u, v, w
(die als Koeffizienten der in der Gestalt uz 4 vy + wz =1 an-
genommenen Ebenengleichung erklért sind)

(22) u? 4 02 + w? = Cw?™.

Ihre Gleichung in Punktkoordinaten (Zylinderkoordinaten 7, z)
148t sich im allgemeinen nur in Parameterform angeben und lautet
im AnschluB an (9) und bei Unterdriickung eines konstanten
Faktors

(28) r = sin 0 cos? 0, 2 = cos? 1 O( cos? 6 — n).
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1% 4% 7

0 %% % 1

Abb. 3: Gestaltliches Aussehen der Drehflichen ¥ in Abhingigkeit vom Quotienten
P = tgy, : tgy,. Die Meridiankurven werden in polaren Strahlkoordinaten durch
die Gleichung s cos »0 = 1 beschrieben. (Vgl. die polarreziproke Abb. 2).

Die Gestalt dicser Drehflichen in Abhéngigkeit vom Exponenten p ist aus
Abb. 3 ersichtlich. — Im Zusammenhang damit erkennen wir auch fiir die zylindro-
konischen Pseudogeoditischen drei Haupttypen, die sich durch ihr asymptotisches
Verhalten fiir ¢ -> -+ oo unterscheiden und den in Abschnitt IT angefiihrten Typen
der Schleppkegelloxodromen entsprechen:

p<o. Die Kurve entfernt sich in gegenliufigen, immer groBer werdenden
Windungen und ndhert sich der Fernebene.

0 < p < L. Die Kurve strebt gegen den Fernpunkt der z-Achse, diese in immer
enger werdenden, gegenliufigen VWindungen umschlingend.

p>1 Der reelle Zug der Kurve verlduft ganz im Endlichen und nihert sich
in gegenlidufigen Windungen asymptotisch dem Ursprung.

Die zu € polare Strahlkongruenz & besitzt ¥, und ¥, zu Brenn-
flichen; der in Satz 3 festgehaltenen Eigenschaft von & entspricht
bei § die Kigenschaft festen Brennebenenwinkels. Das bedeutet
aber, daB die Kurve & eine pseudogeoddtische Linie der Drehfliche
¥, darstellt; die Schmiegebenenneigung betrigt w=y,+y,—90°.

Satz 7. Jede Raumkurve, welche pseudogeoditische Linie
eines Zylinders und eines Kegels ist, ist auch Pseudogeoditische
einer Drehfliache, deren Achse die Richtung der Zylindererzeu-
genden hat und durch die Kegelspitze geht; ihr Meridian ist die
Polarreziproke einer Clairautschen Multiplikatrix beziiglich eines
konzentrischen Kreises. Die Summe der drei Schmiegebenen-
neigungen ergibt bei geeigneter Vorzeichenfestsetzung einen
rechten Winkel.

Die drei Flichen schneiden einander lings der gemeinsamen
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Pseudogeoditischen natiirlich unter durchwegs konstanten Win-
keln. Auf Grund des dualen Seitenstiickes zu Satz 2 gilt

Satz 8. Jede mit dem begleitenden Dreikant einer zylindro-
konischen Pseudogeoditischen starr verbundene Ebene, die die
Tangente enthilt, bleibt wahrend der Bewegung des Dreikants
lings der Kurve in stindiger Berithrung mit einer Drehfliche,
die zentrisch-ahnlich zu jener ist, auf der die Kurve verlauft.

Dual zu den Sitzen 2 und 4 haben wir schlieBlich den

Satz 9. Die gemeinsamen Tangenten zweier beliebiger Dreh-
flachen der Ahnlichkeitsschar (u? + v? + w?)w® = const bilden
oder enthalten eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von
Strahlen, deren Brennebenen (Berithrungsebenen) einen festen
Winkel einschlieBen und aus welchen auch an alle ibrigen
Scharflichen Tangentialebenen gehen, die feste Winkel mit-
einander bilden. Die Gratlinien der aus solchen Strahlen aufge-
bauten Torsen sind pseudogeoditische Linien auf den Dreh-
flichen und iiberdies auf Zylinderflichen parallel zur z-Achse
und auf Kegelflichen, die vom Ursprung ausstrahlen.

Da die Haupttangenten polarer Flichen einander entsprechen,
so folgt aus Satz 5 der duale

Satz 10. Die Asymptotenlinien der Drehflichen u? + v? + w?
= Cw™ sind Pseudogeoditische auf den hindurchgehenden z-
parallelen Zylindern sowie auf den Verbindungskegeln mit
dem Ursprung. Der Schnitt einer solchen Drehfliche mit den
genannten Zylinder- und Kegelflichen erfolgt lings der

Asymptotenlinien unter den festen Winkeln y, = arctg V1 —n-!
bzw.y, = 90° — ;.

V. Sonderfille.

Wihrend die zylindro-konischen Pseudogeodatischen selbst
ausnahmslos transzendent sind, kénnen die sie tragenden Dreh-
flachen auch algebraisch ausfallen, namlich fiir rationale Werte
von p = tg y, : tg y,. Schreiben wir diesen Quotienten p = n:m
als gekiirzten Bruch »: u an (4, v ganz und teilerfremd), dann
finden wir fiir die Multiplikatrix (8) — und fir die von ihr er-
zeugten Drehflichen @, auf der die Loxodromen ! liegen — die
Ordnung M = max (| x|, |7]s |u—w|, und die Klasse N
—|u| + max (| u|, ||), vorausgesetzt daB x und » ungerade sind;
andernfalls sind die Werte zu verdoppeln. Fiir die polarreziproken
Drehflichen ¥ vertauschen die Charaktere M und N ihre Be-

deutung.
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Die folgende Tabelle umfaBt die einfachsten algebraischen
Fille bis M = 4:

Meridiankurve von @

p|lm | M N (Multiplikatrix)

o —1 o] 2 2 Kreis um O
of 1| 2 2 Geradenpaar- durch O
—1|—1/2| 1/2 | 2 2 Kreis durch O

3 1/2(8/2 | 38 4 Kubische Duplikatrix von
| Longchamps
1/3|—3/2|—1/2| 3

(=}

—38/—1/4| 8/4 | 4 4 Einblatt (Kepler-Oval)
—1/8|—38/4 1/4 | 4 6 Cartesisches Oval mit Flachpunkt
2 1 2| 4 | 6 Kampyla des Eudoxus
1/2) —2| —1 l 4| 8

Einzelne Fille dieser Zusammenstellung sollen anschlieBend
noch kurz gekennzeichnet werden.

1) p = 0. Pseudogeoddtische Linien des Drehzylinders.

Mit ¢, = p = 0 vereinfacht sich das Gleichungssystem (19) der Pseudogen-
ditischen k zu '

(24) X =acosg, Y=asin¢p,Z=—ichcl¢p.
51

k verlduft mithin auf einem Drehzylinder I, = ¥, und geht bei dessen Verebnung
in eine Kettenlinie iiber. DaB sich die Pseudogeoditischen des Drehzylinders bei
lotrechter Achse als Gleichgewichtsfiguren homogener, dem Zylinder reibungslos
anliegender Ketten deuten lassen, wurde bereits a.a.0.!) festgestellt, wo diese
Linien eingehend untersucht wurden. Jede dieser Kurven k ist wegen y, = 7/2
echte Geoditische des Kegels I'; = Ok und ihre Tangenten und Schmiegebenen
beriihren eine feste Kugel ¥, und zwar in den Punkten einer Grofkreistraktriz,
die mit der zu k polaren Biindelloxodrome ! identifiziert werden kann. (Die sonst
vorhandene Ahnlichkeit zwischen ¥, und ¥, ist hier durch Ausartung gestért.)

2) p = ©. Zylindro-konische Spiralen.

Dieser Fall verlangt wegen der bisher ausgeschlossenen Annahme y;, = 7/2
(¢, = 0) eine besondere Behandlung. Die in Abschnitt II als sphérisches Tangenten-
bild einer Zylinderpseudogeoditischen erhaltene Kugelloxodrome ist im vorliegen-
den Grenzfall einer echten Zylindergeoditischen (Béschungslinie) in einen Kreis
ausgeartet; der die polare Biindelloxodrome ! tragende ,,Schleppkegel’’ ist. mithin
ein Drehkegel und I selbst die wohlbekannte ,2ylindro-konische Spirale”, die als
Bahnkurve der allgemeinen kontinuierlichen eingliedrigen Ahnlichkeitsgruppe des
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Raumes auftritt ). Sie wird durch die Kugelpolaritit in eine durchaus gleichartige
Kurve k verwandelt, deren Gleichungen in der Gestalt

(25) X =e% cosp, Y =¢% sing, Z=1"0.e4

angesetzt werden konnen. Diese Kurve ist echte Geoditische und Béschungslinie
auf einem z-parallelen Zylinder I';, dessen Basis eine logarithmische Spirale mit dem
Schnittwinkel « = arccota ist, ferner Pseudogeoditische und Loxodrome auf
einem Drehkegel I'; mit der halben Offnung § = arccot b; die zugehorige Schmieg-
ebenenneigung y, ergibt sich aus der Formel siny; = sin « cos #, welche um-
gekehrt die Festlegung der Konstanten a und b bei vorgeschriebenem Wert von
7, gestattet. '

8) p = — 1. Geoddtische Linten des Drehparaboloides.

Die Trigerflichen und Tangentenstiitzflichen @ der Biindelloxodromen I
sind zufolge (9) Kugeln des parabolischen Biischels a2 + y® + 22 = Cz; I gehort
mithin zu den sphdrischen Biindelloxodromen, welche erstmalig von G. PIRONDINI
betrachtet wurden ), wobei der vorliegende Sonderfall — inverse Parazykloiden
— allerdings keine Beachtung fand. Diese Kurven und die mit ihnen verkniipfte
Rotationskongruenz £ hat der Verfasser bei anderer Gelegenheit ) ausfiihrlich
behandelt.

Durch Ausiibung der Polaritit ' wird das Kugelbiischel ineine Schar konfokaler
Drehparaboloide ¥ mit dem gemeinsamen Brennpunkt O verwandelt. Wegen
Y1 + 73 = 0 ist w ein rechter Winkel und unsere zylindro-konischen Pseudogeo-
ditischen sind — in Ubereinstimmung mit dem klassischen Ergebnis von CHASLES
— identisch mit den echten Geoditischen der Drehparaboloide. Die Basis des achsen-
parallelen Zylinders I}, auf dem eine solche Kurve liegt, besitzt die aus (19)

ablesbare, durch p 4+ 1 = 0 vereinfachte Gleichung
(26) X = a(ch ¢, cos ¢ — c, sh ¢,p sin @)
Y = a(ch ¢;¢ sin ¢ + ¢, sh ¢, cos @)

und ist daher eine Hyperzykloide ®), wie schon a.a.O. %) bemerkt wurde.

Satz 11. Die geoditischen Linien des Drehparaboloides sind pseudogeoditische

Linien auf den durch sie legbaren achsenparallelen Zylindern und auf ihren

Verbindungskegeln mit dem Brennpunkt. Bei Normalprojektion auf die Scheitel-

ebene erscheinen sie als Hyperzykloiden. Ihre sphirischen Tangentenbilder
" sind Kugelloxodromen.

Der sinngemi8 hier angewandte Satz 8 stellt einen Spezialfall einer allgemeinen,
von R. Bricarp entdeckten Eigenschaft der geoditischen Linien auf beliebigen
Flichen 2. Grades dar, wonach die aus den Tangenten einer solchen Kurve an die
konfokalen Flichen gelegten Beriihrungsebenen feste Winkel miteinander bilden'?).

%) G. SCHEFFERS, Besondere transzendente Kurven. Enz. math. Wiss. III D 4,
252ff.

10) G. PIRONDINI, Sur les trajectoires isogonales des génératrices d’une surface
développable. Crelles J. f. r. u. a. Math. 118 (1897).

11) R. BrICARD, Sur une propriété des quadriques homofocales. Nouv. Ann.
Math. 67 (1908).

Vgl. auch: W. Wunpereich, Uber die Nystromsche Strahlkongruenz und die
geoditischen Linien der Flichen 2. Grades. Soc. Sci. Fenn., Comm. Phys.' Math.

15 (1950).
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4) p = 3.

Die Trigerdrehflichen @ der Loxodromen !/ sind von 3. Ordnung und haben als
Meridian die sogenannte ,kubische Duplikatriz”’, wihrend die polaren Flichen ¥
von 4. Ordnung sind und durch Rotation der dreispitzigen Steinerschen Hypozykloide
entstehen. Durch Spezialisierung der Sitze 5 und 10 ergeben sich die auBerhalb
des vorliegenden Zusammenhanges recht merkwiirdigen Aussagen:

Satz 12. Die Asymptotenlinien der kubischen Drehfliche, die durch Rotation
der kubischen Duplikatrix um ihre Symmetrieachse entsteht, sind Loxodromen
des vom isolierten Doppelpunkt der Fliche ausgehenden Strahlbiindels, das sie
unter dem konstanten Schnittwinkel von 80° durchsetzen. Bei Zentralprojektion
aus dem Doppelpunkt auf eine achsennormale Ebene erscheinen sie als Parazy-
kloiden.

Satz 18. Die Asymptotenlinien der Drehfliche 4. Ordnung, welche durch Rotation
einer Steinerzykloide um eine Spitzentangente entsteht, sind pseudogeoda-
tische Linien auf achsenparallelen Zylindern und auf Kegeln, die ihren Scheitel
im Dornpunkt der Fliche haben. Die festen Schmiegebeneneigungen betragen
80° und 60°.

5) p=2.

Die Meridiane der Drehflichen @ und ¥ sind die Kampyla des Eudoxus und das
dazu polare ,,Maltakreuz’ (Selbstberiihrung aufweisende Parallelkurve der Astroide)
Auch hier lassen sich spezielle Aussagen iiber die Asymptotenlinien der Drehflichen
nach dem Muster der Sidtze 12 und 18 machen; die charakteristischen Winkelwerte
betragen hier y, = arccot /2 und y, = 90° —y,.

6) p=—2.

Der Meridian der Drehfliche @ ist die zur Kampyla inverse Miingersche Doppelei-
linie. Als Sonderfall von Satz 4 erhalten wir:

Satz 14. Die durch Rotation der Miingerschen Doppeleilinie um eine Symme-
trieachse erzeugte Doppeleifliche 6. Ordnung (z® + y® + 2?)® = Cz* hat die
Eigenschaft, daB die auf ihren Doppeltangenten von den Beriihrungspunkten be-
grenzten Strecken aus dem Nullpunkt unter dem konstanten Winkel 2y = arctg
(— 24/2) gesehen werden. Die Gratlinien der aus Doppeltangenten aufgebauten
Torsen sind Loxodromen des Ursprungsbiindels mit dem Schnittwinkel 90° — y.

(Eingegangen den 7. Mirz 1950.)



