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Sur les champs continus de demi-cônes convexes et
leurs intégrales

par

André Marchaud

Marseille

Introduction.

Dans un espace euclidien à trois dimensions, rapporté à trois
axes rectangulaires Oxyz, considérons la région (R) == [0  0153  1].
A chaque point m de (R) attachons un demi-cône convexe C(m),
de sommet m, possédant les propriétés suivantes,

1° toute demi-droite de C(m) fait avec Ox un angle au plus
égal à un angle fixe moindre que 2 ,

2° C(m) varie continuement avec m.
On a ainsi défini, dans (R), un champ borné en direction par

rapport à Ox et continu. Un arc simple ab, situé dans (R), sera
dit une intégrale du champ, issue de a, si en chacun de ses points
m toutes ses semi-tangentes à droite sont dans C(m), et toutes
ses semi-tangentes à gauche dans le demi-cône opposé - sauf bien
entendu en a pour les semi-tangentes à gauche et en b pour les
semi-tangentes à droite. Avec la terminologie introduite par
M. Georges Bouligand, on dira: une intégrale issue de a est un

arc simple ab dont le contingent postérieur en chaque point m
est contenu dans C(m), et le contingent antérieur dans le demi-
cône opposé - avec les mêmes restrictions pour a et b. Il résulte
immédiatement de leur définition que les intégrales de C(m) sont
rectifiables, et par suite possèdent une tangente presque partout.

L’objet du présent Mémoire est l’étude des intégrales des champs
tels que C(m). Dans le cas particulier où C(m) ) se réduit partout
à une demi-droite unique on aura des propriétés des intégrales
d’un système d’équations différentielles

où les fonctions f(x, y, z) et g(x, y, z) sont bornées et continues
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dans (R). Nous obtiendrons aussi des résultats se rapportant à
la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
Les principales notions, qui interviendront dans les énoncés, sont
celles d’émission d’un point ou d’un ensemble, de frontière latérale
(ordinaire et extérieure) d’une émission, et d’intégrale frontière.

L’émission d’un ensemble A (de (R)), par le champ C(m),
est l’ensemble des points de (R) par chacun desquels il passe au
moins une intégrale de C (m) issue d’un point de A ; on la repré-
sentera par E[C(M), A].
La frontière latérale de E[C(m), A] est la fermeture de l’en-

semble des points frontières de cette émission dont l’abscisse est
inférieure à 1. Cette restriction a simplement pour but d’écarter
les points de x = 1, qui sont en quelque sorte artificiellement
des points frontières, et qui cesseraient de l’être si le champ et
l’émission étaient prolongés à droite de x = 1.
La frontière latérale extérieure de E[C(m), A] est la fermeture

des points de la frontière latérale extérieurs à A.
Enfin on appellera intégrale frontière de C(m), toute intégrale

dont les semi-tangentes à droite et les semi-tangentes à gauche
en chacun de ses points m sont toutes respectivement sur la
frontière de C(m) et celle du demi-cône opposé. Lorsque C(m) est le
cône élémentaire d’une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, à laquelle s’appliquent les théories classiques, la courbe
d’une caratéristique est une intégrale frontière du champ, mais la
réciproque n’a pas forcément lieu.
Avec les définitions précédentes, les principales conclusions du

Mémoire peuvent se résumer dans les énoncés qui suivent. La
plupart d’entre eux ont été communiqués à l’Académie des

Sciences le 3 Décembre 1934.1)
1. De tout point de (R) part au moins une intégrale d’un

champ donné C(m), intégrale qui peut être prolongée jusque
dans le plan x = 1. 2)

II. Soient C1 (m ), C2(M), ... une suite de champs conver-
geant uniformément vers le champ C(m), et, pour chaque champ

Cn(m), une intégrale anbn. Si la suite al, a2, ... admet un point
d’accumulation a à distance finie, on peut extraire de la suite

{anbn} une suite partielle ayant pour limite une intégrale ab
de C(m).

1) C. R. 199, 1278.

2) Dans cet énoncé, comme dans les suivants, il s’agira, toujours de champs
continus dans (R) et bornés en direction par rapport à Ox dans ce domaine.



91

III. Soient CÂ(m) un champ convergeant uniformément vers
le champ C (m ), et A , un ensemble borné et fermé ayant pour
limite A, quand et ,u tendent respectivement vers Âo et flo.

Si, quels que soient Â et p, CÂ (m) et A p contiennent respective-
ment C(m) et A, l’émission E[CA(m), Ap] et sa frontière latérale
tendent respectivement vers E[C(m), A] et sa frontière latérale.

Les limites dont il s’agit dans les énoncés qui précèdent sont
des limites métrique, au sens de M. Hausdorff.
La dernière proposition généralise un résultat de M. Paul

Montel, complété par Mlle Marie Charpentier, sur la semi-con-
tinuité des intégrales supérieure et inférieure de l’équation
dy _dy - =f(x, Y).

IV. Soient C(m) un champ et A un ensemble borné et fermé.
La frontière latérale extérieure de E[C(m), A ] est constituée par
des intégrales frontières du champ, issues des points frontières
de A. De plus, en chaque point m de la frontière latérale extérieure,
celle-ci n’a aucune semi-tangente dans C (m ) ni dans le demi-cône
opposé..

Cet énoncé généralise un Théorème de M. Masuo Fukuhara.
Mais son principal intérêt est dans le fait qu’il peut servir d’intro-
duction à l’étude géométrique de l’équation aux dérivées partiel-
les du premier ordre dont C (m ) est le cône élémentaire. Il est

immédiat, en effet, que tout morceau d’une frontière latérale
extérieure qui est une surface pourvue d’un plan tangent, est

une surface intégrale de l’équation.
V. Si A est un continu ou un point, la section de E[C(m), A]

par un plan x = const., laissant A à sa gauche, est un continu
ou un point.

C’est l’extension du Théorème de M. Kneser.

VI. Un ensemble fermé vers la gauche 3), qui possède en 
chacun de ses points m, sauf peut-être pour ceux d’un ensemble
borné A, une semi-tangente au moins dans le demi-cône opposé
à C(m), est nécessairement contenu dans E[C(m), A], où A
désigne la fermeture de A.
De cette proposition, qui généralise un résultat que j’ai obtenus

antérieurement, on peut déduire de nombreuses conséquences.
En voici une, qui donne des conditions strictement suffisantes
pour qu’un continu soit une intégrale d’un système d’équations
différentielles du premier ordre.

3) Pour la définition de ces ensembles, voir plus loin [no. 31].
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Si C (ni) se réduit partout à une demi-droite unique, et si, de
plus, l’intégrale issue de a est unique, tout continu admettant
partout, sauf en a, la demi-droite opposée à C(m) pour une de
ses semi-tangentes est un arc de l’intégrale issue de a.

Il est évident que la restriction relative à l’unicité de l’intégrale
issue de a ne peut être levée.

Cette dernière proposition avait été établie par M. Georges
Bouligand et par moi-même à partir d’hypothèses de plus en
plus larges, mais beaucoup plus restrictives.

Ajoutons enfin que tous les résultats obtenus dans ce Mémoire
sont valables pour un espace euclidien quelconque. Dans le cas
du plan, on pourra les rapprocher de ceux de M. S. K. Zaremba 4 ).

I. Notions et résultats préliminaires.

1. Il s’agira ici d’ensembles situés dans un espace euclidien
à trois dimensions. Ce choix du nombre des dimensions a seule-

ment pour but de fixer le langage; les résultats obtenus s’étendront
d’eux-mêmes au cas d’un espace euclidien quelconque.

Je commencerai par rappeler quelques notions et établir cer-
tains résultats dont nous aurons besoin. Nous nous occuperons
d’abord des notions d’écart (Entfernung) de deux ensembles et
de limite métrique d’une suite d’ensembles.

Si A désigne un ensemble, on représentera par U(A, r) l’enseni-
ble des sphères de rayon r centrées sur les points de A. Je sup-
poserai ces sphères fermées (c’est-à-dire contenant leurs fron-

tières), il en résultera que si A est fermé, U(A, r) l’est aussi. D’autre
part il est immédiat que tout point extérieur à A est extérieur
à U(A, r) dès que r est assez petit. (La construction précédente
est celle de Cantor-Minkowski, mais on considère ordinairement
les sphères ouvertes.)

Soient A et B deux ensembles bornés et fermés, l’écart de ces
deux ensembles, [A, B] = [B, A], est la borne inférieure e des

nombres r satisfaisant à la double condition.

Les ensembles A et B étant fermés, on a évidemment

4) S. K. ZAREMBA, Sur une extension de la notion d’équation différentielle

[C’. R. 199 (1934), 545]. M. S. K. Zaremba considère des champs de "pinceaux’’
de droites, et fait intervenir le paratingent.
Le présent Travail était rédigé presqu’entièrement quand a paru la Note de

1B1. S. K. Zaremba.
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Les propriétés de l’écart qui nous seront utiles sont les suivantes.
10. L’écart de deux points est leur distance.
20. La condition nécessaire et suffisante pour que A et B

coïncident est que leur écart soit nul.

30. La double inclusion A -D B D C implique nécessairement
les inégalités

4°. On a quels que soient A, B et C,

Il s’agit toujours d’ensembles bornés et fermés.

Les trois premières propriétés sont presqu’évidentes, la qua-
trième est une conséquence de la relation: ac  ab + bc entre
les distances mutuelles de trois points a, b, c; le lecteur l’établira 
aisément. Il pourra consulter à ce sujet (et aussi sur la notion
de limite métrique dont il sera question au numéro suivant) la
Mengenlehre de M. Hausdorff, pages 145 et suivantes. La défini-
tion de l’écart y est formulée d’une manière un peu différente
de celle qui précède, mais équivalente.

2. Soit A j A2, ..., 5 A n ... une suite d’ensembles bornés et
fermés. On dit qu’un ensemble fermé A est la limite niétrique de
la suite, om de An’ si l’écart [A, An] tend vers zéro avec 1 -n
Lorsque cette limite existe, elle est nécessairement unique. Cela
résulte immédiatement du numéro précédent.

D’autre part les énoncés suivants sont presqu’évidents.
1°. Soit B1, B2,..., Bn, ... une deuxième suite d’ensembles

bornés et fermés, ayant pour limite métrique B. Si, pour chaque
valeur de n, Bn est contenu dans A n , B est contenu dans A.

2°. La limite métrique d’une suite de continus ne peut être
qu’un continu ou un point 5).
Dans le cas où chacun des ensembles de la suite {An} contient

le suivant, le produit

est la limite métrique de A n . Pour le montrer il suffira de prouver
que, r étant choisi U(A, r) contient A n pourvu que n soit assez
grand. En effet, An contient A, et d’autre part ce dernier ensemble
est évidemment fermé. Supposons qu’il existe une suite infinie

5) Un continu est un ensemble fermé connexe (qui ne peut être décomposé
en deux ensembles fermés disjoints).
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de valeurs de n: n,,,n,, ..., np , ... telle que chaque An J) possède
un point mp extérieur à U(A, r). La suite mp est contenue dans
A1, elle admet donc un point d’accumulation m non intérieur
à U(A, r). Mais le point m appartient à chaque A.,,, puisque
chacun de ces ensembles est fermé et contient le suivant. m fait
donc partie de A, ce qui conduit à une contradiction. (Il pourra
arriver que les points mp, sauf un nombre fini d’entre eux,
soient confondus avec un point fixe, celui-ci jouera alors le rôle
de point d’accumulation.)

3. Dans ce Mémoire nous considérerons uniquement des

limites métriques. Pour simplifier le langage, nous supprimerons le
qualificatif: métrique. Voici sur ces limites une proposition dont
nous aurons à faire usage.

Soit {An} une suite d’ensembles bornés et fermés ayant une limi-
te A contenue dans chacun d’eux; la frontière de A n a pour limite
celle de A 6).

Désignons par F et Fn les frontières respectives de A et A n
et par en l’écart [A, An]. en tend vers zéro avec 2-. Soit fn un pointn

de Fn. n’appartenant pas à F, f n faisant partie de An’ la sphère
U(fn’ en ) contient un point de A, et par suite de F, car f n est
extérieur à A. Donc Fn est contenue dans U(F, en ). Pour achever
la démonstration, il suffira d’établir que, r étant donné arbitrai-

rement, on peut choisir n assez grand pour que U (F n’ r ) contienne
F. Supposons que cette affirmation soit fausse; il existe alors une
suite ni, n2’ ..., np , ... , , telle que pour chaque valeur de p on
puisse trouver dans F un point yp qui soit extérieur à U(FnP, r).
La sphère U(03BCp, r ) ne contient aucun point de Fnp. Soit alors fl
un point d’accumulation de la suite yp, ce point est sur F. Con-
sidérons la sphère U(,u, 2) , elle est intérieure à U(03BCp, r) dès

que lip lui est intérieur. Nous arrivons donc à la conclusion qu’il
existe une infinité de frontières Fn n’ayant aucun point dans

U(,u, ’r 2 ). Or ceci est contradictoire avec le fait que ,u est sur F.
En effet, il y a nécessairement dans U(,u, 2 un point y extérieur
à A et par suite à An’ si n est assez grand, donc un point de F
(d’après la remarque faite en note à la page précédente). La
démonstration est achevée.

6 ) La frontière d’un ensemble fermé est l’ensemble de ses points non intérieurs.
Il est immédiat que tout segment joignant un point de l’ensemble à un point
extérieur contient un point de la frontière. La frontière d’un ensemble est évi-
demment fermée.
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Il faut remarquer que la proposition serait fausse sans la res-
triction : A. -D A. En effet, prenons pour A une sphère (fermée)
de rayon l, et pour- An l’ensemble obtenu en retranchant de A

l’intérieur de la sphère concentrique de rayon -. On voit immé-n

diatement que

Quand An tend vers A, l’écart des frontières tend vers im.
On observera que les considérations des numéros 1, 2 et 3

sont valables dans tout espace métriqu,e (c’est-à-dire dans lequel
on peut définir une "distance" satisfaisant à l’"inégalité du
triangle".

4. Nous allons considérer maintenant des ensembles fermés de
demi-droites ayant même origine 0. Soit C un tel ensemble et oc

un nombre positif au plus égal à 03C0. Je désignerai par (C)03B1 l’en-
semble des demi-droites d’origine 0 faisant un angle au plus
égal à oc avec au moins une demi-droite de C. L’ensemble (C)oc
est évidemment fermé. Dans le cas où oc est inférieur à 2 (C)03B1
est l’ensemble des demi-cônes de révolution d’angle au sommet
2oc, ayant pour axes les demi-droites de C.
La construction précédente n’est autre que celle de Cantor-

Minkowski dans l’espace des demi-droites d’origine 0, espace
dans lequel la "distance" de deux "points" est l’angle des deux
demi-droites correspondantes. Cet espace est borné.

L’écart [C, C’] = [C’, C] 7) de deux ensembles fermés (de
demi-droites de même origine) C et C’ se définira de la même
manière que celui de deux ensembles ponctuels; c’est la borne
inférieure e des angles oc satisfaisant à la double condition

Comme pour les ensembles ponctuels on a

D’après la remarque faite à la fin du numéro précédent, les

propriétés de l’écart sont conservées. En particulier:
1°. l’écart de deux demi-droites est leur angle.
2°. pour que C et C’ coincident, il faut et il suffit que leur

écart soit nul.

7) Nous utilisons la même notation que pour désigner l’écart de deux ensembles
ponctuels. Il n’y aura pas de confusion possible, car C et C’, considérés comme
ensembles ponctuels, ne sont pas bornés.
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3°. si C" désigne un troisième ensemble fermé, on a

Voici encore une propriété qui nous sera utile, c’est celle ex-
primée par l’inégalité suivante:

Pour la démontrer, désignons par e l’écart [C, C’]. On peut
écrire

Mais [(C)e]03B1 et [( C )liJe sont identiques 8 ). On a donc

d’où il résulte la relation à établir.

La notion de limite métrique s’étendra d’elle-même et possèdera
les mêmes propriétés que dans le cas des ensembles ponctuels.’
Par exemple, une suite d’ensembles fermés CI, C2, ..., Cn, ...
telle que chacun d’eux contienne le suivant admet une limite:

le produit C = Cl - C2 ... - Cn ... (il s’agit toujours d’en-
sembles de demi-droites d’origine 0).

5. Les considérations du numéro précédent s’appliquent en
particulier aux demi-cônes convexes. Un demi-cône convexe C,
de sommet 0, est un ensemble fermé de demi-droites d’origine 0,
ne contenant aucune droite, et tel que si deux points a et b appar-
tiennent à l’ensemble, le segment ab en fait également partie.
Un angle plan moindre que 03C0 satisfait à cette définition, et aussi
une demi-droite unique.
Une demi-droite D, d’origine 0, est intérieure à C s’il existe

un angle a tel que (D)03B1 soit contenu dans C. Un demi-cône

convexe est intérieur à C si toutes ses demi-droites le sont.

La frontière d’un demi-cône convexe est l’ensemble de ses demi-
droites non intérieures. Un angle plan moindre que 03C0, ou une

demi-droite unique sont des demi-cônes convexes réduits à leur
frontière. La réciproque est évidente.

Il est immédiat que si les termes de la suite considérée à la

fin du numéro 4 sont des demi-cônes convexes, il en est de même
de leur limite.

8) En effet, si e + x est au plus égal à 03C0 les deux ensembles coincident avec

(C)e+a’ dans le cas contraire ils remplissent tout l’espace.
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6. Je vais rassembler quelques propriétés des demi-cônes

convexes dont nous aurons à faire usage. La première est la

suivante.
Soit C un demi-cône convexe, si 03B1 est assez petit (C)oc est aussi

un demi-cône convexe.
En effet, (C)oc est fermé et ne contiendra aucune droite si a

est assez petit. Considérons alors deux points a et b de (C)03B1, il

existe deux demi-droites Oal et Ob, de C telles que l’on ait

Mais l’ensemble y des demi-cônes de révolution d’angle au sommet
/B

203B1 ayant pour axes les demi-droites de l’angle alOb1 est évidem-
ment un demi-cône convexe contenu dans (C)03B1. Or y contient
tout le segment ab 9).

Les propriétés suivantes feront intervenir l’opération inverse
de celle de Cantor-Minkowski. Elles ont pour but de donner une
forme et un sens précis à cette propriété intuitive:

deux demi-cônes convexes de même sommet, non réduits à leurs

frontières, et très voisins, ont en commun un demi-cône convexe

très voisin de chacun d’eux.
Soit C un ensemble fermé de demi-droites d’origine 0, et oc

un angle donné. Je désignerai par (C)_03B1 l’ensemble des demi-
droites D, d’origine 0, telles que (D)03B1 appartienne à C. ( C ) _ 03B1
ne peut exister que si C contient des demi-droites intérieures et
si oc est assez petit, (C)_03B1 est alors un ensemble fermé. Il est

immédiat que si un ensemble fermé C’ contient C, ( C’ ) _ a contient
(C) - 03B1 et, d’autre part, que [(C)pJ -rx existe nécessairement pourvu
que oc ne surpasse pas 03B2. Enfin si D’ est une demi-droite intérieure
à C, elle sera intérieure à (C)_03B1 pourvu que « soit assez petit.
En effet, il existe un angle e tel que (D’)8 soit contenu dans C, (D’)8
est alors contenu dans (C)_03B1 dès que oc est moindre que 2 

2

Il ne faudrait pas croire que l’opération qui vient d’être dé-
finie et celle de Cantor-Minkowski soient réciproques, c’est-à-dire
que l’on a

La première relation est fausse même si C est convexe. Il suffit
pour le voir de prendre pour C un trièdre et (x assez petit pour

8) Cette démonstration reproduit à peu près celle que j’ai donné de la même
propriété dans mon Mémoire: Sur les champs de demi-droites et les équations
différentielles du 1° ordre [Bull. S. M. F. 62 (1934), 7].
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que ( C ) _ a existe. Les demi-droites de C voisines des arêtes échap-
pent à [(C)-.].-
La seconde relation est fausse lorsque C n’est pas convexe. En

effet, soit D une demi-droite d’origine 0 et oc un angle moindre

que 4 . Prenons pour C l’ensemble des demi-droites de (D)03B14 03B1

extérieures à ( D ) 03B1. (C)03B1 n’est autre que (D)203B1’ par suite (c).
2 

03B1-03B1

se réduit à (D)a, qui est différent de C.
7. Je vais montrer que si ac est moindre que 2 et si C est un

demi-cône convexe, on a bien

Posons [(C)cxJ-oc == C’. On a évidemment C C C’. Il s’agit
d’établir que C contient C’. Supposons qu’une demi-droite D’
de C’ soit extérieure à C. Il existe alors une demi-droite G, de C,
faisant avec D’ l’angle minimum, puisque C est fermé, et cet
angle minimum f3 est différent de zéro et au plus égal à oc (car
D’ appartient à (C),,,). C n’a aucun point à l’intérieur du demi-
cône de révolution (D’){1. D’autre part (D’)oc est contenu dans
(C)a, d’après la définition de C’. Considérons alors, dans le plan
(G, D’), une demi-droite D", d’origine 0, faisant avec G un angle
aigu y supérieur à oc et telle que D’ soit intérieure à l’angle
/B /’..

GOD". L’angle D’OD" est égal à y - fl, il sera moindre que ce

pourvu que y soit choisi inférieur à oc + {3. Dans ces conditions
D" appartient à (D’)a. et par suite à (C)a. Il en résulte que le demi-
cône de révolution (D")oc contient au moins une demi-droite G‘
de C. Comme G est extérieure à (D")cx’ G’ est différent de G.

/’..

Donc toutes les demi-droites de l’angle GOG’ appartiennent à C,
d’autre part elles sont contenues dans (D")y. Mais ce demi-cône
de révolution contient (D’)03B2 lequel lui est tangent le long de G.
Par suite C contient des demi-droites intérieures à (D’)03B2, ce qui
conduit à une contradiction, car {3 est le minimum de l’angle
de D’ avec une demi-droite quelconque de C. La proposition est
donc démontrée.

8. Considérons un demi-cône convexe C, de sommet 0, non
réduit à sa frontière, et oc un angle assez petit pour que (C)-03B1
existe. Nous savons déjà que cet ensemble est fermé, je dis que
c’est un demi-cône convexe. Comme il ne peut évidemment
contenir aucune droite, il suffira de montrer que si deux points
a et b, distincts de 0, appartiennent à ( C ) _ a, il en est de même

.du segment ab. Pour cela considérons les deux demi-droites Oa
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et Ob. Comme elles appartiennent à (C) _ a, (Oa)a; et (Ob)a; sont
/B

contenus dans C, et par suite (aOb)a;. Soit alors d un point quel-
/B

conque du segment ab, la demi-droite Od fait partie de a0b, (Od)a;
appartient donc à C. Il en résulte que Od est une demi-droite

de (C)_03B1.
9. Nous pouvons maintenant établir la proposition, impor-

tante pour la suite, à laquelle il a été fait allusion au numéro 6.
Soit C un demi-cône convexe et oc un angle aigu tel que (C)-a;

existe, tout demi-cône convexe dont l’écart avec C est au plus égal
à a contient (C)-03B1.

Considérons en effet un demi-cône convexe C’ satisfaisant à

l’hypothèse précédente. D’après la définition de l’écart on peut
écrire

d’où l’on déduit [nO. 6],

Or le premier membre de cette dernière relation n’est autre
que C’ [nO. 7].

10. Jusqu’à présent nous avons considéré des demi-cônes de
même sommet. Nous allons étendre les notions et les résultats

précédents à des demi-cônes de sommets différents. Pour cela
il sera commode d’introduire quelques notations.

Soient C et C’ deux demi-cônes convexes (n’ayant pas néces-
sairement même sommet), Co et C’0 les demi-cônes de sommet 0,
qui s’en déduisent respectivement par translations. Les relations

exprimeront respectivement que

Elles sont évidemment indépendantes du point O.
Enfin pour exprimer que C et C’ sont inversement homothé-

tiques, on écrira: 

10) Les signes ~ et C seront réservés pour l’inclusion. BIBLI REQUE10) Les signes D et C seront réservés pour l’inclusion. B QUE


