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SUR L’INFORMATION ASSOCIEE
AUX DIFFERENTS TABLEAUX BINAIRES
ISSUS D’UN TABLEAU TERNAIRE

[INF. TERN.]
par V. Cholakian (*) »

Le but de cette note est de montrer en utilisant l'information de
Shannon, les liens qui existent entre les différents tableaux binai-
res (rectangulaires) issus d'un tableau ternaire. A la fin nous sug-
gérons des généralisations au cas d'un tableau multiple de rang quel-
conque (r>3). Il est & souligner que les relations démontrées ici ne
s'étendent pas directement aux calculs de x2.

1 Information et correspondance ternaire

Soit kIJT un tableau ternaire dont tous les éléments k(i,j,t)

sont positifs ; on peut présenter ce tableau ternaire de trois manié-

res différentes comme un tableau rectangulaire : soit k(IJ)T ’k(IT)J'

k(JT)I ; et de plus il y a 3 tableaux rectangulaires de marge notés
kIJ 'kIT ’ kJT' A tous ces tableaux sont associés des lois de proba-
bilités qu'on note classiquement en utilisant la lettre p au lieu
de k.

On reprend les résultats et les notations de [INF. TAB.] (TIB
n® 5) :

H(pI) = - Z{pi lo%pi{iel} = information correspondant a la
variable al&atoire i dont la loi est Pr-

H(pIJ) = -Z{pij lo%pij|i eI , j eJ} = information correspon-
dant & la variable aléatoire (i,j) dont la loi est Prg-

H(le) = information conditionhelle apportée par Jj quand
X i _ i . S T
i est connu (avec p'; = {p j|J edJ} ; p 5 = pij/pi)'
(1) H(3/T) = i{p, H(pj|i €I} = H(p )~ H(P) = espérance ma-
thématique de l'information conditionnelle apportée par j sur I.
(2) H(pyy iPp Py) = H(py) - H(J/I) = H(py) - H(I/J)

= H(pI) + H(pJ) - H(pIJ)

2{p; 4 109, (pyy/ (py ;) [ieI:jeT)

information mutuelle entre I et J.

(1) Université de Moncton ; dept de phys. mathématique ; Moncton
Nouveau Brunswick EI1A 3E9.
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On va démontrer le résultat suivant :
) H(Pyy : PrPy) * HP(15)7 7 P(15) Pp)
= B(pyp 7 PyPp) * H(P(yq)5; Prr) Py
= HiPgp i PyPp) + H(P(gpyp i P(gp) P 7

démonstration : dans ces formules il s'agit seulement d'informa-
tion mutuelle associée 3 divers tableaux rectangulaires : ou bien des
lois marginales (sur IJ, IT, JT), ou bien des tableaux ternaires pré-
sentés sous forme binaire : par exemple p(IT)J n'est autre que le ta-
bleau pITJ avec en licgnes les (i, t), en colonnes les j.

Les diverses informations mutuelles associées & ces
6 tableaux se calculent toutes en fonction des informations correspon-
dant & une seule variable, & une paire de variables, ou au triplet .
On a par exemple (cf. (2))

4 B (15 7 P(zg)Py) = HPgy) + H(pg) - HlPryq) s

oll on a tenu compte de ce que H(p(IJ)T) n'est autre que H(pIJT).
Ceci posé, les trois sommes dont (3) affirme 1'égalité, apparaissent
comme ayant toutes la méme valeur qui est :

(5) H(pI) + H(pJ) + H(pT) - H(pIJT) ;

on peut dire que (5) est "l'information mutuelle relative au triplet
(1,J,T)", en ce sens que (5) exprime le déficit de l'information ap-
portéepar (i,j,t) relativement & la somme de celles apportées séparé-
ment par i par Jj et par ¢t.

On démontrerait de méme :

(6) H(I/(JT)) - H(I/T) H(J/(IT)) - H(J/T).

On sait (cf. [INF. TAB.])que l'information mutuelle est équiva-
lente (au voisinage de 1'indépendance) & une distance du x2? :
~ - 2 _
(2 Log2).H(pr; i Py Py) = lp s -pp p 1% = trace (1x3).
Ceci suggére de comparer nos relations (3) aux valeurs des x2
correspondants. Par exemple en se référant a l'article de Ch. Arbache
(C.A.D. Vol VII n® 1, p. 71, 1982) ol l'auteur analyse un tableau
ternaire, kPxRxT , on trouve :
trace (PxT) + trace ((PT) xR)
trace (RXT) + trace (( RT) x?)
trace (RxP) + trace((RP) xT)

0,088 + 0,854 = 0,942 ;
0,023 + 0,985 = 1,008 ;
0,736 + 0,196 = 0,932 .

Ces quantités différent assez peu, mais elles ne sont pas égales;
toutefois il peut &tre intéressant de considérer leur moyenne. Une
comparaison approfondie avec les résultats de A. Bener ([INTER. CORR.
MULT.] in C.A.D. Vol VII n° 1, pp 25-32 ; 1982) serait sans doute
fructueuse.
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? Remarque : essas de généralisation & une correspondance multiple

Considérons des ensembles finis J_indicés par q ¢Q ; notons pour
toute partie a de Q : q

(7 Ja = M{Jglg ¢ al.

Soit pJQ une loi sur le produit JQ de tous les Jq. On peut sans
confusion noter P7a la loi marginale de pJQ sur le produit Ja ; en
particulier P est la loi marginale & une variable sur Jg. Et pour

l'information on notera, quelle gue soit la partie a de Q :
(8) H(a) = H(py,) 7

et d'aprés la formule (5) on définira aussi :

HM(a) = -H(a) + Z{H({g})|q € a} ;
ceci posé si a et b sont deux parties de Q, d'intersection vide
(a nb) = @) on peut s'intéresser 3 :
(9) H(pJan i Pz pr)=H(a)+H(b)—H(aub)

=HM (aub)-HM(a) -HM(b) ,
quantité qui sera notée: H(aub ; a,b),
et qui est une information mutuelle usuelle associée a un ta-
bleau rectangulaire.

Or il est remarquable que les H(aub ;a,b) sont trés nombreux,
autant que les paires (a,b) de parties de Q d'intersection vide; a
lors que lesHM(a) le sont beaucoup moins (autant que les parties de

a) ; plus précisément il faut tenir compte de ce gque H(aub ; a,b)
est non identiquement nul seulement pour a et b non vides ; et Qe
méme HM(a) n'est non nul que si Card a 22. Donc si Card Q = 3, cas

vu ci-dessus, on a 6 termes H(aub ; a,b) non nuls ; qui correspon-
dent aux 6 tableaux binaires que nous avons construits,i.e. :

(alb)=((IlJ}T); ({.IIT}IJ);({JIT}II); (,3); (J3,7); (T,I)

et on les exprime en combinaisons linéaires des HM(a) non nuls qui
ne sont que 4 :

a={1,7,7} ; {1,3}; {a3,7} ; {1,T}.

C'est pourquoi il y a entre les H(aub ;a,b) deux (2 = 6 - 4)
relations linéaires que nous avons démontrées en (3).

Soit maintenant Card Q = 4 : Q = {1,2,3,4}. 11 y a 11 parties
a de cardinal 2 2 ; et il y a 19 paires (a,b) de paires de parties
(a,b) non vides d'intersection vige (il y a 4 paires de la forme
(123 ,4); 3 de la forme (12, 34); 6 de la forme 12, 3); 6 de la forme (1,2)).Ainsi
19 quantités H(aub ;a,b) s'expriment en combinaison de 11 quanti-
tés H(a) : il y donc entre les H(aub ;a,b) (informations mutuelles
de tableaux binaires associés au tableau quaternaire) huit (8 =
19 - 11) relations linéaires.

¥
Le nombre des relations linéaires croit rapidement avec Card Q.

I1 importe de noter que bien que les H(aub ; a,b) soient (comme
on l'a ditﬂé propos du cas"ternaire) &quivalentes i des x?, les x?2
eux-mémes lp - p P ne satisfont pas & toutes ces relations
lingaires. J3uP "Ja "Jb
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