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INFORMATION DE SHANNON 

ET DÉCOMPOSITION DES INTERACTIONS 

DANS UNE CORRESPONDANCE MULTIPLE 

[INF. CORR. MULT.] 

par J. P. Benzécri(l) 
et K. Ibrahim Hamouda (2) 

i 

/ lnjon.mcitA.on o.t distance, du ckll : L'interaction entre deux va­
riables aléatoires discrètes i et j est communément mesurée par une 
trace, ou distance du x2, dont la formule remonte à K. Pearson : 

interaction « l P l J - P rP J
l lp I. p J -

D'autre part cette interaction se mesure aussi en théorie de 

l'information par une information mutuelle H(pjj/'P-r P-J calculée 

par la formule générale de l'information relative : 

H ( f i ; P l ) = ^{p.ff./p.) log2(f./pi)|i e I}. 

Le lien entre ces définitions de l'interaction apparaît pour 

p voisin de p T.p T (i.e. au voisinage de l'indépendance), cas où 

les deux formules donnent des infiniment petits du second ordre (en 
les p.. - p.p.) équivalents à une constante près : 

H { pIJ ''PlPj5 * U / ( 2 L o g 2 ) ï "PIJ " P I P j " 2 -

Cette équivalence résulte directement de la relation existant 
(au voisinage de la valeur 1 de la variable x) entre les fonctions 

2 
x log«x et (x -1)/(2 Log2) ; ainsi qu'il est expliqué dans la leçon 

[.INF. TAB.~\ (TIB n° 5 § 1.3), à laquelle nous renvoyons. 

Du point de vue de l'analyse des données l'utilisation de la 
distance du x2 a sur les calculs d'information ou d'entropie, l'a­
vantage de se placer directement dans le cadre familier de la géomé­
trie euclidienne multidimensionnelle. Cependant V. Cholakian a mon­
tré (cf. [INF. TERN.~\ ce cahier pp 7,3,9) que dans le cas des tableaux 
binaires issus d'un tableau ternaire, les informations mutuelles sa­
tisfont exactement à certaines relations linéaires qui ne sont qu'ap-
proximativement vérifiées entre les traces. D'où la question consi­
dérée ici : dans quelle mesure est-il possible de reprendre en théo­
rie de l'information la décomposition des interactions faite par A. 
Bener pour une correspondance multiple par des calculs de distan­
ce du x2 (cf. [INTER. CORR. MULT.'], in C.A.D. Vol VII n° 1 pp 25-32; 
1982) . 

Disons tout de suite que cette décomposition est possible ; 
mais peu satisfaisante en ce que, dès le cas d'une correspondance 
ternaire, elle comporte des termes qui peuvent être négatifs même 
au voisinage de l'indépendance. 

(1) J.P. Benzécri, professeur de statistique. Université P. S M. Curie. 

(2) Maître de conférence. Université du Koweit. 
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Z V&compoài.t'Lon d&6 Interaction* dan* le cadn.0. mclidlan : Nous 
rappelons ici quelques résultats de A. Bener, en en détaillant les 
notations pour le cas d'une correspondance ternaire sur lequel nous 
calculerons (§ 4). On considère un ensemble produit S, muni d'une 
loi de référence p ,produit de lois p sur les facteurs : 

S = n{Jq[q e Q} ; pg = n{pJg|q e Q} ; 

un élément s de S est une suite indicée par q d'éléments jq appar­
tenant respectivement aux ensembles Jq : 

s = {jq|q e Q} 7 V q e Q : jq e Jq. 

Dans le cas ternaire on notera : 

Q = {1,2,3} ; S = Jl x J2 x'J3 ; 

s = <jl,j2,j3); pQ = P^xp^xPja-

Ce cadre étant fixé toute fonction (numérique ou vectorielle) 
g 

d définie sur S admet une décomposition unique en somme de ter-
g 

mes pr (a)d , indicés par 1 'ensemble des parties a de S (y com­
pris S et la parie vide 0) : 

dS - Z{pr{a)dS|a c Q} ; 

en particulier pour Q = {1,2,3} on a : 

dS = pr(S)dS +pr({l,2})dS +pr({2,3})dS +pr({3,l})dS 

+ pr({l})dS + pr({2})dS + pr({3})dS +pr(0)dS. 

S S 

En bref, pr(a)d est le terme de la fonction d qui dépend 

effectivement de chacune des coordonnées jq de s, pour q e a, et 

dépend seulement de ces coordonnées. Pour préciser cette notion , 

la mesure de référence p est indispensable : en particulier le 
S terme pr(#)d associé à la partie vide, et qui donc ne dépend d'au-

g 
cun des jq, n'est autre que la moyenne de la fonction d pour la 

g 
loi p„. Dans le cas Q = {1,2,3}, on a 8 termes ; le premier, pr(S)d 
peut être appelé ternaire, il dépend effectivement des trois varia­
bles ; suivent trois termes binaires ; puis trois termes uninaires; 
et enfin le terme constant pr(0O déjà expliqué. 

Le calcul de ces termes s'effectue très simplement en considé-
g 

rant la mesure u_ , dont d est la densité relativement à p , et 

ses lois marginales. 

V s € S : u s = d
S . p s ; 

c 

pour a c Q on note X(a) = ïï{Jq|q e a} ; et m(a) d , la densité, re­
lativement à la mesure produit n{p |q e a}, de la loi marginale de Ps 

sur X(a) ; cette densité étant considérée comme une fonction sur S 

tout entier (ne dépendant pas de jq* si q' 4 a). On a alors : 

pr(a)dS = z{(-DCard<a"b> m(b)dS|b c a). 
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Par exemple on a pour le terme ternaire d'une fonction de trois 
variables : 

pr(S)dS = dS - m(l,2)dS - m(2,3)dS - m{3,l)dS 

+ m(l)dS + m(2)dS + m(3)dS - m(0)dS ; 

formule où on a noté (1,2) pour ({1,2}), (1) pour ({1}) etc. ; et 

où m(l,2)dS désigne la densité relativement à PJ1
XPJ2

 d e l a l o i m a r " 

ginale de yq sur Jl xj2 ; m(l)d , la densité relativement à pj;L de 

la loi marginale de u« sur Ji ; etc. . 

Il importe de noter que les divers termes pr(a)d sont orthogo­

naux entre eux, au sens du produit scalaire des fonctions sur S re­

lativement à la loi p s : <«̂ S,i|;S> = L{<fiStyS Ps | s e S}. En particulier 

on a pour les normes desdifférents termes : 

N 2 ( a ) = l l p r ( a ) d S l l 2 = l{ ( - 1 ) C a r d ( a " b ) llm(b)dSll 2 | b c a } . 

Dans l'étude des correspondances multiples la mesure u est une 

loi de probabilité sur S ; et on prend pour mesure de référence p 

Jq ; on a donc • s 
le produit des lois marginales de y sur les différents ensembles 

V q e Q : n({q})dS = m(0f)dS = 1 S '* (fonction constante 1 ) ; 

d'où il résulte que tous les termes uninaires pr({q})d sont nuls. 

L'écart entre la loi de correspondance u q et le produit p 
de ses marges est : 

llys - PsllpS = £{N
2(a) |a c Q ; Card a > 2}; 

en effet, en bref, il n'y a pas de terme uninaire (cf. supra) et le 
2 

terme N (0) est retranché puisqu'on calcule la distance à p . Cette 

distance du x2 exprime l'interaction entre les variables ; et cette 
2 

interaction se trouve décomposée en termes N (a) d'ordre supérieur 

ou égal à 2 ; en particulier pour une correspondance ternaire on a 
le terme ternaire et trois termes binaires, qui ne sont autres que 
les x2 des marges binaires : 

llus - Pgll
2 = N2(S) + N2(l,2)+ N2(2,3) +N2(3,l);(si S={l,2,3}). 

g 
On a donné ci-dessus une expression des termes pr(a)d en com­

binaison des densités des lois marginales ; d'où résulte une expres-
2 

sion semblable pour N (a) : celle-ci peut être transformée afin de 

ne comporter que les x2 d es diverses lois marginales u , . projec-
x v a j 

t i o n de y sur l e s X (a) = JT{jq|q e a } . On a : 

nvX(a)~ P x ( a ) l l 2 = l l m ( a ) d S l l 2 - 1 ; d ' o ù : 

N 2 ( a ) = ï { ( - l ) C a r d ( a - b ) | | ir.(b)dSH2 | b c a } 

,-,/ , , . Card (a -b) •>, n ,. 2 i, , 
= E U - l ) "^(bj 'Pxtb) 1 1 l b c a ' 

l'égalité résultant de ce que (pour a non vide) on a (cf. A. Bener) 
z{(_:,Card(a-b)|b c a } , „. 
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3 Vo,composition de,6 lntzn.oiC.tlon* zn théorlz du V Information : On 
2 

peut maintenant construire un terme analogue à N (a) dans le cadre 
de la théorie de l'information. De la formule rappelée au § 1 , il 
résulte qu'on a : 

,uX(a>- PX<a)"p X ( a ) * ( 2 L ° 9 2 ) H(,JX(a) ; Px(a)> ; 

on posera donc pour une partie quelconque a de S, (de cardinal >2) , 

JX(b) ; PX(b) 
INT(a) = S { ( - l ) C a r d ( a " b ) H(y ,. ; p„, HJb c a} ; d'où 

N2(a) « (2 Log2) INT(a) . 

Pour l'information relative, les termes INT(a) jouent le même 
2 

rôle que les N (a) vis-à-vis des calculs de x2 * o n a e n effet : 

H(IJ ;p ) = £{lNT(a)la c g} ? et, plus généralement : 

H ( VX(a) ; PX(a)> = X { I N T ( b )Ib = a} ; 

La démonstration de ces formules est comprise dans le lemme gé­
néral du § 1 de A. Bener. On se bornera à préciser quelques calculs, 
d'où résultera pour INT(a) une expression nouvelle, plus simple que 
celle proposée ci-dessus en stricte analogie avec la définition de 
2 

N (a). L'information relative H(yv, ,;p v, .) est définie par la som­
me : X t a J X ( a ) 

I{yx(logux-E{log Pxq|q ea}) |x £X(a)} 

= Z{yx logux|x £ X(a)} 

" E { 2 { pxq l o g Pxq' x q ejc3}lc3 £ a } 

=-H(y x ( a )) + Z{H(pJq)|q e a} ; 

où on a noté log pour le log à base 2 ; x = {xq|q ea} r et H(p ) dé­

signe l'information usuelle E{-p. log p.} associée à une loi. 

On peut maintenant écrire, quel que soit a de cardinal 
> 2 : 

INT(a) = - I { - ( l ) C a r d C a ~ b ) H(yx(b))|b c a} ; formule où 

le terme b = 0 apporte une contribution nulle ; et où chaque 
H^pJq^ = H ^ u X ( q ) ^ ' P o u r 9 e a' figure une fois avec un signe dé­

pendant de la parité de Card a ; ce qui en bref résulte de l'iden­

tité du lemme : 

u ~ -, vf i n \Card(a-b) i , -, rt V q e a :E{(-1) |q e b c a} = 0 . 

Sur INT(a) ainsi transformé on vérifie sans peine les expres­
sions données pour H(ps;pg) ou H{px ;px ). 

Pour Card a = 2, on a un terme d'interaction binaire usuel : 

H ( yjlxj 2
; pjl pj2 ) =H<Pjl> +H<PJ2> - H (^J1.J2 )' 

dont on sait (cf. [INF. T4B.])qu'il est toujours positif. Voici la 
forme d'un terme ternaire, qu'il nous suffira d'étudier dans le cas 
S = {1,2,3} où il n'y a pas d'autres variables que celles considé­
rées. 

http://lntzn.oiC.tlo
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INT(S) = - H(pJlxJ2xJ3) 

+ H(uJiXJ2) + H(yJ2xJ3) + «(V.J3>IJ1) 

~ H<PJ1> " H<Pj2> " H(PJ3}-

Au § 4, on étudiera le signe de ce terme, notamment au voisina­

ge de y = Ps ; ici on le mettra sous une forme liée à l'espérance 

d'une information mutuelle. On a (par groupement de termes): 

INT(S) = H(yJ1J2J3 ; P j l yJ2j3) 

" H(IJJ1J2 ; PJ1 PJ2> " H(11J1J3"' PjlPj3K 

Chacune des informations mutuelles peut s'exprimer (d'après 
[INF. 2MB.] § 1.2) comme la différence d'une information et d'une 
information conditionnelle. De façon précise on a (avec les nota­
tions usuelles des transitions) : 

H{uJU2J3 ; PJ1 MJ2J3> 
j l H ^ J 2 J 3 } - Z { p j l H ( ^ J 2 J 3 ) l J 1 * J l } ; 

H ( U J 1 J 2 ; P J 1 P J 2 > = 

H ( u j 2 ) - E { P j l H ( y ^ ) | j l e J l } 

et de même pour H(u _ ; p PT-,) ; d'où pour INT(S) : 
JlJJ Jl Jj 

INT(S) = Zlp.jfHfp^) + H(yjj3)-H(uj2j3)|jl e Jl } 

" H(Pj2» " "«Pas' + H( W 

- E{pjl H(1JJ2J3 « yJ2 ^ 3 ^ 1 * J1> 

" H(IJJ2J3 ; PJ2 Pj3J-
Autrement dit INT(S) est la différence entre l'espérance mathé­

matique de l'information mutuelle entre j2 et j3, conditionnée par 
jl, et la valeur de cette information mutuelle indépendamment de jl. 
Evidemment on peut dans cette expression permuter les rôles de 1,2, 
3. 

4 Signe du tzKmz d% Interaction tzrnalKz zn the.oh.l2. de. V Information : 
Au voisinage de l'hypothèse d'indépendance, (i.e. uQ = p Q), les 

" 2 termes INT(a) sont des termes du second ordre équivalents aux N (a) 

donc positifs. Toutefois lorsque s'annule le terme principal d'ordre 
2, vient un terme d'ordre 3 : il suffit de vérifier que celui-ci 
n'est pas identiquement nul pour démontrer que le signe de INT(a) 
n'est pas déterminé : nous démontrerons ainsi que INT(S) peut être 
négatif. 

Dans les calculs qui suivent, il convient d'alléger les nota­
tions. Nous écrirons donc u, v, w au lieu de jl, j2, j3 ; et écri-

c 

rons A,B,C pour les termes de la décomposition de la densité d . 

http://the.oh.l2
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d = pr(l,2)dS + pr(2,3)dS + pr(3,l)dS + pr(0)dS 

duvw = cuv + Avw + Bwu + 1 

g 
(en effet, on sait que les termes pr(q)d sont nuls ; et on suppose 
ici que pr(S)d est nul, justement afin que disparaisse le terme du 
second ordre de INT(S)). On a alors pour INT(S) : 

= E{u log (y D D p / (u V y )) ) Muvw ^ uvw PUPV w uv vw wu 

= £(PU P V P W ^ log(d /(d d d ))} 

= £{p p p (l+A+B-K:)log((l4A+B-K:)/(l+A) (1+B) (l-HT)) } 

Le développement du logarithme se fait aisément au 3-ème ordre 
en A,B,C, en se bornant aux termes du 2-ème ordre du développement 
de log(l+x). En effet on a (en négligeant le fait que la base des 
log devrait être 2) : 

log(l + x) = x - (x2/2) + ... 

log((l+x)/(l+x+y))=-y+xy + (y2/2) + ... 

où, ici, x = A + B + C et y=AB + BC + CA + ABC; d'où : 

log « -(AB+BC+CA)-ABC+(A+B+C)(AB+BC+CA) ; 

Dans la somme INT(S) les termes du second ordre s'annulent ; en 
effet, on a, e.g. : 

£{p p p A V W B W U} = 0 
*u *v *w 

parce que A ™ est de moyenne nulle en v ( et de même B en u) . Res­
tent donc les termes du troisième ordre ; du fait d'annulations il 
n'en reste qu'un seul ; soit : 

INT(S) « -£{pu p v p w A ™ B W U C U V} + 0(4) 

Il est facile de voir que ce terme du troisième ordre (à la dif­
férence de celui du deuxième) n'est pas identiquement nul, car si enre-
prenant les notations de A. Bener on pose : 

J2 J3 J3 Jl „ Jl J2 
A = e*J ^ ; B = £*>j Vx ; C = e ^ v1 , 

où les ^ sont des fonctions normées de moyenne nulle et e une petite 

constante Qn a : INT(S) ^ -e . On a un exemple très simple en pre­

nant pour Jl , J2, J3 l'ensemble ( + 1, -1) ; pour lois marginales les 
g 

lois uniformes (1/2 , 1/2) ; pour d la densité : 

d U V W = 1 + (uv + vw + wu). 

2 
Nous avons donc montré qu'à la différence des termes N (a) 

issus des calculs de chi2, les termes INT(a), qui en sontl'analo-
gue en théorie de l'information, peuvent être négatifs. Ce qui , 
comme on l'a annoncé au § 1 , réduit grandement l'intérêt d'une dé­
composition des interactions en théorie de l'information. 
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5 NOTEiSur la décomposition des Intzractlons pour toutzs les correspon­

dance* multiples olr.ti'.nuc^ pan groupement d$ facteur* à partir 

d'une correspondance donnez. 

En même temps que nous parvient l'article [INF. TERN. ] de V. 
Cholakian, G. Mourad achève sa thèse consacrée à l'analyse approfon­
die, sinon exhaustive, d'un tableau de correspondance quaternaire (cf. 
[OPEP-OCDE], C.A.D. Vol VTII pp 27-72) . Ici on calcule : 

2 
"PIJMT " PIJ PMT"pIJpMT 

(où I, J, M, T sont quatre ensembles finis) ; là on considère les re­
lations entre de tels termes, ou leurs analogues logarithmiques . Dé­
nombrer l'ensemble de tous les termes possibles devient ainsi une opé­
ration raisonnable. 

Pour ce faire nous conservons autant que possible le cadre des 
notations de [INTER. CORR. MULT.~\, en le complétant selon le besoin. 
On part d'un ensemble S produit d'une famille indicée par q (q e Q) 
d'ensembles Jq ; on conserve la notation X(a) pour le produit 
Iï{jq|q, c a} associé à une partie a de 0, (a eP(Q)) . De plus on note: 

PI(Q)-={a|acp(Q) ; V a, b € a : a nb = 0 <*• a ? b} 

= ensemble des partitions d'une partie quelconque de Q; 

il est clair que PI(O) définit l'ensemble de tous les produits qu'on 
peut associer à S en éliminant éventuellement un nombre quelconque 
de Jq, et groupant les autres de toutes les manières possibles : par 
exemple si Q est l'ensemble des entiers de 1 à 9, on associera à : 

a = {{1,9},{2,5,6},{4}}, le produit : 

(Jl J9)x(J2xj5xj6)x(j4) ; 

et en général à un a quelconque le produit : 

X[a] = lHX(a) |a ea}. 

Ceci posé, étant donné une loi de probabilité quelconque f_ sur 
2 

S, nous définirons pour cette loi des termes d'interaction N [a] (in­

dicés par a dans PI(Q)) et calculés en combinaisons linéaires de tra­

ces (ou chi2) Tr[a], comme on l'explique ci-dessous. 

2 2 
En bref N [a] est défini comme N (a) en remplaçant, Q, les Jq, 

g 
Ps , pg et d suivant le schéma : 

a ; {Jqtq e Q} := {X(a) la e a} ; S := X[a] 
D 

d s 

Mf x ( a )|a e a}:= £^ c a-, ; us
 : = f

X [ a] 

( f X U ] / p X [ a / C a ] ;N2(S): = N2[a] 

où on a noté fy( . (ou f r -,) la loi projetée de la loi donnée f sur 

un produit des ensembles-facteurs Jq. Il est facile de donner pour 
2 

N [a] une formule explicite en combinaison de chi2, comme l'a fait 
2 

A. Bener pour N (a) : il vient : 
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N2[a] = I{(-l) C a r d ( , : t' e ) TrCBJM B c a} ; où : 

Tr[Bl = H f x [ 6 ] - PX[B]"pxrB] 

fxrei e t pxT61 é t a n t définis relativement à B , comme fX[a-,
 e t Pxra] 

l'ont été relativement à a . On notera que Tr[B] n'est différent de 

zéro que si CardB "* 2. 

Par exemple dans le cas a = {{1,9},{2,5,6},{4}} proposé ci-
2 

dessus, on a pour N La] une somme de 4 termes (car il s'agit 

d'une interaction ternaire) : 

N2[al = Tr[aJ - Tr[{{l , 9 } , { 2 , 5 , 6 } } ] 

- Tr[{{2,5,6},{4}}] - TrT{{4},{l,9}}]; 

où le premier terme est la distance carrée d'un tableau ternaire au 

produit de ses marges ; et les trois autres sont des x d e tableaux 
rectangulaires usuels ; e.g. : 

Il 2 
Tr[{{l,9},{ 2,5,6 }}] = llfJXj2j5j6J9"

f(J1J9XJ2J5J6) f(JU9)(J2J5JJ6)) 

r,e problème est maintenant posé de la recherche des relations 
2 

linéaires ou des inégalités satisfaites par les N [a] (ou les(Tr(aï). 

Quant à leurs analogues de la théorie de l'information, on sait (cf. 

[INF. TERN. ] in fine , qu'ils sont tous des combinaisons li­

néaires des termes H|(a): 

H! (a) = H ( f
x ( a ) ) - ^

H < f
J q H q ^ a} 

i n d i c é s pa r a p a r c o u r a n t l ' e n s e m b l e P(Q) des p a r t i e s de Q (en f a i t 

Card a > 2) . 


