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RECHERCHE DU DÉPLACEMENT MINIMISANT LA DISTANCE 

ENTRE DEUX ENSEMBLES DE POINTS HOMOLOGUES 

SITUÉS DANS UN PLAN 

[DÉPLACEMENT PLAN] 
par J. P. Benzécri (1) 

et P. Cazes (2) 

N, B. : L'étude faîte ici pour le cas du plan est achevée par Ph. Bourgeois en 
dimension quelconque ; et reçoit des applications diverses : (cf articles suivants). 

Le cadre de ce problème e s t un espace v e c t o r i e l E muni d'un produit 
s c a l a i r e e u c l i d i e n . Un élément de E sera noté par une l e t t r e m i n u s c u l e 
ou majuscule e t considéré à la f o i s comme un vec teur , ou comme un po int 
Si A e t B sont deux éléments de E, on écr i ra AS = (B - A) e E ; en langa­
ge géométrique, c e t t e d i f férence e s t souvent appelée "vecteur libre d'o­
r ig ine A e t d 'extrémité B " . Le produit s c a l a i r e de deux éléments u et u ' 
de E e s t noté <u ,u '>=<u' ,u> ; s i u e t u' sont d é f i n i s par une o r i g i n e 
e t une extrémité , on écr ira encore : <ÀB, A'B' >. Le produit scalaire d'un 
vecteur par lui-même e s t noté comme l e carré d'une norme : <u,u> = Il u ||2. 

On considère dans E deux nuages M(I) e t N(I) dont l e s po in t s s o n t 
ind icés par un même ensemble f i n i I , e t munis des mêmes masses m. : 

M(I) = { (M1, IÏK) | i e 1} ; 

N(I) = { (N 1 , mi) | i e 1} 7 

Les centres de gravité des nuages M(I) et N(I) sont notés respec­
tivement G et H, et définis par la condition usuelle : 

l{m± GM1 | i e 1} =0 ; Z{m± HÏÎ
1 | i e 1} = 0 . 

On définit encore les sommes suivantes : 

m. , = Z{m. li e 1} ; masse totale ; tôt i ' 

In(M) = ECmJlGM1!! 2 | ie 1} ; inertie du nuage M(I) ; 

In(N) = E{nul!HÏ51!!2 | i e 1} ; inertie du nuage N(I) ; 

Sc(M,N)=Z{m.<GM1,HN1> |iel}. 

1°)a)Exprimer le vecteur M1N1 en fonction des vecteurs GM1, HN et GH ; 

b) Exprimer la norme carrée llM1N1|| en fonction des normes IIGM1!! , 

flHN1!!2, HGHll2 et des produits scalaires <GM1, HN1>, <G.., GMX> , 

<GH, HN1> ; 

2°) L'écart entre les deux nuages M(I) et N(I) peut être mesuré par la 
somme Dis(M,N) définie ci-dessous : 

Dis(M,N) = E{mi IIM̂ -N
1!! 2 | i e 1} ; 

exprimer Dis(M,N) en fonction des quantités In(M), In{N), Sc(M,N), 

IIGHII2 e t m t Q t . 

(1) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie. 
(2) Maître-assistant, Université Pierre et Marie Curie. 
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3°) Soit t un vecteur de E : on note N1(t) = N1 + t, le point obtenu à 

partir de N par la translation t ; et de même : 

N(I;t) = {(NX(t) , m.) | i e 1} 

le nuage déduit du nuage N(I) par la translation t. 

a) quel est le centre de gravité H(t) du nuage N(I;t) ? 

b) exprimer en fonction des quantités In(M), In(N), Sc(M,N), 

HGH(t)ll2 et mtofc , l'écart Dis(M,N(t)) : 

Dis(M,N(t)) = lim± HM1N1(t)||2 | ici} ; 

c) déterminer le vecteur t pour que Dis(M,N(t)) ait la plus faible 
valeur possible ; quelle est cette valeur minimum ? 

4°) Dans les questions 4°, 5° et 6°, on suppose que l'espace E est le 

plan R , rapporté à deux axes orthogonaux Ox, Oy ; on note (x(M1),y(Mj) 

les coordonnées d'un point M 1 (et de même (xtN1), ytN1)) pour le point N1; 
etc) ; le produit scalaire de deux vecteurs t= (x,y) et t' = (x',y') est donné par la 
formule : 

<t,t'> = <(x,y),(x1,y')> = xx' + yy' ; 

en particulier l'on a pour la norme : 

Util2 = x 2 + y 2 ; Ht'll2 = x'2 + y'2 ; 

on définit les sommes suivantes (où G et H désignent comme précédemment 
les centres de gravité de M(I) et N(I)) : 

S x x ( M , N ) = Efm^xCM*) - x ( G ) ) ( x ( N i ) - x ( H ) ) | i c l } ; 

S x y ( M , N ) = 2 { m i ( x ( M i ) - x ( G ) ) ( y t N ^ - y f H ) ) | i e l } ; 

S y x ( M , N ) = E { m i ( y ( M i ) - y ( G ) ) CxfN^-xfH)) | i e 1} 

S y y ( K , N ) = Z{m i (y (M 1 ) - y (G)) CyfN^-yfH)) | i e 1} ; 

S o i t 6 un a n g l e : on n o t e N ( I , 9 ) l e nuage o b t e n u en f a i s a n t tourner 
N(I) de l ' a n g l e 6 autour de son centre de gravi té H : 

N ( l , 9 ) = { (N 1 {8 ) , m.) | i e l } ; a v e c : 

x ( N 1 ( 6 ) ) = x(H) + cosB (x fN 1 ) - x(H)) - s i n 8 (y tN 1 ) - y(H)) ; 

y ( N 1 ( 6 ) ) = y ( H ) + s i n 9 ( x t N 1 ) - x(H)) + c o s 6 CytN1) - y(H)) ; 
a) q u e l e s t l e c e n t r e de g r a v i t é H(0) du nuage N ( I , 6 ) ? 

b) e x p r i m e r en f o n c t i o n de c o s 6 , s i n S e t S (M,N) ,S ^ , N ) , S • (M,N), 
S (M,N) , l a somme Sc(M,N(0)) : x x x y v x 

^ ^ — > . • . 

Se (M,N(6)) = E{m. <GM1 , H(6) N 1 ( 9 ) > | i £ 1} 

c ) e x p r i m e r en f o n c t i o n de I n ( M ) , I n ( N ) , S (M,N) , S_, (M,N) , 
S y x ( M ' N ) ' S y y { M ' N ) ' c o s 6 ' s i n 9 , llGÏÎII 2 e t m f c o t l ' é c a r t D i s (M,N(6)) e n t r e 

l e s deux n u a g e s M(I) e t N ( I , 6 ) j 

Dis(M,N(9)) = EdnJI M̂ -N̂ -feMI 2 | i € i}. 

5°) Soit t un vecteur quelconque du plan ; et 9 un angle on note : 

N1(0;t) = N 1 ^ ) + t ; 

N(I,e?t)= { (m± , N
1(6;t)) | ici} ; 

déterminer t et 9 (l'angle 9 étant défini par cosB et sinB) , de telle 
sorte que soit aussi faible que possible l'écart Dis(M,N(9;t)) : 

Dis(M,N(0;t)) = £{m. il M 1 N1(e;t)l|
2 | i e 1} 
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exprimer en fonction de In (M), In(N), S (M,N) , S <M,N) , S (M,N) 
"x ::v yx 

S (M,N), le minimum atteint par Dis (M,N(0 ;t)) 

6°) Soit 9 un angle ; e un nombre valant + 1 ou - 1 : on définit le 
point ^(8,6) par la formule : 

x^(9rEÎ) = x(H) + cosSCxCN1) - x(H)) - e sinStyfN1) -y(H)) ; 

ytN^-te^E» = y(H) + sinetxtN1) - x(H)) + e cosefytN1) -y(H)) ; 

et de même si t est un vecteur quelconque du plan, on pose : 

N1(9,e;t) = N^e^e) + t ; 

Déterminer t,6,e pour que soit minimum l'écart Dis(M,N (6 , e ; t)) : 

Dis(M,N(8,e;t)) = E{m± Il M
1 NA {0 , e y t ) Il 2 | i e 1} 

on exprimera ce minimum en fonction des mêmes quantités qu'en 5°). 

7°) Soit en général MCI) = {(M1,!^)! i c i } et N(I) = {(N^mi)! i * D deux 
ensembles de points munis de masses et distances se correspondant biuni-
voquement avec conservation des masses ; comment faut-il placer N(I) re­
lativement à MCI) pour que l'écart entre les deux soit minimum ? Quel­
les difficultés rencontre-t-on ? Vous paraît-il possible de généraliser 
en dimension quelconque la méthode des questions 4°, 5°, 6°, éventuelle­
ment par des approximations successives ? L'analyse factorielle (recher­
che des axes principaux d'inertie des nuages) peut-elle suggérer de tel­
les approximations ? 

2 Solution du pAoblême. 

2.2 a) M1 N 1 = M1 G + GH + HN1 = GH + HN1 -GM 1 

b) HM1 Ni||2 = ||GH||2 + ||^i||2 + ||GM
i||2 + 2<GH, m1 > 

- 2 < GH , GM1 > -2 <HN±
 r GM

1 > 

2 . 2 Dis(M,N) = ZdtKllM1 N1!!2 | i c 1} 

= m
t o t H G H | | 2 + l n ( N ) + In (M) - 2 S c ( M , N ) (i ) 

2.3 a) H(t ) = H + t ( 2 ) 

b) A p p l i q u a n t l a f o r m u l e (1) au nuage N ( t ) , on o b t i e n t : 

DisÇM,N(t)) = m t o t HGH(t ) fi 2 + I n ( N ( t ) ) + In (M) - 2 Se f ; N ( t » ; 

e n o n c : ( t ) N i ( t ) * HN±* °B a ^ n ( N ( t » = In<N> ; Sc(MfN(t)) = Se (M, . ) , 
Dis(M,N<t)) = m t o t | [ G H ( t ) | | 2 + l n ( N ) + I n ( M ) - 2 Sc(M,N) (3) 

c> D i s ( M , N ( t ) ) s e r a minimum s i GH(t) = 0 , s o i t s i t = - GH, 

D i s ( M , N ( t ) ) = In(N) + In(M) - 2 S c ( M , N ) . (4) 

2.4 a) H(9) = H _ ^ ^ ( 5 ) 

b) Sc(M,N '(9)) = ECm^GM1, H(8) N i ( 9 ) > | i c 1} 

= Z{mjL[0c(M1) -x(G)) (oos6(x(N 1 ) -x(H))-s in9(y(N i ) -y(H))) + 

(y (M1) - y (G)) (sine (x (N1) - x (H)) + cos8 (y (N1) - y (H))) i c i } 

= c o s 8 ( S x x ( M , N ) + S (M,N)) + 

S i n 6 ( S y x ( M ' N ) " S
X y ( M ' N Ï ) (6) 
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c) Les rotations conservant la norme, on a 

Il H (0)Ni (6)11 2 = llHN1!!2 , et donc In(N(8)) = In(N) . 

En a p p l i q u a n t l a f o r m u l e (1) au nuage N ( 9 ) , e t c o m p t e - t e n u de (5)& 
( 6 ) , on o b t i e n t : 

D i s (M,N (9)) = mtotll"GHÎ|2 + In(N) + In (M) - 2 a c o s 9 - 2 B s i n 9 (7) 

f o r m u l e où on a p o s é pour s i m p l i f i e r l e s n o t a t i o n s : 

a = S <M,N) + S (M,N) ] 
x x yy I ( 8 ) 

B = S y x ( M , N ) - S x y (M,N) j 

2.5 Appliquant la formule (3) au nuage N(8;t) et compte-tenu des re­
lations (5) à (8) , on a : y 

Dis(M,N (9;t)) = mtotll GH+tll
 2 + In (N)+In (M)-2acos9-2Bsin9(9) 

Dis(M,N (9; t)) sera donc minimum si t = - GH, et si acos9 + $sin9 est maxi­
mum ; or cette dernière quantité est extrémale si sa dérivée - asin 9 + 
eco ;8 est nulle, soit si tg6 = B/a, son maximum égal à (a2 + B2)l/2 étant 
obtenu pour : 

sine = B/(a2 + B2)1'2 

cos8 = a/ (a2 + B2)1/2 
(10) 

La valeur minimale de Dis (M,N (9 ; t)) s'écrit alors 

Dis(M,N(8;t)) = In(N) + In(M) - 2 (a2 + B 2)" 2 (11) 

(12) 

2.6 Si l'on pose : 

ae = S x x ( M ' N ) + e S y y ( M ' N Ï 

B£ = S y x(M,N) - eSyy{M,N) 

il est immédiat de vérifier que : 

Sc(M,N(6,e;t)) = a cos 9 + B sin8 (13) 
i 2 i 2 

Il en résulte puisque l'on a encore II HN (9,e)ll = Il HN II , et donc 
In(N(6,e)) = In(L\|) que toutes les formules (pour E fixé) trouvées au §2.5 
sont valables à condition de remplacer a et B par a£ et Be respectiv e -
ment. ^ 

Pour e fixé, Dis (M,N (9 ,e ; t)) sera minimum si t =- GH, et si : 
sin9 = 6 /(a + B^)1/2 ] 

% 2 \ (14) 

Ôôs9 = ae/(agr + B^),/2 J 
sa valeur minimale étant donnée par la formule (11) , où a et B sont rem­
placés par a et B - Il en résulte que Dis (M,N (9 ,e ; t)) sera minimum si 
_• e e ». 

t étant égal à - GH et les relations (14) étant vérifiées, e m a x i -
2 2 

mise la quantité a + B ; or l'on a, d'après (12) : 

a £
2+B £

2= (Sxx(M,N))
2+ CSyy(M,N))

2+ (Syx(M,N))
2+ (Sxy(M,N))

2 

+ 2e(S x x(M,N) Syy(M,N) - S y x(M,N) Sxy(M,N)) 
On prendra donc : 

C = +1 si S (M,N) S (M,N) - S (M,N) S (M,N) > O xx ' yy yx xy 
e = -1 sinon. 

2.7 On a vu qu'en dimension 2, pour placer N(I) relativement à 
M(I) de façon à ce que l'écart entre les deux nuages soit minimum, il 
faut : 
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a) faire coïncider le centre de gravité H de N(I) avec le c e n t r e 
de gravité C de M(I) . 

b) effectuer une rotation du nuage N(I) d'un angle 8 autour de G,8 
choisi de façon à minimiser l'écart entre M(I) et N(I). 

c) effectuer éventuellement une symétrie (cf §2.6, dans le cas où 
e=-l) autour d'une droite passant par G (la droite passant par G et 
parallèle à l'axe ox dans le cas du § 2.6). 

En dimension supérieure à deux, il faudra évidemment commencer par 
amener le centre de gravité H de N(I) à coïncider avec le centre de gra­
vité G de M(I). On pourra ensuite effectuer une ou plusieurs rotations 
planes de centre G, (l'angle 8 de chaque rotation étant choisi de façon 
à ininimiser l'écart entre MCI) et N(lj, puis le cas échéant effectuer des s y m é ­
tries par rapport à des sous-espaces passant par G. La difficulté rési­
de dans le choix du plan (ou des plans) de rotation. Si on fait l'analy­
se factorielle, on pourra par exemple faire tourner le nuage N(I)dans le 
plan des axes 1-2, puis dans le plan des axes 1-3 e t c . . 

Il semble donc qu'un algorithme itératif, analogue à celui de 
Jacobi pour la diagonalisation des matrices, puisse fournir par rotations 
successives une solution approchée à la question 7. C'est cette sugges­
tion que nous avions en vue en proposant la question au terme du problè­
me. Un seul candidat, Ph. Bourgeois,y a pensé. Dans la suite, Ph. Bour­
geois a effectivement conçu et proarammé un algorithme itératif satis­
faisant ; puis il a découvert une solution meilleure fondée sur la r e ­
cherche des invariants d'un tenseur d'ordre 2 : cette solution fait l'ob­
jet de l'article suivant. 


