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ESTIMATION DE LA STATISTIQUE DE MULTIPLICATION
DU PREMIER ETAGE D’UN PHOTOMULTIPLICATEUR A DYNODES
[PHOTOMULTIPLICATEUR]

par P. Cazes (*)

Introduction

Le probléme que l'on essaie de résoudre ici, probléme qui nous a
été soumis par des physiciens, rentre dans un cadre général : ayant 1l'his-
togramme d'une variable Y dont la loi y(x) est donnée par :

y(x)=fg(x') k(x',x) dx'
k(x',x) étant connu, estimer la fonction g(x').

Aprés le rappel du modéle physique (§ 1), qui se met sous la forme
précédente (§ 2.1), nous indiquons comment aprés discrétisation & l'ai--
de d'un découpage relativement fin de l'intervalle de variation deg(x'),
et obtention d'un systéme d'équations y:.| = Eg(x i) Ax? ik(x'i B xj) (ot
y (L<3 <m)désigne la fréquence (relative) de 1la Jéme classe de l'his-
togramme de y, k(xl , X.) la masse de k(x'i , X} correspondante, et X',

. 8me i

le centre du i intervalle de largeur Ax'i associé au découpage adop-

té), 1'on peut résoudre le probléme précédent en se plagant dans 1l'espa-
ce des premiers facteurs de 1l'analyse des correspondances du tableau k]:J
des k(x'i , xj) (cf § 2.2 et 2.3).

Au § 3 nous donnons les résultats obtenus sur 1l'exemple physique, avec les don-
nées en notre possession et qui correspondent 3 dix histogrammes (spec-
tres & électron unique d'un photomultlpllcateur) enregistr &s dans des
conditions identiques, tandis qu'au § 4 on teste la méthode de régres-
sion utilisée en partant de lois g(x') supposées connues et en recons-
tituant l'histogramme associé de ¥, histogramme perturb& ou non par une
erreur normale.

1 Le probléme physique

Le spectre d'amplitude des impulsions de sortie d'un photomulti-
plicateur (P.M.) fonctionnant dans les conditions du spectre 3 photo-
électron unique refléte les caractéristiques de ce P.M. et en particu-
lier de la chaine de multiplication. Ce spectre qui fournit la probabi-
1lité P(n) pour qu'un photoélectron (i.e. un &lectron libéré par un pho-
ton tombant sur la photocathode d'entrée du P.M.) donne naissance a n é-
lectrons sur l'anode de sortie du P.M. est encore appelé spectre & é&-~
lectron unique ou s.e.u.. Il peut &tre mesuré & l'aide d'un analy seur

(1) Mattre-assistant, laboratoire de statistique, Université P.&M. Curie

Pour rédiger cet article, nous avons bénéficié de plusieurs entretiens avec
J.P. Ballini et P.Y. Turpin.
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multicanaux qui permet de compter le nombre Nn(*) de fois que durant la

durée de l'expérience, on a recueilli n &lectrons sur l'anode de sortie
du P.M. ; deux paquets d'électrons associés d deux photoélectrons inci-
dents successifs étant, de par les conditions de 1'expérience, assez es-
pacés pour ne pas empiéter, on a bien ainsi le nombre de photoélectrons
qui durant la durée de l'expérience ont donné lieu & n électrons.

La chaine de multiplication est constituée par une série de dyno-
des, petits "miroirs" métalliques (sous tension) sur lesquels les élec-
trons accélérés par cette tension apportent une é&nergie suffisante pour
extraire de la dynode une gerbe d'électrons secondaires (on dit que les
électrons se multiplient).

D,

D
Anode
(Phqu::ﬁ;uﬂ) (ronkie duP-M)

A

Da

Principe de la multiplication dans un photomultiplicateur a dynodes

La forme générale du s.e.u. du P.M. est fonction de toute la chai-
ne de multiplication, mais dépend essentiellement de la statistique de
multiplication du premier étage ; c'est la raison pour lagquelle on choi-
sit une premiére dynode de gain supérieur 3 celui des dynodes suivantes,
de fagon & avoir une distribution aussi concentrée que possible autour
de sa moyenne (i.e. une distribution dont la variance relative, rapport
de la variance au carré de la moyenne, soit aussi faible que possible).

Si 1l'on suppose que la statistique de multiplication & chaque éta-
ge est poissonnienne (i.e, que le nombre d'électrons émis & partir d'un
électron tombant sur la i€me dynode et collectée sur la dynode suivante
suit une loi de Poisson de paramétre Gi gain moyen de 1l'étage), on ob-

tient un s.e.u. théorique moins dispersé (i.e. de variance plus faible)
que le s.e.u. expérimental. Aussi d'autres distributions (du moins en ce
qui concerne le premier &tage dont l'influence est comme on l'a dit ci-
dessus, prépondérante pour déterminer la forme du s.e.u.) que la loi de
Poisson , ont &té proposées pour la statistique de multiplication dun é-
tage ; ces distributions reviennent & considérer que l'on a une distri-
bution de Poisson dont le paramétre §' est aléatoire et posséde une cer-
taine dispersion de loi g(§').

D'un point de vue physique, on peut considérer que la forction g(§')
traduit 1'inhamogénéité de la dynode D considérée, ainsi gue la variabilité
de la proportion des électrons issus de D et collectés par la dynode sui-
vante D' (en effet certains é&lectrons issus de D peuvent ne pas &tre cap-
tés par D' et sont donc perdus), proportion qui est encore appelée fac-
teur de collection n (ou npp:) entre D et D' ; en effet, suivant le point

(%) En fait, le processus est un peu plus complexe, l'analyseur multi-
canaux permettant d'enregistrer non pas Nn’ mais le nombre de fois

qu’'d la sortie du P.M., on a une impulsion dont l'amplitude corres-

éme

pond au n canal de cet analyseur (cf § 3.1).
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M de D sur lequel tombe un électron, on aura un gain moyen m(M) et un
facteur de collectionn(M) fonctions du point M, et donc un gain de 1l'é-
tage 6 (M) = n(M) m(M) non uniforme. On congoit donc qu'on puisse avoir
un gain variant suivant une loi g(§') fonction des conditions expérimen—
tales. La probabilité f(n) qu'a un &tage donné&, un électron donne nais-
sance & n électrons s'écrit alors :

f(n) = {?(g(ﬁ') exp(-6") 6'"/n1) a &° (1)

Si g(6') est la mesure de Dirac centrée en § gain moyen de 1'éta-
ge, on retrouve la distribution de Poisson.

Soit p et 0 la moyennhe de l'écart-type de la loi g(§'). La moyen-
ne de f(n) &tant aussi égale a u , on doit avoir p = §, si & désigne le
gain moyen de 1'&tage étudié. La variance de la loi f(n), égale & p+ o2
i.e. & § + 0% est bien comme prévu plus forte que la variance de la loi
de Poisson de paramé&tre §.

Si 1l'on suppose que ad' suit une loi gamma d'ordre t

(9(8') = a® 6% lexp(-as")/T(t) ; u = t/a = § ; o= t/a® = §/a),on ob-
tient pour f(n) la distribution binomiale négative :

£(n) = a® T(m+t)/(1+a) ™t nirey (2)

Si t tend vers 1'infini, compte-tenu du fait que le rapport t/a
reste constant et €gal d& §, on retrouve la loi de Poisson de paramétre
§. Notons que les param@tres a et t (ou 6§ et a) sont en général estimés
par la méthode des moments (cf [1]).

La loi précédente, qui a été préconisée par Prescott (cf [4]) permet aus—
si d'expliquer des s.e.u. expérimentaux ‘'sans maximum (si t=1,(2) s'é-

crit : f(n) = 6n/(1+6)n+1, qui pour n =1, 2,....,* est une fonction
décroissante de n). Néanmoins la loi g(8') associée a 1'inconvénient de
donner des probabilités non négligeables & des gains &' relativement &-
levés et physiquement impossibles.

On pourrait concevoir d'autres lois pour g(é8') que la loi gamma ,
par exemple la loi normale de moyenne u et de variance o2, mais il sem—
ble préférable d'essayer d'estimer directement la courbe g(§') en &cri-
vant f(n) sous la forme d'une combinaison linéaire finie de p lois de
Poisson de param@tre 6§ fixé&, et en estimant les poids de chacune de ces
p lois par des méthodes de régression. Cette approche qui a &té effec-
tuée avec p = 7 ou 8 lois de Poisson (cf [2] ) a nécessité l'emploi de
la régression sur variables entachées d'erreurs (cf [Régr.Contr.], Ca-
hier, Vol III, n° 2, § 3.3, p 165) pour qu'on obtienne des résultats co-
hérents et physiquement interprétables. On obtient ainsi une estimation

de la courbe continue g(§') & 1'aide d'un histogramme 3 7 ou 8 classes. Cette esti -
mation é&tant assez grossiére, nous cherchons ici & obtenir une estimation
plus précise de g(8') & l'aide d'un histogramme ayant 30 a 50 classes.
Pour effectuer cette estimation, on effectue l'analyse des correspon-
dances des s.e.u. théoriques correspondant aux p lois de Poisson (p =
30 & 50) considérés sur le premier étage (les autres &tages &tant sup-
posés poissonniens, et de gain constant), et on projette les s.e.u. ex~-
périmentaux &tudiés en supplémentaire sur les premiers axes factoriels
de cette analyse (cf Régr.Anal. , § 5.2.1, ce cahier, pp 385-391).

7 Formulation statistique du problime physique et nésolution

2.1 Formulation du problime

Soit f;(n) la distribution du gain du 1®™ stage du P.M., et Gy(s)
la fonction génératrice associée :
Gy(s) = I{s"¢,(n)|n = 0, =}

La fonction génératrice G(s) du gain du P.M., i.e. du s.e.u. s'écrit,
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si q est le nombre d'étages du P.M. .

G(s) GL(GZ(G3""' (Gq(s»....»

Posant
H(s) = G2(G3(.... (Gq(s» cees))

on a :
G(s)

G, (H(s)

Si £,(n) est la loi de Poisson de paramétre §,on a G, (s) = exp{ (s~1) 6}
et donc G(s) =exp {(H(s) -1)8}.

Si fl(n) est fourni par la formule (1), ce gue nous supposerons par

la suite, on a :

G, (s) Jg(6') exp {(s-1)6'}dé', et donc :

G(s) Jg(s') exp{(H(s)-1)6"'} 4as'

Jg(8') G(§',s) ds'

ol G(8',s) désigne la fonction génératrice du P.M. quand le premier é-
tage est poissonnien avec un gain moyen égal & §'.

Il en résulte que la distribution du gain du P.M. P(n), i.e. le s.
e.u. peut se mettre sous la forme :

p(n) = sy p(n,8")g(s')ds" (3)
ol P(n, 5 ) est la distribution du gain du P.M. quand
le premier étage est poissonnien et de paramétre §', distribution que

1l'on peut considérer comme un s.e.u. théorique pur.

Si 1'on suppose que les étages 2 & g sont p01ssonniens et de gain
moyen 6" donné,P(n,$§') est entiérement déterminé, et le probléme est de
trouver la fonctlon g(8') telle que P(n) qui est le s.e.u. théorique soit
le plus proche possible du s.e.u. expérimental que nous dé51gnerons par
y(n) ; adoptant la métrique du chi-deux de centre y(n), métrique qui s'im-
pose, on cherchera donc g(8') de telle sorte que l'écart entre y(n) et
P(n)

2{(y(n) - p(aN?/ym) | n = 1,%} ()
soit minimum
"Soit a la valeur maximale de §' pour laquelle on est slr que

g(é') =0 si &' est(supérieur ou égal & a. Divisant l'intervalle (0-a) en
p intervalles I1 ={a, ,al), I2 = (al, a2),..., Ip = (ap-l' ap), avec

a, = 0, a_ = a, (3) s'écrit approximativement en désignant par
c; = (ai_1 + ai)/2 le centre de I,
P(n) = ZI{P(n,c;) gley) (a;-a; ;) 1i=1, pl

Divisant 1l'intervalle {1,2,3,...,»} en m intervalles consécutifs
disjoints, Jl""’ Jm' on est ramené, en posant

k(irj) = Z{P(n,c.) nEJ.}
1 J

Yj

b,
i

I{y(n)| ner} (5)

glcy) (a;-a;_ )
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a4 rechercher les bi tels que :
Ty - by k(1,9 ] & = L,pH /v 13 = 1,m) (6)

soit minimum, ce qui revient & projeter avec la métrique adoptée le vec~

teur des y. sur le sous-espace de R_ engendré par les vecteurs
Yy YJ

J
k J(l < i < p) de composantes kij(l £js<sm).

En fait, pour que la solution obtenue ait un sens, les bi doivent
étre positifs ou nuls ; on projettera donc Yy sur le cbne positif du sous-
espace précédent.

Par ailleurs, au lieu de minimiser (6), on minimisera la quantité:
{(y - £by k(1,3) |i=1,ph2/k(3) 1§ = 1,m} (7

ol k(j) = =z{k(i,j)}| i = 1,p} (8)
ce qui revient & adopter comme métrique dans RJ la métrique du chi-deux
de centre fJ==kJ/k si k désigne la somme des k(j), i.e. le total des é&-

léments du tableau kIJ des k(i,j).

Remarques

1) Les bi doivent étre non seulement positifs, mais de somme infé-
rieure ou &gale & 1. Nous n'avons pas jugé bon d'imposer cette contrain-—
te supplémentaire, la somme des bi étant dans tous les essais que nous
avons effectués, trés voisine de 1, et toujours inférieure & 1,006.

2) Pour caluler les s.e.u. purs, i.e. les P(n,8') et donc les
k(i,j), nous avons utilisé 1le résultat suivant (cf [3]) :

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N et de fonction gé&-
nératrice A(s) = Z{an snl n = 0,x}, ol a, = Pr(X=n) ; soit Y une va-

riable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A, et donc de
fonction génératrice B(s) = exp{(s-1)A}; alors la variable aléatoire 2
de fonction génératrice :

c(s) =z{c s"|n = 0,0} =B(A(s)=expl(A(s)- 1)}
est telle que :

c, = Pr(z = 0)=exp{(a, ~ 1)1}

8bis)

¥n#0:c =Pr(z=n)=(/n)i{(n-i)c;a |i=0,n-1}

i "n-i

formules permettant de calculer rapidement les coefficients c, de C(s)
connaissant A(s) et A.

Utilisant les formules précédentes, on calcule successivement

i ' f s oay X
l(Gq(s)) puis Gq_z(Gq_l(Gq(sD), etc, d'old les P(n,8') et les k(i,J)

2.2 Etude géoméirique

Pour résoudre le probléme précédent, on adopte un découpage de
l'intervalle 0-a(a < 19) des gains possibles en une quarantaine d'in-
tervalles, découpage qui semble assez fin pour le probléme é&tudié&é , et
1l'on effectue 1'analyse factorielle des correspondances du tableau k
associé en plagant Yy en supplémentaire.

* Le programme de calcul des k(Z,j) que nous avons utilisé et qui est basé sur
les formules (8bis), a été écrit par J.P., Ballinz.



398 P, CLZES

Dans le plan des axes 1-2, les points i se placent sur une parabo-
le (effet Guttman), et pour que ¥z soit une combinaison liné&aire des kiJ

(combinaison linéaire & coefficients positifs et de somme inférieure ou
égale a 1), il doit se projeter dans la concavité de cette parabole (cf
fig la)

1

1t

> oxe 4

Figure la : Dans l'espace des deux premiers facteurs les points % pro-
Jjections des s.e.u. explicatifs se trouvent sur une parabole. Toute com-
binaison linéaire d coefficients positifs et de somme inférieure ou é-
gale @ 1 de ces s.e.u. doit se trouver a l'intérieur du domaine convexe
hachuré.

De fagon précise, & la loi g(8') traduisant la combinaison linéai-
re des kj_J associée 3 la loi de Yy correspond dans le plan des axes 1-2

une loi ayant pour support la parabole précédente ; si axz + Bx + vy dé-
signe 1'é&quation de cette parabole, les coordonnées (x1 r Xy) du centre

de gravité de cette loi sont données par :

X, = u
o, o, }(9)
xz—a(u1+01)+8ul+y

¥y et 012 désignant moyenne et écart-type de la loi sur le premier fac-

teur.

Si F1 (y) et F2 (y) désignent les coordonnées de y; sur les axes fac-
toriels 1 et 2, les estimateurs My et 012 de ¥y et 012 sont obtenus
en écrivant que la projection de Yy sur le plan des axes 1-2 est aucen-

tre de gravité de la parabole, ce qui revient & résoudre les &quations (9) ol l'on

a remplacé x._, Xy 0 ¥y et 02 par F. (y), l?‘2 (y), u,, et 0° ;1'on obtient
ainsi : 1 1 1 1 1

W, = F (y}
vl (10)
~2_ _ - _ 2
g, = (}.-"2 (y) BF1 (y) ~v)/a (F1 (y)

De méme dans le plan 1-3, les points i se placent sur une cubique,
tandis que dans l'espace des trois premiers facteurs, ils se trouvent
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sur une cubique gauche C intersection de deux cbnes ayant une généra-

trice commune, la droite Al Ap joignant les points i extrémes (i = 1 et

i = p) ; chacun de ces cbnes s'appuie donc sur C, le premier ayant pour
sommet Al , et le second pour sommet A_ (cf fig. 1b). Pour que Y3 soit
une combinaison linéaire des kiJ (ou ce qui est &quivalent des profils
le des lignes du tableau kIJ) sa projection dans l'espace des trois pre-
miers axes factoriels doit se trouver 3 l'intérieur du convexe délimité

Figure 1b : Dang l'espace des trois premiers facteurs les points A
(1<%<p) représentatifs des s.e.u. explicatifs se projettent sutivant

une cubique gauche C. Toute combinaison linéaire d coefficients posi—
tifs et de somme inférieure ou égale & 1 de ces s.e.u. doit se trouver
dans le convexe délimité par deux cbnes ayant une génératrice commune,

la droite A1 AP Jjoignant les points extrémes de C. Ces deux cbnes s'ap-
puient sur C, le premier ayant pour sommet A1 , et le second Ap'

par les deux cénes précédents (convexe qui contient l'origine, puisque
les facteurs sont centrés).

Dans l'espace des r premiers facteurs (r 2 4), la projection er

de Y7 doit encore se trouver dans le convexe Cr formé par les combinai-

sons linéaires i coefficients positifs et de somme inférieure ou €gale & 1 des projec-
tions des points i, mais ce convexe n'a plus une signification géométrique aussi
simple que dans le cas o r = 2 ou 3. On peut s'assurer que cette pro-
jection se trouve 3 l'intérieur de ce convexe, si on peut trouver dans
cet espace une combinaison linéaire & coefficients positifs et de somme
inférieure ou égale 3 1 des projections des points i reconstituant exac-
tement la projection de AT

D'un point de vue pratique, pour trouver cette combinaison lin&ai-
re, il suffit de se servir d'un programme de régression sous contraintes
de positivité des coefficients de réoression, programme ol l'on impose
de plus 3 la somme des coefficients de régression d'é&tre inférieure ou
égale 3 1. Si l'on attaque ce programme avec un vecteur de régression i-
nitial satisfaisant aux contraintes (i.e. en un point intérieur & Cr) et

si er se trouve 3 l'intérieur de Cr , on obtient un ajustement parfait

entre er et son approximation zer
cients de la combinaison linéaire ainsi trouvée dépendant bien sfir du
vecteur de régression initial, puisque dans cette régression sous con-
traintes, on a un nombre de variables explicatives Card I = p supérieur a
Jr est a
1'extérieur de Cr , l'ajustement entre zX et zzl ne sera plus parfait

J J
r xr 2 2 -3
(e.g. llzJ - 2z | /||le| > 10 7).

donnée par le programme, les coeffi-

la dimension r de l'espace ol l'on se trouve. Si par contre z
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On a ainsi un moyen de déterminer le nombre r, de facteurs & con-
server. On appelle le programme précédent avec 2 facteurs, 3 facteurs ,
etc, et si 1'on obtient un ajustement parfait avec h facteurs, et un a-
justement non parfait avec h+ 1 facteurs, on conservera r, = h facteurs,

1l'explication de Yy en fonction des kiJ devenant illusoire si l'on gar-
de plus de r, facteurs puisqu'une véritable amélioration ne peut se fai-
re sans introduire de coefficients négatifs dépourvus de sens physique.

2.3 Estimation de g(é')

Pour estimer la loi g(8'), i.e. déterminer les coefficients bi don-
nés en (5), au lieu de considérer le tableau kIJ et de minimiser (6),on
se place dans l'espace des r premiers axes factoriels de kIJ (cflRegr.A-

nal.], ce cahier pp 3R5-391).

Soit (F, , Go), (F1 . Gl) ey (Fr ’ Gr) les r+ 1 premiers couples de
facteurs associés issus de kIJ , (Fu ’ Ga) (0 ca<rxr) &tant de variance Aa
valeur propre associée & ce couple, (F,, G,) désignant le couple de fac-
teurs triviaux constants (F, (i) =G, (j) =1) associé a la valeur propre
Ao=1. Si W ogrUygaeens Uy
R (uu 5 = (G (3)/ J'X'a) k(j)/k), raisonner dans l'espace des r + 1 premiers

J a
facteurs (r+ 1 3 cause de l'axe factoriel trivial) revient 3 remplacer

désignent les axes factoriels associés dans

les variables initiales par les u (0 <as<r) qui sont orthonormés (pour

ad
la métrigue du chi-deux de centre fJ= kJ/k) .

On recherche alors les coefficients Sy (0 <a< r) minimisant :

E(yy - Z{cyuy la=0, eN2/k) [3=1, m} (11)

o ujl
Compte tenu de ce que :

Uy = k(3)6, (3)/ (kX)) = I{k(i,J)F (i) [i=1,p}/ ka ) (12)

1'approximation

yyj=z{ca uaj|a = 0,r} de y. réalisée & l'aide des r+ 1 premiers

axes factoriels, se met sous la forme : Z{bi k(i,j)| i=1,p} avec :

b, = z{c F (i)/(kx ) |a=0,r} (13)

(co/k) + z{c F (i)/(kA,) |a = 1,r}

et pour que la solution obtenue ait un sens, bi doit é&tre positif ou nul.
On est donc amené 3 minimiser (11) sous les contraintes :

¥ i=1,..., p: Z{caFa(i)/Aa|a= 0,r} =20 (14)

Notons que si l'on n'impose pas les contraintes (l14) et si Fa(y)

éme

désigne la valeur du o facteur Frx pour y, placé en supplémentaire du

' . . . . .
tableau kIJ ’ Fq(y) est l'abscisse de la projection du nrofil yJ/ytot(s:L

désigne la somme des yj) sur u_._.. On a donc alors:ca= Yiot Fa(y) ’

Yiot
et bi s'écrit :

ad

by = (Yo0e/K) (1 + TP (NF (1) /A Ja = 1,x)) (15)
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Remarques

1) Yy et les kiJ étant des lois de probabilité, on a ytot=k(i) =1
(o k(i) = I{k(i,3) | 3 = 1,m}) et donc k = cCardI= p; le facteur ytot/k

dans la formule précédente est donc égale & 1/p. Nous préférons garder
l'expression générale (15) dans la mesure ol elle est valable méme si Yy

et les kiJ ne sont plus des lois de probabilité. En particulier, les s.e.u.
expérimentaux ¥y étudiés au § 3 (et donc les s.e.u. théoriques purs kiJ )

ayant été tronqués de leurs cing premiéres classes ne sont plus de mas-
se totale 1, & moins qu'on ne les y raméne par homothétie (cf § 3.2 <n
fire, et début du § 3.4).

2) Au lieu de se placer dans l'espace des r premiers facteurs d.l'a-
nalyse des correspondances de kIJ , on peut aussi se placer dans l'espa-

ce des r premiers facteurs de l'analyse en composantes principales (non
centrée ) du tableau kIJ , RI étant muni dela métrigue de matrice,la matrice

®"S terme diagonal vi} si v,; = Z{k(i,i)k(i',3) |3 = 1,m},

diagonale de i
et RJ de la métrique usuelle (ou de la métrique du chi-deux de centre
yJ) . On obtient ainsi, si 1'on n'impose pas des contraintes du type (14),
l'estimateur de Marquardt (cf Méthodes de Régression, II Critéres Bayé-
siens , cahiers, Vol III, n° 3, § 4.7, p. 264).

Si l'on impose ces contraintes, on obtient ainsi une estimation de g(8')
qui a un sens. Néanmoins, ayant affaire & des lois de probabilité, 1l'a-
nalyse des correspondances semble s'imposer ici.

D'un point de vue pratique, ayant effectué l'analyse des correspon-
dances de kIJ avec y, en supplémentaire, on a immédiatement d'aprés (15)

les résultats de la régression quand on n'impose pas les contraintes (14).
Pour trouver la solution avec contraintes, on opére pas & pas : au pas 0,
avec le facteur trivial, tous les coefficients bi fournis par (15) , ou

r = 0 sont positifs et donc satisfont les contraintes. Si au pas

h=-1 (r=h-1) tous les coefficients fournis par (15) sont positifs, et
si ce n'est pas le cas au pas h, on diminue en valeur absolue le coeffi-
cient L= Yior Fh(y) jusqu'd ce que tous les coefficients bi fournis par

(13) (ou C, = Yiop Fa(y) , pouro £ h-1) soient positifs ou nuls , et a-
ve¢ comme point de départ le vecteur des cu(o < a < h) ainsi obtenu,vec-
teur satisfaisant (14), on attaque un sous-programme de programmation
quadratique minimisant (11) sous les contraintes (14). Si co(‘h) (0 <a<h)
désigne la solution du sous-programme précédent, et si au pas h+ 1,tous
les coefficients fournis par (15) ol r=h+ 1 ne sont pas positifs ou nuls,
on attaque le sous-programme précédent avec comme point de départ le vec-
teur des cu(o <a< h+l) défini ainsi : e, = céh) pour 0<a<h;

Cht1 = € Yot Fh+l(y) , ol ¢ est le plus grand nombre compris entre 0Oet ],
et tel que (14) ol r=h +1 soit vérifiée, un tel nombre existant toujours,
puisque si ‘e = 0, (14) est vérifiée par hypothése.

Pour réaliser le minimum de (11) sous les contraintes (14) , nous

avons adapté notre sous-programme ESOPN de régression sous contrainte de

positivité (cf Régr.Contr. , cahiers Vol III n°® 2 §§ 3.2.2, 3.2.5),sous-
programme qui miniminise (11) sous les contraintes Cy 2 0;le sous-programme
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ainsi obtenu (*), nettement plus complexe, puisqu'il peut Yy avoir des
pivotages (ce gui n'est pas le cas avec ESOPN) n'est pas optimal, mais
dans la mesure oii 1'on part d'un point initial proche de la solution ,
il converge en quelques itérations (en général en moins de dix itérations).

3 Explication de 10 s.e.u. experimentaux par La Loi du gain du '
premien étage du P.M.

3.1 s.e.u. expérimental et s.e.u. normalisée

D'un point de vue expérimental, chaque fois qu'il arrive un paquet
(**) de n électrons & l'anode du photomultiplicateur étudié&, on obtient
une impulsion de tension, qui est amplifiée, puis envoyé&e dans un analy-
seur multicanaux, oll elle est enregistrée dans un canal associé 3 une
tension V d'autant plus grande que n est élevé. A la fin de l'expérien-

ce on dispose donc de la courbe donnant en fonction de la tension Vi

(1 <.i <t ,sit est le nombre de canaux de l'analyseur) une quantité
N( i) Jui est proportionnelle au nombr2 de fois ol un paquet d'électrons

a donné lieu & une tension égale & vy (i.e. & une tension comprise en-

tre Vi--AVi et Vi4-AVi, si on a un canal de largeur 2AVi centré sur V&,

ce qui correspond & un nombre d'électrons compris entre deux quantités
- n s ).

n; Ani et i + Anl)

Les photoélectrons donnant naissance aux paquets d'é&lectrons pré-
cédents, étant assez espacés, de par les conditions de l'expérience pour
que ces paquets d'électrons n'interférent pas, la courbe obtenue N(Vi)

en fonction de Vi est le spectre a électrons unique (s.e.u.) expérimen-
tal.

Pour obtenir un s.e.u. normalisé (i.e. l'histogramme expérimental
donnant pour un nombre d'é€lectrons, (ou pour une classe (nl, nznlafré—

quence (relative) d'apparition de ce nombre, histogramme correspondant &
la donnée du vecteur Y3 ,cf § 2.1), il faut d'abord normali-

ser l'échelle des abscisses (*xx), puis celle des ordonnées, cette der-
niére normalisation &tant faite pour se ramener & une loi de probabili-
té. Pour normaliser 1'échelle des abscisses, il suffit d'écrire que la
valeur moyenne du s.e.u. expérimental est &gal au gain moyen G du P.M.,

gain égal & § G“q_l si le P.M. comporte q &tages, le premier de gain §
et les autres de gain 6", 8§ et 8" &tant connus. Pour normaliser 1'échel-
le des ordonnées, il suffit de ramener la surface comprise entre la cour-
be et l'axe des abscisses 3 avoir une valeur égale & 1, en divisant cha-
que ordonnée par cette surface.

(x) Ce sous-programme peut également minimiser une expression du type
(11) avec les contraintes e, 2 0, Zcus 1, ce quti permet (cf 2.2 in

fine) de déterminer le nombre de facteurs d conserver pour faire
la régression.

(x+) Paquet obtenu & partir d'un photoélectron issu de la photocathode,
Z.e. d'un électron libéré par un photon tombant sur la photocatho-
de d'entrée du P.M. .

(xxx) Z.e. avoir la correspondance entre le nombre d'électrons n d la
sortie du P.M. , et la tension V d laquelle ils donnent naissance,
V étant proportionnel d n : V = An .
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Une difficulté se présente dans les normalisations précédentes, pour
calculer la valeur moyenne du s.e.u. expérimental, et la surface compri-
se entre,ce s.e.u. et l'axe des abscisses : on ne connait pas la valeur
N(0), i.e. le nombre de fois ol un photoélectron issu de la photocatho-
de du P.M. ne donne naissance a aucun électron & la sortie du P.M..Pour
lever cette difficulté, on peut opérer les normalisations en considérant
les spectres tronqués de l'origine, ce qui revient & considérer pour le
P.M., un gain égal a G/(1-P(0)), P(0) &tant la probabilité théorique qu’
un photoélectron ne donne naissance & aucun électron & la sortie du P.M..
La distribution du premier &étage n'étant pasconnue, puisqu'on veut 1l'estimer,
P(0) n'est pas connu ; néanmoins, en premiére approximation, on pourra
estimer P(0) en supposant le premier étage poissonnien et de gain 6 (les
autres é&tages étant bien sfir toujours supposés poissonniens, et de gain
6 ll) .

Une autre voie, qui a été celle adoptée par le physicien est de don-
ner 3@ P(0) une valeur p (ce qui revient encore a se donner N(0))d'en dé-
duire le s.e.u. normalisé (non tronqué), et d'estimer la distribution du
gain du premier étage ; & partir de cette distribution, on peut recalcu-
ler la valeur de P(0) ; soit p' la valeur ainsi calculée; si p' est dif-
férent de p, on recommence le processus précé&dent avec comme valeur ini-
tiale de P(0), la valeur p' ainsi calculée, et on réitére le processus
jusqu'ad ce qu'il converge, ce qui, pour les s.e.u. analysés, avait lieu
en 2 ou 3 itérations.

3.2 Les donnies

Les données en notre possession correspondent & 10 spectres a élec-
tron unique normalisés, obtenus & partir de 10 spectres & &lectron uni-
que expérimentaux enregistrés dans des conditions d'expériences identi-
ques (méme P.M., mémes conditions d'éclairement et de voltage etc).

I1 semble en fait qu'entre ces dix spectres, il y ait des différen-
ces un peu plus importantes que celles dues aux fluctuations de compta-
ge, différences pouvant s'expliquer par des variations erratiques des con-
ditions de mesure. Né&anmoins ces dix spectres représentant le méme phé-
nomé&ne physique, l'estimation des fonctions g(6') associées permet de se
rendre compte de la variabilité de ces estimations.

Chacun des 10 s.e.u. expérimentaux précédents a été normalisé sui-
vant la seconde voie indiquée au § 3.1 Zn fine, le gain moyen du premier
étage qui est compris entre 7 et 8,5 suivant les conditions d'éclaire-
ment de la photocathode ayant &té pris égal a 7,65, et le gain des é&ta-
ges suivants (en nombre égal d 13) a 3,075. Avec une estimation de la dis--
tribution du gain du premier é&tage & l'aide d'un histogramme & 7 ou 8
classes (cf [2]), on obtient des P(0) faibles et de 1l'ordre de 1 3 3%.

Les s.e.u. normalisés ainsi obtenus comportent 100 classes ;en fait,
on s'est contenté d'expliquer les 95 derniéres classes, car les 5 pre-
miéres , risquant d'un point de vue expérimental d'é&tre perturbées par
des phénoménes parasites, ont &té& annulées. Notons qu'il aurait mieux va-
lu, puisqu'on n'essaie pas d'expliquer les premiéres classes des s.e.u.,
normaliser les s.e.u. suivant la premiére voie indiquée au § précédent.

Par ailleurs chaque s.e.u. expérimental a &té lissé avant d' étre
normalisé, alors qu'il aurait mieux valu garder les s.e.u. expérimentaux
initiaux.

Ne disposant que des s.e.u. normalisés comme il est indiqué ci-des-
sus, avec 95 classes (on ne dispose plus des s.e.u. expérimentaux ini-
tiaux, ni des 5 premiéres classes des s.e.u. normalisés) ce sont sur ces
10 s.e.u. que nous avons travaillé.

3.3 Les découpages adoptés

Nous avons considéré plusieurs découpages de l'intervalle (0-20) des
gains possibles pour le premier étage du P.M. &tudié. Le premier décou-
page considéré correspond & 40 intervalles de centre , les valeurs cy
suivantes :
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0,25 ; 0,50 ; 0,75 ; 1 ; 1,25 ; 1,50 ; 1,75 ; 2 ; 2,33 ; 2,67 ; 3; 3,33;
3,67 ; 4 ; 4,33 ; 4,67 ; 5 ; 5,50 ; 6 ; 6,50 ; 7 ; 7,50 ; 8 ; 8,50 9 ;
9,50 ; 10 ; 10,5 ; 11 ; 11,5 ; 12 ; 12,5 ; 13 ; 13,5 ; 14; 15; 16 ; 17 ;
18 ; 19 ;

ce qui revient, rappelons-le, & faire 1l'hypoth&se que la statistique de
multiplication du premier étage est une combinaison linéaire de lois de
Poisson de valeur moyenne les valeurs cy précédentes.

Aprés avoir effectué diverses analyses des corregpondances - ana-
lyse des correspondances du tableau ki, des s.e.u. théoriques associés
au découpage précédent (cf § 2.1, in fine) , avec Card I = 40 , Card J =95,
et analyses de sous-tableaux kI g de k]:J (I"=I-1I' étant mis en supplé-
mentaire), sous-tableaux oll tout en gardant le méme découpage que pré-
cédemment, l'on considére une plage plus restreinte que la plage 0,25 -
19 - nous nous sommes limités & la plage 1,5 - 17 du découpage précé -
dent, ce qui correspond & un découpage en 33 classes. Si I' désigne le
sous—-ensemble de I associé 3 ces 33 classes, l'ensemble I' dessine dans
le plan 1-2 de l'analyse factorielle de kI'J , une parabole d'axe le se-

cond axe factoriel (cf figure 2), tandis que les 10 s.e.u. expérimen-
taux (aprés normalisation) (%), s.e.u. notés Y1, ¥2,..., Y10 et qui se
projettent pratiquement au mé&me endroit sur ce plan, ont leur projection
au voisinage de cet axe (& l'intérieur de la concavité de la parabole),ce
qui correspond & un bon "centrage" de ces s.e.u. par rapport aux s.e.u.
théoriques (i.e. & l'ensemble I') dont ils sont censé&s &tre une combi-
naison linéaire.

1% A

N
M=o N
B =24,497
16 2=/ 15
1.‘;
R
45 3
6%
“‘3 S 3
13,
LY 3,33
12,5 bl 34
7
12 4 ”" Ry =0,645
w5 st Y, =6713%
" v1 Y9 5
40,5 y3
410 RS
”» s 6
I
‘Is 8 1‘; ‘

Figure 2 : Plan 1-2 de l'analyse factorielle du tableau (33 x 95) kI'J assocté a4 un
découpage en 33 classes de la pZage 1,56~17.

Les s.e.u. expérimentaux Y2, Y4 & Y8, Y10 sont confondus avec Y1.

(x) Nous parlerons par la suite de s.e.u. expérimentaux, pour désignen
les s.e.u. expérimentaux normalisés.
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De plus la plage 1,5 - 17 correspond {et ceci pour chacun des 10 s.e.u.
expérimentaux) 3 un intervalle légérement plus grand quel'intervalle (ul - 201,

My + 201) (cf tableau 1) centré sur My o et de longueur 401 , (ul ’ cl) dé-~

signant respectivement les estimations de la moyenne et de l'écart-ty-
pe de la loi du premier facteur associé au s.e.u. expérimental y consi--
déré (cf § 2.2) estimations données par les formules (10). Dans le cas
ol 1'on a une loi normale, cette plage contient donc plus de 95% de la
masse de la loi de y.

- —

s.e.u. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10

10% ) <1905 - 84| - 7| - a3| -184| -146| -107| 232| 303| 251
o 0,586] 0,579] 0,575 [0,592}0,593] 0,606|0,595|0,587]0,583 {0,581
5 7,72 | 7,67 |7,63 |7,65 |7,72 |7,70 |7,58 |7,52 [7,49 |7,51

’

Tableau n° 1 : Moyenne My et éecart-type o, de la loi associée a chaque

s.e.u. expérimental,et ayant pour support la parabole du plan 1-2
tssu de l'analyse factorielle du EabZeau (33 x85) kI’J
correspondant 4 la plage 1,5-17. My égal a Fz(y) étant
comprig soit entre FJ(B) = - 0,077 et FZ(?,SU) =0,028,
soit entre F1(7,50) et FJ(Z) = 0,136, on a par interpo-
lation déduit la valeur § du gain moyen du premier
étage.

A l'aide d'un sous-programme de régression sous contraintes impo-
sant aux coefficients d'étre positifs et de somme inférieure ou égaled 1
(cf § 2.2 Zn fine, et § 2.3, renvoi p402), on a pu montrer que dans les-
pace des r =5 premiers facteurs, les dix spectres expérimentaux {(ou plus
exactement leur projection sur cet espace (*) sont & l'intérieur du con-
vexe C, délimité par les combinaisons linéaires & coefficients positifs

et de somme inférieure ou égale & 1 des projections des s.e.u. théori-
ques i de I' conservés ; pour r = 6 facteurs, les s.e.u. expérimentaux (*)
sont a la frontiére du convexe Cr , tandis que pour r=7, ils sont & 1'ex~
térieur. Pour estimer les coefficients bi de la combinaison linéaire
Z{bi Kiz |ieI'} ajustant 1'un des 10 s.e.u. expérimentaux, on se place-
ra donc dans l'espace des six premiers facteurs de l'analyse factoriel-
le, espace correspondant a 99.997% de l'inertie (cf tableau 2).

On a vérifié que si l'on restreint la plage 1,5-17, la dimension
r, de l'espace factoriel pour lequel les 10 spectres expérimentaux sont

o

& l'intérieur du convexe Cro associé diminue. Ainsi avec la plage 3-13,5,
correspondant 3 un découpage en 24 classes, r, =4 ; avec la plage 4-12,5
[@écoupage en 19 classes), r,= 3, tandis qu'avec la plage 4,33-11,5 (dé-
coupage en 16 classes) r,=2, r, étant égal a4 1 pour la plage 5-10,5 as-

socié & un découpage en 12 classes.

(%) Dans la suite, on dira souvent, par abus de langage qu'un s.e.u. appartient au
conveze C, associé aux r premiers facteurs pour signifier que la projection de

ce s.e.u. sur L'espace des r premiers facteurs appartieat d,Cr .
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axe valeur propre % d'inertie % d'inertie cumulé
1 0,64535 67,368 67,368
2 0,23177 24,194 91,562
3 0,06559 6,847 98,409
4 0,01313 1,370 99,779
5 0,00187 0,195 99,974
6 0,00023 0,024 99,997

Tableau n° 2 : Valeurs propres et pourcentages d'imertie associés 4
l'analyse factorielle du tableau (33% 95) kI,JGOPres-
pondant 4@ la plage 1,5-17.

Notons que les plages précédentes ont été choisies de fagon & avoir
dans le plan des axes 1-2 une parabole d'axe le second axe factoriel,et
de fagon 3 ce que les 10 s.e.u. expérimentaux se projettent au voisina-
ge de ce second axe, ce qui revient & avoir pour projection des points
7, 7,5 et 8 sur le premier axe factoriel des points voisins de l'origi-
ne, puisque le gain moyen du premier étage du P.M. est de cet ordre de
grandeur.

Si l1'on estime pour chaque s.e.u. expérimental les coefficients bi

3 l'aide du programme de régression sous contraintes mentionné au § 2.3,
et en se placant dans l'espace des six premiers facteurs de kI'J (o0 I'

correspond & la plage 1,5-17), on obtient une variation continue des co-
efficients bi en fonction des centres cy des intervalles associés au dé-

coupage adopté. Par contre, si l'on considére l'histogramme correspon -
dant, i.e. la courbe donnant g(ci) en fonction de ¢4 (cf formule (5)) ,

on obtient des discontinuités en début de spectre (i.e. pour les valeurs
de S faibles) discontinuités dues au fait que 1l'on n'a pas un pas constant dans le
découpage, et survenant quand on a un changement de pas, i.e., pour les
valeurs de ¢y égales & 2 et 5.

Pour cette raison, on a considéré& un découpage de 1l'intervalle 0-20
en intervalles de mé&me longueur O,5, et aprés différentes analyses fac-
torielles du tableau k associé, et de sous-tableaux de kIJ , on a rete-

IJ
nu le découpage suivant :
0,5 ;11;1,5;2;2,5; 3;35;4;45:5;5,5;:6;6,5;7:7,5;
8 ;8, ;9;95;10;110,5; 11 ;11,5 ; 12 ; 12,5 ; 13 ; 13,5; 14 ;
15 ; 16 ; 17 ;

découpage en 31 classes, ol les valeurs précédentes sont associées aux
centres des classes considérées.Ce découpage correspond a un pas égal &
0,5, entre 0,5 et 14, puis égal & 1 entre 14 et 17.

I1 a été choisi de telle sorte que comme précédemment, on obtienne
dans le plan 1-2 de 1l'analyse des correspondances du tableau associé u-
ne parabole d'axe, le deuxiéme axe factoriel, les 10 s.e.u. expérimentaux
se projetant au voisinage de cet axe. On a préféré débuter le découpage
par 0,5, des gains faibles de 1l'ordre de 0,5 ou 1 é&tant physiquement pos-
sibles.

C'est donc sur ce découpage que l'on raisonnera par la suite . On
désignera par.I l'ensemble des classes : I=1{0,5;1;1,5;.....;13,5; 14 ;
15; 16 ; 17} et par kIJ le tableau des s.e.u. théoriques associés.On con-

tinuera par appeler 1I' le sous-ensemble {1,5; 1,75; ....., 17} associé au
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premier découpage (1,5-17) considéré, et par kI' le tableau des s.c.u.

correspondants. J

Les résultats de l'analyse factorielle du tableau kI* (ou plutdt du tableau

k’IJ , ol 1l'on a ramené les s.e.u. théoriques k’iJ 4 avoir masse totale 1, cf §

3.4) sont reportés sur le tableau 3 et la figure 3 olt sont re~
présentés les plans 1-2 et 1-3.
axe | valeur propre % d'inertie % d'inertie cumulé
1 0,6857 62,44 62,44
2 0,2923 26,61 89,05
3 0,0935 8,52 97,57
4 0,0222 2,02 99,59
5 0,0039 0,35 99,94
6 0,0005 0,05 99,99
7 0,00006 0,006 100
Tableau n° 3 : Valeurs propres et pourcentages d'inertie

~

associés 4 l'analyse factorielle du ta-

bleau (31 x 95) k' correspondant & la pla-
IdJ

ge 0,5-17.

5.4 Estimation de La Loi g[8') du gain du premien Etage du P.M.

Ne cherchant & expliquer que les 95 derniéres classes des s.e.u. ex—
périmentaux normalisés (cf § 3.2) puisqu'ils ont &été tronqués de leurs
5 premi&éres classes, les 31 s.e.u. théoriques associés au découpage I
considéré ont é&galement &té tronqués de leurs cing premi&res classes. Il
en résulte que si J désigne l'ensemble des 95 classes des s.e.u. théo-
riques et expérimentaux, et si Yy et k.J désignent respectivement 1' un

des dix s.e.u. expérimentaux, et le i s.e.u. théorique, on a :

Z{yj |3 ed} = Yior $ 1
I{k(i,3)]3ed) = k(1) ¢ 1

Au lieu de chercher & expliquer Yy par la combinaison linéaire
Z{bi kKig |i eI}, on peut chercher a expliquer zg = yJ/ytot par la combi-
: : 1 s = v v 5 B} v = i
naison lingaire I{b'; k; /k(i) [ie I}= I{b' kY5 |ieI} (ot k 1=k kAN,

ce qui revient & raisonner sur des lois de probabilité (i.e. lois de mas-~
se totale 1). Dans ce cas on fera l'analyse factorielle du tableau k’IJ

des k(i,j)/k(i). A partir des coefficients b'i ainsi estimés, on en dé-
duit les coefficients bi par la formule :

bi = b'i ytot/k(i) (16)

Si 1'on se plagait dans RIJ tout entier, les deux approches précé-
dentes (analyse des correspondances de kIJ , ou analyse des correspon-
dances de k'IJ) conduiraient aux mémes coefficients bi . Comme l'on se

place dans 1'espace engendré par les premiers facteurs de ces analyses,
on obtient en fait des résultats légérement différents. Nous avons ex-
périmenté ces deux approches ; comme elles donnent des résultats sensi
blement équivalents, nous ne donnerons par la suite, sauf mention con -
raire, que ceux obtenus & partir de l'analyse du tableau k’IJ'



408 P. CAZES
B ?T)z =0,292 5
< Y, = 26,610
.1
45
4,8
15
455 R
13
g 25
Vs 3 1
44 )‘4 :0'6" .
405 3,5 Ya = €447
40 3273 4
9,5 45
9
85 s
8as| 2 as 6 %5
LS In X3 T 00935
T3 = 8320
46
48 &4 35
55 : 3
15 é EX
63 *,=0,68¢
44 + 2 \:?
X Yoz 624470
135 8v*ys
S L) 15
&3
A5 9
1?."" 1:~.s‘\° as 4
(11
Figure 3 Plans 1-2 et 1-3 de l'analyse factorielle du tableau ’

(31 x95) k'IJ associé a un découpage en 31 classes de

la plage 0,5-17.
rimentaux Y4,
que Y2 et Y5 sont confondus aveec Y1.
Y6 est également confrwndu

Sur ces deuxz plans les s.e.u.
Y7 a Y10 sont confondus avec Y3, tandis

expé-

Sur le plan 1-3,
avee Y1.
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Les 10 s.e.u. expérimentaux sont 3 l'intérieur (ou sur la frontié&-
re) du convexe C7 associé aux 7 premiers axes factoriels de 1l'analyse des
correspondances de k'IJ , et @ 1l'extérieur du convexe C8 associé aux 8
premiers facteurs.

On se placera donc dans l'espace des 7 premiers facteurs pour esti-
mer les coefficients b'i.

On peut noter que la régression usuelle (i.e. sans imposer les con-
traintes (14)) donne des résultats pratiquement acceptables si l'on se
place dans l'espace des 7 premiers facteurs, des coefficients de régres—
sion b'i négatifs s'introduisant certes, mais 3 l'extrémité supérieure

du découpage I, et avec une valeur absolue faible. Par contre, si 1l'on
se place dans l'espace des huit premiers facteurs, on obtient des résul-
tats aberrants, avec des coefficients de ré&gression b'i négatifs et non

négligeables. Ceci est bien évidemment en accord avec le fait que les
s.e.u. expérimentaux sont & l'extérieur du convexe C8'

Par contre si l'on impose les contraintes (14), on obtient le mé&me
histogramme des b’y gque 1l'on raisonne dans l'espace des 7 ou 8 (ou mé&me
9) premiers facteurs. En effet, le fait d'imposer ces contraintes entrai-
ne la nullité des coefficients de ré&gression associés au 8° (et 9° facteun
On retrouve 1a l'effet bien connu de protection de la régression quand
on impose des contraintes (cf [R&gr. Contr.], Cahiers, Vol III, n°2 § 2).

Les estimations de 1l'histogramme des b'i relative aux 10 s.e.u. ex-
périmentaux étant.trés voisines, on a calculé& pour chaque valeur de i
(1 <ix<31) la moyenne B'i des dix b'i associés ainsi que 1l'écart-type em—
pirigue correspondant oy et 1l'on a reporté sur la figure n® 4 1l'his -
togramme g’ (Gi) des E'i relatifs § l1'histogramme moyen (i.e. avec le dé-
coupage adopté : g (Gi) =2k_>i pour 0,5 =< 'Si <13,5 ; g' (61) = (4/3) 1_3‘1 si

5i= 14 ; g' (Gi) =1_3'i si Giz 15). On a encadré la courbe précédente des

deux courbes g" (Gi) et g" (8 1) obtenues en retranchant et ajoutant respectivement oia
Bi(i.e. g"(8;) est relatif aux b;=5i-oi , tandis que g"' (§,) est relatif aux
b‘; =l_)i+ ci) safin de visualiser la dispersion des résultats.

A partir des b]!_ ,on peut calculer & l'aide de la formule (16) les b;i. relatifs &
chaque s.e.u. expérimental, et donc en déduire la moyenne Si associée ; on peut alors
tracer 1'histogramme des Bi ,qui d'un point de vue physique est ce qui nous intéresse.

A titre de comparaison, on a reporté sur la figure 5 1'histogramme des 131 ainsi
calculés (histogramme obtenu 3 partir de 1l'analyse factorielle de k-'EJJ, ainsi que 1'his~
togramme moyen des bi calculés directement & partir de 1l'analyse factorielle de kIJ

On voit qu'a part les trois premiéres valeurs 0,5 ; 1 ; 1,5 ; (et
essentiellement la premiére) du découpage, ces histogrammes sont prati-
quement identiques. On peut noter que pour ces trois premiéres valeurs,
on a une remontée de l'histogramme, remontée déjid notée dans le cas de
l'histogramme & 7 ou 8 classes &tudié précédemment (cf [2]). Néanmoins
cette remonté&e n'est probablement pas significative, l'estimation du dé-
but et de la fin de 1'histogramme étant relativement peu pré&cise, comme
l'on a pu s'en rendre compte dans le cas d'estimations de lois g(§') con~
nues (cf § 4), des remontées anormales (certes moins fortes) se produisant
en début et fin d'histogramme.

On a reporté sur le tableau 4 le gain moyen § = ):biGi/Zbi , l'écart-
type 02= Zbi(di— 5)2/2bi , associé & chacun des 10 s.e.u. expérimentaux,
ainsi que la somme des bi qui est trés voisine de 1 (comprise entre 0,99



410 P. CAZES

et 1,006), les bi étant calculés 3 partir de l'analyse factorielle soit
du tableau k'IJ , soit du tableau kIJ’ On voit que l'estimation § du gain

moyen du premier étage, qui est un peu plus forte dans le second cas,et
qui varie soit entre 7,29 et 7,61 (premier cas), soit entre 7,40 et 7,66
(second cas), est bien, guoiqu'un peu plus faible, de l'ordre de gran-
deur du gain 7,65 adopté& pour la normalisation des s.e.u. expérimentaux
(cf §§ 3.1, 3.2).

n°® du 1
s.e.u. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 moyenne
£b.{1,000]0,999/0,996{1,00341,002}1,005f1,006{0,996]1,005{0,99331,0006

s |7,61 |7,56 |7,53 {7,47 {7,58 |7,55 }7,39 |7,42 {7,29 {7,41 {7,48
o §3,31 |3,26 }3,22 13,34 {3,36 |3,43 {3,34 |3,28 13,31 {3,24 }3,31

Ib.}0,994]0,996}0,994}0,99810,993]0,99911,001}0,994 0,991{0,990%0,9949]
§ t7,66 }7,59 (7,54 }7,51 }7,64 |7,60 |7,43 |7,40 }7,41 }7,43 §{7,52
(¢

~ 3,26 3,23 3,20 3,33 }3,30 '3,{0' 3,34 EL?Z_;S'Z} ’%!Zi. 3{}75
Tableau n° 4 : Estimation du gain moyen 8§ du premier étage et de 1'é-
cart-type associé o.
1° cas : estimation faite d partir du tableau k'IJ
2° cas : estimation faite d partir du tableau kIJ
Remarques

1) L'histogramme moyen permettant d'estimer g(8') (qu'il soit ob-
tenu & partir de kIJ ou k'IJ) et qui est calculé a partir des 7 premiers

facteurs est pratiquement identique & 1'histogramme moyen calculé & par-
tir des 5 ou 6 premiers facteurs.

2) Au lieu d'introduire les facteurs dans l'ordre naturel (i.e. par
valeurs propres décroissantes), on peut les introduire en fonction de
leur importance (mesurée par la valeur absolue du cosinus entre le s.e.
u. ¥y considéré, et 1'axe factoriel uaJ)' ce qui revient & classer les

facteurs suivant les valeurs décroissantes delFa(y)l, Fa(y) étant la va-

leur du aéme

).

facteur pour Yy (i.e. l'abscisse de la projection de Yy sur

uqJ

Suivant les s.e.u. expérimentaux, on obtient au rang 5, soit 1l'or-
.dre 2,1,3,4,5 ; soit 1l'ordre 2,3,1,4,5, sauf pour le premier s.e.u. pour
lequel on a l'ordre 2,1,3,4,6, le cinquiéme facteur s'introduisant dans
ce dernier cas immédiatement aprés. A partir du rang 6, on obtient soit
le cinquiéme facteur (1° s.e.u.), soit le sixiéme, ou le septiéme , ou
méme le dixiéme (sixi@me s.e.u.), tandis qu'a partir du rang 7 s'intro-
duisent des facteurs de rang élevé ; au rang r=7 (et méme au rang r, =6
pour le sixiéme facteur), la projection de chaque s.e.u. yy sur 1'espa-

ce associé aux r facteurs les plus liés a Yy est & l'extérieur du con-
vexe CE correspondant. Au rang r=5 (r=6 pour le premier facteur) l'es-

pace des r meilleurs facteurs coincide avec l'espace des r premiers fac-
teurs. Ces considérations expliquent d'une certaine fagon pourquoi, dans
l'estimation de g(68'), 1l'on obtient pratiquement le méme histogr amme
moyen, que l'on raisonne avec 5,6 ou 7 facteurs (cf remarque 1).

3) Pour tester la validité des résultats obtenus, on a, outre l'es-
timation de lois g(8') connues(cf § 4), simulé des s.e.u. différant des
s.e.u. expérimentaux par une erreur traduisant les fluctuations d'échan-
tillonnage. De fagon précise, on a posé pour un s.e.u. expérimental Y3
donné :
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Figure 5
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Histogramme moyen g'(8') des bi associé aux 10 s.e.u. expérimentaux.
On a encadré g' par les deux courbes g" et g"' obtenues d partir de g'
en retranchant et rajoutant respectivement a b{i l'écart type 0; asso-
cié aux 10 s.e.u. expérimentaux. Pour tracer ces courbes, on a Joint
de fagon continue les valeurs obtenues aux extrémités du découpage a-
dopté, extrémités caractérisées par les traits verticaux sur le gra-
phique.
0AY
N,
odod
0,05 A\
D\
e =4
o 15 95 46 145 A3
Estimation de la loi g(8') moyenne associée aux 10 s.e.u. expérimentaux.

v & Estimation 4 partir du tableau ka

: Estimation & partir du tableau kI 7

Pour tracer les courbes relatives & ces deux estimations, on a joint de
fa;:on‘ continue les valeurs estimées aux extrémités du découpage adopté,
extrémités caractérisées par les traits verticaux sur le graphique.
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¥ jed : y'j = yj +V/;Tj ej
oll le terme y. ej traduit les erreurs dues aux fluctuations de compta-
ge, 3 la sortie du P. M., e. étant une erreur normale centrée de variance
52. La dispersion des 10 s.e.u. expériemntaux correspondant & un écart-
type € égal a 2,1x10-3, on a adopté pour € des valeurs comprises entre
10-2 et 10-4. Les estimations de la courbe g(6') obtenues & partir des s.e.u.
y'J associés aux différentes valeurs de € ainsi choisies ne différent

sensiblement pas de l'estimation obtenue & partir de Yy (e = 0).

4 Estimation de Rods g [(8') connues

4.1 Introduction

Pour tester la méthode de régression développée précédemment,on se
fixe ici une loi g(d§'), par exemple une loi normale, de moyenne et de va-
riance connues ; l'on en déduit (un découpage ayant &té adopté, par exem-
ple le découpage en 31 classes considéré aux §§ 3.3 et 3.4, découpage que
nous conserverons) par la formule (5) les coefficients b et donc le s.
e.u. associé a g(§') qui est donné par la formule :

Yy = Z{bi kiJI i =1, p} (17)

(en fait, si 1l'on fait l'analyse des correspondances du tableau k&J as-
socié aux s.e.u. théoriques ramenés chacun & avoir masse totale 1 (cf §
3.4) on remplacera dans la formule (17) k. jg par k ; c'est ce que l'on
a fait ici).

On considérera &galement les s.e.u. "perturbés" y‘J déduits de Y3
par la formule :

¥ied :y'. =y, + VYT e, 18

Je Y 3 YJ YJ i (18)

ol les e. sont des erreurs normales centrées indépendantes, et de méme
2

variance €“ , le terme en \/y5 ayant été introduit de fagon & se rappro-

cher des conditions expérimentales quand on enregistre un s.e.u., les
erreurs de comptage é&tant de l'ordre dev/y..

L'on va essayer de reconstituer les bi par la méthode de régression
exposée aux §§ 2.2 et 2.3, et appliquée au § 3 dans le cas des 10 se.u.
expérimentaux, les bi étant estimés a partir de y'J (dont Y3 ;era consi-
déré comme un cas particulier, correspondant a une variance & nulle).

On peut d'abord noter que si l'on essaye d'estimer les coefficients
bi d partir de Yy o et si l'on garde tous les facteurs (y compris bien
sQr le facteur trivial constant) issus de l'analyse des correspondances
de kIJ (ou de k'IJ)(ce qui revient 3 prendre dans les formules (11), (13)
4 (15), r+1 = Card I = p) on retrouve exactement les coefficients bi
(sans avoir & imposer les contraintes (14)) puisque l'on s'est alors ra-
mené a faire la régression usuelle, dans RJ muni de la métrique du chi-
deux associée au tableau kIJ (ou k'IJ) analysé, de Yy par rapport aux
{kiJ|i =1, p}.

Ce qui est intéressant, c'est de voir l'approximation réalisée quand

on ne garde que 4, 5, 6 ou 7 facteurs, et de comparer cette approxima--
tion avec l'estimation des b obtenue 3 partir des s.e.u. y' J perturbss,
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cette estimation se faisant dans l'espace des r, premiers facteurs si y'J

se trouve dans le convexe C, et 3 l'extérieur de Crotl (cf § 2.2 in fi-

ne), r, dépendant bien siir de € (ro =p-1sie =20). On a ainsi un moyen

de se rendre compte de la validité et des limites de la méthode de ré&gres-
sion utilisée, i.e. de son aptitude & reconstituer & partir d'un s.e.u.
y'J perturbé la loi g($') sous-jacente.

4.2 Estimation de Lois normales et de Lois gamma

On a considéré des lois g(§') de moyenne 6§, = 7,55 et d'écart-type

so = 3,25, ces deux valeurs étant proches des valeurs du gain moyen et de
1'écart-type des lois g(8') estimées & partir des 10 s.e.u. expérimen -
taux é&tudiés au § 3 (cf tableau 4) ; ce faisant les s.e.u. y'J associ és

3 ces lois g(98') se projettent dans le plan 1-2 de l'analyse factorielle
de k'IJ au voisinage des 10 s.e.u. expérimentaux, i.e. au voisinage du se-

cond axe factoriel. On a &tudié le cas d'une loi normale, et d'une loi gamma
(g(8") = at G't-lexp(—a 8')/I'(t) ; a et t étant déterminés de telle sorte que

E(§') = t/a = 8o = 3,25 ; Var(s')= t/a’ = s&= (3,25)2).
Plusieurs valeurs de € ont été considérées : ¢ = 0 ;e= 10'_3 ;
e=5><10—3 ; e = 10—2. Pour €= 5x10_3, on obtient une précision de la re-

constitution du s.e.u. y":r un peu moins bonne que pour les s.e.u. expé-
rimentaux étudiés au § 3, tandis que pour e = 10—3, elle est meilleure ;
cette précision &tant mesur&e par le rapport g2 = ||y'J-nyII / ||y' II2 (cf
Méthodes de régressionI § 1, Cahiers, YolITIn® 2, p. 150), yy' J étant la reconstltution
de y'; , Ry étant muni de la métrique du X’ associée au tableau k j(ou k', ) analysé (x).

Pour € = 0, la courbe g{d§') est pratiquement reconstituée avec qua-
tre facteurs dans le cas de la loi normale, et avec cing dans le cas de la
loi gamma. Pour comparer les résultats obtenus avec ces diverses simula-
tions, on a reporté sur le tableau 5 (tableau 5a dans le cas dela loi nor-
male ; tableau 5b dans le cas de la loi gamma, ol 1'on a &galement retranscrit les résul-

tats relatifs au cas ol €=2,5x% 10_3, cas non traité dans 1'hypoth&se de noxrmalité)la va-
leur r, de r tellc que y' soit & 1'intérieur du convexe c et a l'extér:.eur de
Cr°+1 2cf § 2.2) v a1ns1 que les valeurs des statlsthues T2 Z(b b ) ”
et U = Z(b -b ) /(b +b ) en fonction du nombre r (r<r,) de facteurs
considérés pour obtenir l'est:.mat:.on bl de b:L

On voit que dans le cas de la loi gamma, et pour les valeurs deenon
nulles, y est 3 1l'intérieur du convexe C6 associé aux 6 premiers facteurs, les va-

leurs m:m.males de T2 et U2 &tant obtenues pour r =5 ou 6 facteurs. On a reporté
sur la figure 6 la loi g(8'), et ses estimations, dans le cas oﬂE—SXIO'j'
3 partir de r=5 et. 6 facteurs. On voit que l'on a une reconstitution ccuvenable de
g(s").

En ce qui concerne la loi normale (cf fig. 7, ol 1l'on a reporté
g(8') et ses estimations pour 4,5 et 6 facteurs, toujours dans le cas oll €= 5x153)
la valeur de r, (pour € # 0) varie entre 6 et 8, tandis que les valeurs du

2

nombre r de facteurs pour lequel T et 02 passent par un minimum varient

(x) 5°est de 1'ordre de 0, 17%x107° poure = 5x10 3, de 0,65x10 poura=10—3,

alors que pour les d‘b.’L‘ spectres expérimentau étudtés au § 3, il va-

rie entre 0,16%10 =3 ot 0,5%10 =3, En fait la dispersion des s.e.u.ex-

périmentaux correspond, comme on l'a indiqué dans la remarque 3 du § 3.4, d une
valeur de € égale & 2,1x10-3,
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. -2
(toujours pour € # 0) entre 4 et 6. On peut noter que pour € &gal & 10 ,

r, vaut 7, tandis que pour e &gal 3 5x10_3, ro, vaut 6, alors qu'a priors,
on aurait pu s'attendre & ce que r, soit une fonction décroissante dee
Ce résultat est probablement dd au générateur de nombres au hasard uti-

lisé (=)

€ 0 1072 5%1073 1073
T, 30 7 6 8 '
r |10* 22 {10* v? |10% 22 {10% v? {10% 72 |10% ©?| 10? 72 |10 ¥
3 13,2 295 13,3 296 13,1 295 13,2 295
4 1,27 42 | 1,57 44 1,62] 73 1,29 45
5 0,87 48 | 1,19 53 . 1,46 236 0,90 52
6 0,33 "12 1 1,19 70 : 4,47| 237 0,56 315
7 0,16 6,2 1,54 81 | 7 | 7 2,53] 159 |
) 0,16 6,34 7 7T 7 5,23 198"
9 0,15 4,7 / /o / /. / /
Tableau 5 : a) cas d'une loi normale
e 0 ) 10” 5x1073 2,5x1073 107
To 30 6 6 6 6
r 1042 hotu? 0?12 frof u? 104 72 {10% v 10% P2 10% U2 1c% 72 fo? ¥
3 | 24,3 | 512 20,0 | 479 20,60] 480 20,4 480 20,3 479
4 3,86 | 114 3,99 132 4,20} 116 4,21] 118 3,89 J115
5 0,31 42 0,83[ 67 4,15} 115 1,95 56 0,340] 43,3
6| 0,19 19 1,30 22 7,24} 351 3,23 155 0,339 42,1
74 0,19 18 / L/ / / / / / /
81 0,13 5,01 / / / / / / / /
o o2} 5.4/ |1/ / / A A A

Tableau & : b) cas d'une loi gamma

Estimation de lois g(8§') connues (de moyenne 7.55 et écart-type

3.25), d partir de s.e.u. y'J perturbés par une erreur de variance €°.

Pour chaque valeur de € , on a reporté la valeur r, telle que y’J

est d L'intérieur du convexe C et 4 l'extérieur de Cr 12 ainsi que les
o

o
valeurs des statistiques T2 et UZ en fonction du nombre r de facteurs conservé.

(%) Ce générateur est le générateur en bibliothéque de L'UNIVAC 1110 de la faculté des
sctences d'Orsay ; 1l tire au hasard deux nombres x et x, distribués uniformément
sur (0,1) et en déduit un nombre au hasard e gaussien centré de variance €?par la
formule classique e =e(-2log x1)¥*cos 21x,. Lles nombres xiet x; sont tirés 4 par-

tir de la formule Tyeg= (5 XJozs)xn Mod(2 35). On tire d'abord les 95 premiers nom-
ae=5x07 et

‘s -2 . . .
bres eJ. associés d € = 10 °, puis les 95 nombres suivants associés

enfin les 95 derniers nombres associds d € = 1075,
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Figure 6 : Cas d'une loi gamma
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Figures 6 et 7 : Estimation de la loi gamma (Fig. 6) ou de la loi normale (Fig. 7 )
g(8') de moyenne 7,55 et d'écart type 3,25 dans le cas d'un s.e,u. perturbé

par une erreur normale d'écart type €= 5x107%. On a tracé 1la courbe g(¢8')ain-
81 que ses estimations obtenues avec 4, 5 ou 6 facteurs.

Pour tracer ces courbes, on a joint de fagon continue les valeurs obtenues aux
extrémités du découpage adopté, extrémités caractérisées par les traits verti-
caux sur le graphique.

lot g(§')
~mgstimation avec 4 ou 5 facteurs (Fig. 6), avec 4 facteurs (Fig. 7)
------estimation avec 6 facteurs (Fig. 6), avec 5 ou 6 facteurs (Fig. 7)
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Il est par ailleurs intéressant de noter que, comme dans le cas de

la loi gamma, T2 et 02 ne passent pas forcément par leur minimum pour la

méme valeur de r, et que mé&me si c'est le cas, la valeur associée de r
peut étre différente (plus petite)que r,. Néanmoins les estimations ob-
tenues en gardant r, facteurs semblent les meilleures pour la reconsti-
tution globale de la courbe g(§') testée sauf aux extrémités, oi 1' on
a une légdre remontée anormale de l'estimation de g(6') (cf fig. 6 et 7).

En conclusion, l'on obtient avec la méthode de régression utilisée
une bonne reconstitution des lois normale et gamma testées.

4.3 Remanrques

1) Si l'on se place dans l'espace des r=1r, + 1 premiers facteurs ,
la régression usuelle (i.e. sans imposer les contraintes de positivité
(14)) qui pour r <r, donnait des résultats 3 peu pré&s convenables (cour-
bes unimodales avec quelques valeurs négatives aux extrémités, faibles en
valeur absolue) donne des résultats complétement aberrants : courbe ayant
5 ou 6 extrema, dont certains négatifs et de forte amplitude. En impo -
sant les contraintes (14), ce qui protége dans une certaine mesure la ré-
gression, on obtient une estimation de g(§') unimodale, moins réguliére que pour
r=r,, avec, quand il y en a, des remontées plus importantes aux extré-

mités ; les valeurs des statistiques '1‘2 et 02 sont alors plus élevées
que pour r, .

2) On peut noter sur les figures 6 et 7 de lé&géres remontées, anor-
males, au début et & la fin des histogrammes estimés, l'estimation d'une
loi g(8') est donc peu précise pour les plus faibles, ou les plus for-
tes valeurs de &', comme on l'a déja signalé au § 3.4 dans le cas des 10
s.e.u. expérimentaux.

3) Dans toutes les régressions effectuées aux §§ 3 et 4 (s.e.u.ex-
périmentaux, s.e.u. perturbés & partir de lois g(§') connues) les estima-
tions de g (§') avec deux ou trois facteurs sont unimodales avec un maxi-
mum trés plat ; de plus, ces estimations sont relativement voisines ; ce
résultat se comprend aisément dans le cas de deux facteurs, puisqued'u-
ne part l'estimation obtenue dépend essentiellement des deux premiers mo+
ments des lois g(8') considérées, moments qui sont du mé&me ordre de gran-
deur dans tous les essais effectués, et que d'autre part,ona "centré"la
parabole du plan 1-2 sur la moyenne (cf § 3.3).

4) Si l'on essaie de reconstituer une distribution g(8') bimodale,
mélange de deux lois normales, la méthode de régression précédente per-
met. malgré un certain lissage, de retrouver la bimodalité si ces deux lois
sont bien séparées.3i ces deux loic sont imbriquées, on n'a rotrouvé (dansles essais
effoctués) la bimodalité, quard € est nul, qu'd partir du 13° facteur. Comme pour des

valeurs de€ non nulles, comprises entre 10_2 et 10 7, la valeur maximale
ro, pour laquelle les s.e.u. perturbé&s associés y'J sont & l'intérieur du

convexe C , varie entre 6 et 9 suivant la valeur de g, l'estimation ob-

tenue pour g(6 ) est unimodale. Pour retrouver la bimodalité, et avoir une estimation
convenable de glG') , il faut, comme on l'a vérifié, soit considérer des
s.e.u. perturbés yJ par des erreurs de variance plus faible (e= 1073),

soit considérer des s.e.u. explicatifs de variance plus faible.

5) On a également, dans le cas d'une loi g(é§') normale, ou mélange
de deux lois normales (cf remarque précédente), essayé de reconstituer
cette loi en se plagant dans l'espace des premiers facteurs de l'analy-
se en composantes principales du tableau kIJ associé a g(8') (cf § 2.3,

remargue 2). On a obtenu des estimations de g(§') pratiquement identiques
3 celles obtenues 3 partir de l1l'analyse des correspondances, mais avec
des ajustements du m&me ordre de grandeur, ou un peu moins bons.
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