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METHODE DE REGRESSION

II. — Critéres bayésiens (a suivre)

[REGR. CONTR ]

par P. Cazes (1)

4 Régression biais€e et négression baytsienne : R'estimateur borné gé-
nénalise
4.1 Régressdion baylésdienne
On suppose ici que yJ est gaussien et que conditionnellement & BI]', yJ

I
a pour espérance mathématique B 1 ° XIJ]_ et pour matrice variance 02 T

o!
ol 02 est inconnu et ou I est une matrice définie positive connue & par-

tir de laquelle est définie %a métrique N = I‘:l de RJ
1). On suppose de plus que B 1 suit une loi normale centrée de matrice

(cf § 1, remarque

variance_ I 02. Pour estimerIB 1, nous allons chercher la loi a posterio-

1 conditionnellement a yJ. Cette loi se met

r7z de B 1, i.e. la loi de 8
sous la forme I T
e’ 18 h 08 Hrg)

1

I I
ol f(y‘:r | B 1) JE(B ),g(yJ) désignent respectivement les lois de

I I
yJ sachant B l,deB 1 et de yJ.

La loi précédente se mettant sous la forme :
(k/g(y7) exp (-5)
ol kIest une constante, et A une fonction du secondIdegré des composantes
de 8 1
male dont les caractéristiques, espérance mathématique bI]' et matrice va-

, on en déduit que conditionnellement a yJ, 8 1 suit une loi nor-

riance I y s'o}ftiennent en identifiant les termes du premier et du se-

8 1

cond degré en B de l'expression A avec les termes correspondants de

1'expression
i -1, I Iy h I
B=):B(B -b ", B -b 7).
L'expression A s'écrivant :

- I I
A= AT -8 ox] ¥ -8t
1

1

I I
lgt, gt

J -
oXp) + I )

soit encore puisque N = I‘:l, et d'aprés la décomposition en blocs de V (cf §
1, formule (1)) :

- 2 LT S I
A = (1/0)(V11(B +B ) =2V, BT 4V,

I, I
1 1
22 B 1 B

+ 17 D,
on en déduit que :
bleqw . +:hly (30)

11 12

(1) Maitre assistant, laboratoire de statistique ; Université P; et M. Curie
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_ -1, -1 2
ZB = (Vli + I 7) o (31)
I
L'estimateur du maximum de vraisemblance de B 1 connaissant yJ, i.

e. l'estimateur a posteriori de B 1 ou estimateur bayésien n' est rien
d'autre que E(BIl|yJ) = b:[1 ; il est donc donné par la formule (30).
retrouve bien, si on n'a aucune information a priori sur BI]'(VH +:71 =
V11 , B8 1 ayant une dispersion infinie) l'estimateur classique de la ré-
gression.

4.2 Onthogonalisation de La nrégression

On suppose er muni de la métrique M, ., , dont la matrice associée

11
(par rapport & la base canonique de R ) notée &galement M peutsemet-
tre sous la forme TT' du produit de deux matrices transposées l'une de

1'autre * R l'applic'ation linéaire.associée & T',et notée aussi T' étant une isométrie

. 1
de R'! muni de la métrique M, dans R ! muni de 1la métrique unité 6.
Si 1'on effectue l'analyse en composantes principales de x]:J (au

sens de la recherche du tenseur xx 1,7 ,de rang t donné, le plus proche de
), R étant toujours muni de la métrique N, on est ramené a diagona-

RS S | _ -l -1
liser Mll V11 T T V11 , ou encore H T VllT . On a alors 1la
décomposition canonique classique :
= pl it T [
I H=T Vi, T =UD, U (32)
ol U = (U P p ) désigne la matrice orthogonale des vecteurs pro-
pres U I de H et D)‘ la matrice diagonale des valeurs propres )‘i asso-
ciées.
Posant : I I,
Y =B (r' ©' ) (33)
23 ,-1, 11 IIJ
" (UT )11 ° XI1 (34)
I3 g _ b J
on a : b ° ZI1 =B ° XI1 *x (35)
; Iy J Iy J
L'intérét de raisonner sur Yy et le plutdt que sur B et XI1
réside dans le fait que les {z |iex }sont orthogonaux (pour N),le pas-
sage de vy 1 asB o se faisant trés simplement par la formule (33).
* De fagon générale, nous désignerons par A' la transposée d'une ma-
trice ou d'une application linéaire A.
*% Matriciellement (ou dans le langage des applications), on a st X
(resp. 7Z) désigne la matrice (p x card J) associée a Xl'.fl (resp.
I I - I I
ZIJI) :YI:U’T'BZ; z' = x'T’ IU; Z'YI:X’BI,Ze ren-

versement de l'éeriture dans les formules (33) & (35) étant did
au fait que l'on raisonne dans 1l'espace R 1, dual de RI1 s L.e.
dans l'espace des combinaisons linéaires des variables explica-

tives.
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Posons yJ = ZIJ2 ’ ZIJ= (Z]':i , ZIJZ) , et désignons par W la matrice
des produits scalaires {<Zf', zi9'>N| i, i'eI}. Cette matrice se par-
titionne suivant I1 et 12 de la fagon suivante :

W1 Wi Dy W
W= = (36)
W1 a2 W V22

W11 étant par construction la matrice diagonale DA , tandis que W22 est

égal a V22 carré de la norme %e yJ.
La solution (pour y 1) g°1 de la régression usuelle s'écrit alors:

I - -
go1 = Wli W12==(DA) W12 tandis que la matrice variance (dans le cas
d'un mod%le) de g°1 est égale a cz(DA)_l. Notons que gfl est bien siir
liée & b°1 par la formule de transfor?ation (33), et que 1'on a,d dési-
gnant toujours la métrique unité de R 1 H
I I I I
it -gtg = et - i (37)
I 1,2 I 1,2
Iy -9, "DA= I8 - b, IIV11 (38)

Sous l'hypothése de normalité, les expressions figurant dans (38)

suivent au facteur (1/02) prés une loi de chi deux a card I1 = p degrés
de liberté.

4.3 Le cniterne de £'erreun quadratique moyenne

Nous faisons ici 1'hypothé&se que l'on a un mod&le, i.e. que les re-
lations (7) du § ! sont vérifiéeﬁ. Compte te¥u de (35) on a donc :
ey’ =8t o x) =y l.oz] (39)
I I 1 I 1 1
Soit b 1 (resp. g 1) un estimateur de B (resp. Y "), nous carac-
tériserons la qualité de cet estimateur par l'erreur quadratique moyen-
ne E (MSE en anglais : Mean Square Error) :

1

I 1, 2 I I
E=Elb ' -8 tMy,) =Edg ! - v (40)

et 1'on recherchera les estimateurs rendant minimum le crit@re précédent.
I
Si on se limite aux estimateurs sans biais de B 1 (resp. Y 1) , fonctions
I I
linéaires de yJ, bo1 (resp. gol) minimise E qui vaut alors E_  :

E, = o tu/a lieT)) (41)
Si les variables explicatives sont trés corrélées, certains des Ai
sont faibles, et E° peut &tre trés é%evée ;Ic'est la raison pour laguel-
1 1

le on considére des estimateurs de B8 et v biaisés, mais qui peuvent

présenter une valeur du critére E plus faible que E .
o

4.4 L'estimateur born€ généralisié

I I
On suppose ici, comme au § 4i1, que conditionnellement & Y 1(ouB 5
yJ est gaussien, et que de plus Yy 1 suit une loi a priori gaussienne ,
1

centrée de matrice variable (Dk)- 02 ol Dk est une matrice diagonale de

iéme terme diagonal kj-

I I
L'estimateur bayésien g*l de v 1, qui se déduit de (30) o Vi1 est

remplacé par W11 = DA ,V12 par W12 et 2_1 par Dk , s'écrit si D désigne la
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matrice diagonale de i®™® terme diagonal d; =A;/(A; +k;) ;
I - - I Iy
g,' = o, + b ) W, =+ DY b g t=Dg, (42)
I I 1 I I .
L'estimateur b*1 = g*1 o (U T' 1)11 associé a g*l s'écrit alors :
In _ v ey —1
b~ = (V;; + TUD U'T") "V, (43)

I I )
Les estimateurs b*1 et g*1 sont les estimateurs bornés généralisés

qui ont &té& introduits dans la littérature dans le cas particuli er od
My, = §.

En particularisant les coefficients k , on obtient un certain nom-
bre d'estimateurs tels qvia.e 1'estimateur born% usuel si k =k (cf § 3.3.2);
l'estimateur raccourci b = = 1/(1+k) ou g, = = g /(1+k) si k., —k).i ;
l'estimateur de Marquardt si kl est nul ou infini, ce dernier est.unateur

étant un estimateur sur composantes principales (cf §2), oli sont élimi-
nés les facteurs associés i des ki infinis, etc...

Nous ne ferons plus par la suite, sauf mention contraire, 1'hypo-
thése de normalité. Nous supposerons simplement que l'on a un modé&le, i.
e. gue les relations (7) et (39) sont vérifigées, et nous étudierons, en
supposant les ki connus, les propriétés de l'estimateur borné générali-

sé&, et des estimateurs dérivés, en faisant abstraction de la maniére dont
nous avons introduit cet estimateur. Nous raisonnerons de préférence sur
gfl et YII, toutes les propri&tés trouvées se transférant immédiate-
ment a b*1 et 811 par la transformation (33).

gfl est un estimateur biaisé de ¥y 1 (sauf si D %st 1’:]i:.dentité i.e
si tous les ki sont nuls, cas trivial puisqu' alors g9, = ) a' espéra.n-
ce mathématique Dy ! ¢t de matrice variance D? (b ) ldz (Dk+D )“D o’ . La
valeur de l'erreur quadratique moyenne E pour g*1 s'écrit (cf [41])

- .
E=E(lg} -y 12 )—Z{(A o? + & (71)2/(Ai+ki)2|ie 1,}.(44)

E est minimum si ki = (kl)e =0 / (Y ) 1a valeur minimale Emin de E
s'écrivant : . .
_ 2 i, 2 2 i, 2 .
Epin = 9 ZLOM) /(0™ + A, (v | ie1y)

Cette valeur est bien stir plus petite que la valeur E, associée & gfl , puis-
que E  correspond au cas particulier ol tous les ki sont nuls.

D'un point de vue pratique, les (ki)o ou ce qui est équivalen]t:: les
(d Jo =X, /(A + (k )Jo) ne sont pas connus puisqu'ils dépendent de y L et
de o“qui sont 1nconnus-0n peut estimer ces coefficients en remplaganty
et o par gf et s2 = Ily -gfl ° ZJ 2

tité étant rappelons- le un estimateur sans biais de 02) , puis le cas é-

/(CardJ p) (cette derniére quan

chéant réestimer ces coefficients en remplagant y 1 par l'estimateur g 1
ainsi obtenu, 02 étant toujours estimé& par s et réitérer le processus,

le passage de 1l'itération t & 1'itération t+ 1, s'écrivant avec des no-
tations é&videntes, et si 1l'on opére sur les coefficients (dl) :

af™* ) =00+ Pl )P = az0q + 2@ )2
ce qui s’écrlt encore :

(t+1) (t),2 (t), 2
d; d; )7 /7da; ") "+ 1/F) (45)
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ol F = A. (gi)z/s2 n'est rien d'autre que le carré ti2 du t de Student

associé a g . I1 est immédiat de voir que si Fi est plus petit que 4,
di(t) tend vers zéro, ce qui revient & éliminer l'influence de la iéme
J

composante pri'ncipale (N de xJ , puisque que le coefficient associé

gi‘ est alors nul. Par contre, i Fi est plus grand ou égal 3 4, comme
la valeur initiale d( ) de dl vaut 1 (on part de g ), dj(_t)converge vers
la valeur 1/2 + (1/4 - 1/l=')1/2

Les valeurs de di ainsi obtenues, et donc les valeurs associfes de
ki étant aléatoires, l'erreur quadratique moyenne E de 1'estimateur cor-
respondant ne peut plus étre calculée & partir de la formule (44), cet-
te formule supposant les ki non aléatoires, et l'on ne peut plus rien
dire a priori des propriétés de cet estimateur. Mais 1'on peut montrer
(cf [2] et [311) (en raisonnant sur les g /V-l qui sont non corrélés et
de méme variance o ) qu'il existe des valeurs k (ou ce qui est équiva-
lent des coefficients d. ) fonction de y , donc aleatoires, et telles
que l'erreur quadrathue moyenne E de l'estimateur associé, soit plus
petite que la valeur E_  correspondant a gfl.

I
4.5 L'estimateur raccourcd gRl =cg, 1 (0 <c < 1).

Cet estimateur est obtenu en posant dans (42) ki=k>‘i= (1 - c)Ai/c.

L'erreur quadratique moyenne s'écrit alors d'aprés (41) et (44) :
B, =c’E + (1 -c)2 o? (46)
I

ol az désigne le carré de la norme de Y I1 pourd (ou de B 1 pour Mll) .

Elle passe par un minimum pour c = c, = az/ (E, +a2) , valeur qui
est comprise entre O et 1, la valeur minimale associée de ER étant éga-
le a azE /(E + o ). Cette valeur est plus petite que la valeur E, de
E associé & g_,~ (puisque go1 correspond au cas ol ¢ = 1) et plus élevée

que la valeur E rassociée & l'estimateur borné généralisé optimal puis-

min
que les valeurs (k.)_/X. de k./ ). associées & 1l'estimateur sont en général
1" ° p 1 1 Il Il

(ou B 7)

et 02 %st inconnue. On peut, comme pour les (ki)o,l'estimer en rempla-

I
gant y ! et 02 par leurs estimateurs des moindres carrés gol

différentes. La valeur c, de c minimisant ER dépendant de Yy

et sz, puis
le cas échéant réestimer ¢, a partir de l'estimateur gR1 ainsi obtenu,

et continuer le processus qui est analogue a (45) ol d, est remplacé par

C, et F, par F = &z/ﬁ° = |lgfl||§/ (52 2{1/)\i|ie 11}%, o eii: E étant les va-
leurs de o et E quand on remplace o° par s° et y 1 par g Si donc F
est plus petit que 4, la valeur limite de c est nulle, sinon, pulisque
la valeur initiale de c vaut 1 (on part de g ), la valeur limite de ¢
vaut 1/2 + (1/4 -~ 1/F)1/2 11 =

métrique unité § , F = (n - p) R /(p(l R )) , R désignant le coefficient

P ZlJ (ou ce qui est

. Notons que si M 11 , auquel cas D>‘ est la

de corrélation multiple de y par rapport a ZlJ

équivalent XlJ PR X;) ; dans ce cas, F est le F de Fisher-Snédé&cor
associé a la régression.
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La valeur de ¢ ainsi obtenue étant aléatoire, on ne peut rien di-
o

re des propriétés de l'estimateur raccourci ainsi obtenu, et la formule
(46) n'est plus valable.

Par contre, si D)‘ est la matrice unité, i.e. si l'on prend comme métr:l.queM

I
dans R ! 1la métrique M —V11 , et si 1'on pose G=R /(l-R )on peut mon-

trer (cf [31]) que siléz 3 et si 1l'on choisit c¢= (1 -a(G)/G) ou a(G) est
une fonction monotone non décroissante de G telle que O<a(G) <2 (p-2)/(CardJ-p'+ 2)
alors cg‘,1 a une erreur quadratique moyenne plus petite que gol.Si a(G)
est la fonction constante, on obtient l'estimateur de James et Stein et

on peut montrer (cf [23]) que E_, est minimum si a= (p-2)/(CardJ-p+ 2).

R
Si 1'on choisit %(G) =a si G>a, et a(G) =G si G< a on obtient 1'estima-
teur (1 -a/G)+ g‘,‘1
que E  pour O as<2(p-2)/(CardJ -p+2), estimateur qui est également

1

* dont l'erreur guadratique moyenne est plus petite

meilleur au sens de E que l'estimateur (1 -—-)

Remarques
1) Toutes les proprlétés précédentes, se transposent immédiatement 3 1l'es-

Iy
t1mateu§ raccourci cb 1, puisque F est invariant dans le passage dey 7,
I
g 1 B 1.
2) L'estimateur
I

I I
gl = oY, a0, vy un

réalise (cf [18] ) dans la classe des fonctions linéaires en y (g 1

Iy
fonction linéaire de yJ par l'intermédiaire de g ) le minimum de l'er-

I3 I I3 I
reur quadratique moyenne tensorielle E((g ~ -y ) @ (g -y T x.y et
02 étant inconnus, on peut rechercher un estimateur g 11 minimisant
Iyt - gI1 J"2 I

par s? ou par || y -g

2

et vérifiant (47) ol vy a été remplacé par g 1 y O

I

1o Z:EI I 2/(Card J - p). On obtient dans les deux cas
I

un estimateur raccourci cg°1 dont le paramétre c est aléatoire, et dont

les propriétés ont été étudiées par simulation sur plusieurs exemples par

Vinod (cf [33]). Vinod a é&galement étudié l'estimateur de James et Stein
ainsi que l'estimateur raccourci proposé par Farebrother (cf [18])et ob-
tenu en remplacant dans (47) yIl par gfl et 02 par 52.

Notons que de la méme fagon, l'estimateur b 1 obtenu en remplagant
dans (47) yIl par BI]‘, go1 par bfl et D)‘ par V11 minimise dans la clas-
se des estimateurs de BIl fonction linéaire de yJ E((bIl— BII)O (bIl-BI]))

3) Au lieu de raccourcir toutes les composantes de gI , on peut simple-
ment raccourcir g(g < p) des composantes de g , les q demiéres par exem-
ple, ce qui revient si I; désigne l'ensemble des composantes raccourcies
et I! = 1 I" a considérer 1'estimateur

1 1 I I L
1 I
g ! (9.~ , cg_ L
* (1 - % )t désigne la partie positive de 1- & g ; égale a 1- % st 1- ?—;est positif ou

mul (Z.e. 8T G 2 al), et a zéro sinon.

1_.J I7
**EncesensqueVuI7eRI,Vh -yoAJ
SV '

I I I I I
C(n Y Yl)-(gl—Yl)ﬁ(gl-Yz)]o(ul.lﬁurz)zo
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L'erreur quadratique moyenne associée s'écrivant :
"
E = 0 2{1/Ai|ie Y1+ e o? 2{1/xilie 1'-1} + (1-C)22{’Yi|ie I}

2pr v -ofa?

ol E; (resp E,) désigne l'erreur quadrathueImoyenne associée & g,
(resp. "gf 1) et o 2

le de R 1, on a des résultats analogues, en ce qui concerne la valeur op-

soit encore : E=E} + ¢ ,

1

le carré de la norme de g 1 pour la métrique usuel

timale de ¢, et l'estimation de cette valeur, & ceux donnés dans 1le cas
de 1l'estimateur raccourci : il suffit de raisonner sur les g composantes

de I"1 . En particulier si g23, si D"A*est la métrique unité et si
G" = R"z/(l —R ) ol R" désigne le coeff:.c:.ent de corrélat:l.on multmleI de
y par rapport aux variables {Z [ie Y }, g —b , (1 -a(G")/G") g, 1)

a une valeur de E plus petite que la valeur E, associée a g , pourvu que af.)

soit une fonction monotone non décroissante, comprise entre O et
2(g-2)/(CardJ-pt+2). Si a(G") est une constante a, la valeur minimale de k est
obtenue pour a= (gq-2)/(CardJ - p+ 2). On peut encore noter que l'esti-
mateur associé 3 ¢ = (1 —a/G")+, oll a est une constante comprise entreO et
2(g~-2)/(Card J-p+2) ,estimateur qui reviént a annuler toutes les composantes
de I" si G" est plus petit que a, est meilleur au sens de E que l'esti-
matedr associé a c¢ = 1 -a/G".
. I1 =1
! p—
4.6 L'estimateurn bonrné bB = (V11 + lel) Vi2

Cet estimateur déja rencontré au § 3.3 dans le cas de la régression
sous contraintes quadratiques, avec un param&tre k aléatoire, puisque dé-

pendant de yJ, alors qu'ici k est supposé fixé&,s'obtient en remplagant
dans (43) k par k (i.e. en remplagant D, par k 6§ , § désignant toujours

la matrice um.té) Remplagant ki par k dans (44), il est immédiat de voir
qu'au voisinage de k = 0 (i.e. de b, 1) , E est une fonction décroissante
de k et que pour k positif, il existe une valeur (et une seule), ko de k
rendant ce critére minimum, cette valeur &tant la racine positive de 1'é-

quation dE/dk = 253 (k(yHZ-0®) /00 +103|1e 1} = 0. k, &tant assez
difficile & calculer, on adopte souvent pour k la valeur k = po /||61||ﬁ !
k1 minimisant E si M11 = V11 , auquel cas on a l'estimateur raccourc1.

D'un point de vue pratique, de nombreuses solutions ont &té propo-

sées dans la littérature pour estimer k ou k1 , auquel cas, (44) n 'est
plus valable, k étant aléatoire. On peut par exemple pour estimer k u-

tiliser la valeur ps /Ilb L Fréconlsée par Farebrother (cf [181]) et ob-

I 2 2

tenue en remplagant dans l'expreSSLOn de kl'B par b et © par s , ou

encore utiliser un processus itératif de la forme : kt+1 =ps /llb 2 ol

bt1 désigne l'estimateur associé d la valeur kt de k 3 1° 1térat:|.on t,et
kt+1 la valeur de k & l'itération t+ 1. On peut aussi utiliser la valeur

2 11,2
ps/(l b, il

matiques du numérateur et du dénominateur de 1l'expression précédente é-
tant,dans le cas ol M,, = V,, ,respectivement &gales & p o2 et IFe 1II

On peut pour estimer k  rechercher un estimateur E de 1'erreur quadrathue

- p sz) préconisée par Mallows (cf [29]) les espérances mathé-

moyenne E, et rechercher empiriquement pour quelle valeur de k, E passe par
un minimum. Pour obtenir E, il suffit dﬁns (44) ol l'on fait ki =k de

* D")\ étant la restriction de D)‘ a R .
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. . 2
remplacer 02 par sz, et (Yl)zsoit par (gi‘)2 soit par (gf';)2 -s /Ai . Dans

ce dernier cas, on a un estimateur sans biais, mais qui peut ne pas pré-
senter de minimum pour k positif alors que dans le premier cas, il exis-

te une seule valeur positive de k rendant minimum E.

On peut au551 (cf [16]) choisir k de fagon é ce que
s 2/ + ATHs?) |1 e 1) soit egal a p,rl@hZ/ M+ Ah P |ie 1)
ayant une espérance mathémathue égale a p, sous les hypothéses bayés:l.en-
nes et de normalité faites au début du § 4. 4 la 101 marginale de g 11 étant
une 1loi normale centrée de matrice variance (D 1, D)‘ )G = (k “ls 4 D ) 02,5 é-
tant la matrice unité d'ordre p. Notons que cette fagon de falre vaut
également pour l'estimateur raccourci (cf § 4.5). si l'on remplace ki =
k par k = k)\i = ((1 -c)/c)A k et don¢ c¢ étant alors déterminés de
telle sorte que k):{)\ (g ) /((1+k) s )IJ_E I ] soit é&gal a p.

Une autre procedure ( la ridge trace) préconisée par Hoerl et Ken-
n%rd (cf [22]) pour estimer k est de visualiser les coefficients bBi de
byt
laquelle il y a stab:f.lisation de tous les coefficients bBl . Cette der-

en fonction de k, et de retenir la valeur minimale positive de k pour

niére procédure semble particuliérement intéressante d'un point de vue
I
pratique, puisqu'elle permet de voir 1l'évolution de bB1 avec k.

Signalons pour terminer une méthode suggérée par Vinod (cf [34 1)
pour déterminer une valeur de k , non aléatoire. Posant
i A, /()\ +k) , on recherche la valeur de k minimisant 1'indice
E{(r ;/T-1) 2lie I} = Z{(ri/r) lie1;} - p

désigne la moyenne emplr:l.que des r

x

R

ol
i®

Cet indice est nul si tous les Ai sont &gaux auquel cas V
Si de plus M11

Notons qu'en posant m=p-2{di|i= 1, p} =p-).'.{).i/(>\i+ki) li=1,p},

=M .
11 11
est la métrique unité, le systéme initial est orthogonal.

on peut dans le cas de l'estimateur borné généralisé b*l , effectuer u-
ne visualisation des coefficients bi‘ en fonction de m, et rechercher 1le

minimum de 1'indice précédent en fonction de m, m pouvant s'interpréter
J
I;°
4.7 L'estimateun de Marquardt et Les estimateurns dérivés
On suppose ici que 1l'on a une partition de I1 en deux sous ensem-

comme la diminution du rang du tableau X

bles I', et I" , et que ki est nul pour tout i de I' , tandis que k est

1 1
infini pour tout i de I"1 , ce gui rev:.ent, si l'on désigne par g, 1'es-
I Y
timateur associé de y 1, & poser gl1 = g:' pour 1ie I'1 et gb:' O pour

ie I“l.' Cet estimateur n'est rien d'autre que l'estimateur sur composan-

tes principales (cf § 2) obtenu en ne gardant que les composantes prin-
cipales associées & I'1 du tableau XIJ1 . Si I'1 correspond aux composan-
tes principales associées aux plus fortes valeurs propres, et M11 est la
x?stf:rg.%g?)l'xnité (Mll =8), on obtient 1l'estimateur proposé par Marguardt

. . I
Si EM désigne 1l'erreur quadratique moyenne associde & gM1 l'on dé-
duit de (41) et (44) que :
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_ 2 _oiv2 . "
Eo-EM—Z{(c/)\i (Y))|1eIl} (48)

g;:ll sera donc meilleur que gfl au sens de E, si cette quantité est posi-
tive ; une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est d'&liminer
toutes les composantes telles que Tiz = )\i(\(i)z'/c2 soit plus petit que 1.
Notons que si l'on estime ‘l'i2 par ti2 = Ai(gol )2/52, ti2 c
tre que le carré du t de Student associé 4 Y1 quand on teste 1'hypothese y't= 0,7y
étant le param@tre de décentrement associé i ti .

n'est rien dau-
2

D'un point de vue pratique, aprés avoir éliminé les composantes prin-
cipales associ&es aux plus faibles valeurs propres (cf § 2), on ne gar-

dera parmi les composantes restantes que les composantes liées a yJ i.e.
ayant des ti2 assez &levées, ce gqui revient & tester 1'hypoth&se que Yl
= 0, ou l'hypothése moins forte que ’l'iz n'est pas trop élevé, par exem-
ple qu'il est plus petit que 1. Les coefficients ki nuls ou infinis & -
tant alors aléatoires, les formules (44) et (48) ne sont plus valables.
Remarques :
. In I : Iy . .

1) L'estimateur bM de B associé a 9y ¢+ qui est l'estimateur que 1l'on

considére en pratique, si l'on veut raisonner sur les variables initia-
les s'écrit si U = (U1 , Uz) désigne la partition de U associée 3 I'1 et
I"l ’ U1 correspondant aux vecteurs propres gardés, et U2 aux vecteurs
propres é&€liminés
bl =b rron eI oyt LT g g pr Il
M ° 171 I, ° o ° 2 "2 Iy
2) supposons que I' = Ir] ; Marquardt a &galement proposé 1l'estimateur

1
obtenu en posant : k;=0sii eI k = kX P ky =« si iEI;-{I‘Fl};

17 %r+1 r+1
cet estimateur peut &tre appelé 1'estimateur fractionnaire de Marquardt. Le coef-

ficient k, ou ce qui est &quivalent le coefficient dr+1 =1/(1 +X) mini-

I3 1
o

misant E est tel que dr+1 = [(1/Tr+1)2+ 1]-1 (il suffit pour obtenir cet-
te valeur de considérer qu'on raccourcit un vecteur & une dimension gf+1,
et d'appliquer la formule donnée au § 4.5 pour le paramétre de raccour-
cissement c_).

On peut estimer cetté valeur de dr+1 par [(1/tr+1)2+ 1]-1 expres -
sion obtenue en remplagant 02 par s” et Yr+1 par g§+1 dans Ti+1 =
Ar+1(gf+1)2/02, et le cas &échéant réitérer la procédure d'estimation de
d . procédure qui converge vers O(k infini) si t2 est plus petit
r+l 2172 T 3 r+l '
que 4, et vers 1/2+ (1/4 -(1/tr+1) ) si tr+1 est plus grand ou é&gal a

3) Au lieu de considérer les composantes principales associées au tableau
X:I':J1 des variables explicatives, Webster, Gunst (?It Mason (cf [35])consi-=
dérent les composantes principales du tableau XI de toutes les varia-
bles, ce qui revient si RI est muni de sa métrique canonique & diagonaliser
V, dont la décomposition canonique s'écrit :

V=W Du w'
ol D dé&signe la matrice diagonale des valeurs propres My de V, et
W= {Wi ieI} la matrice des vecteurs propres correspondants.
Adoptant comme base de RI la base formée par les WIi , et désignant
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par al la coordonnée de la combinaison linéaire qu sur wIi(l <i< p+1),

on a @
Jg I g _ 1 J_ I I
y -b °x11— oXI—a ° WI o};I
_ I p+tl J I 1 J
=a °WI y + WI °x11
D'ol 1l'on déduit :
anwl;"l 1 }
I I (49)
b1=-aI°W1

S'il existe une valeur propre nulle, up+1 par exemple, les {Xflie Il}

étant supposés linéairement indépendants , yJ est dans le sous espace

engendré par ces vecteurs ; le coefficient ngi est alors différent de
zéro, et la solution de la régression est : = (l/wgii ;_-1 , soit
I

b ' = -(/wPh .

° p+1 p+l

Si toutes les valeurs propres ui sont différentes de 0O, la somme des

J 2 I,2 _ i,2)., .
IIIIN ety = T{uy(ah) |i e I} sera minimum

sous la contrainte x{a’ w§->+1| ieI} =1 si:

moindres carrés |l yJ -p 1 o X

= <wl WARY »t{(wl D% ulien (50)

Si on élimine les composantes i associées simultanément & une valeur propre
lli petite, et & un coefficient Wp 1 petit, i.e. les composantes tradui-
sant les relations entre les {X lieI,}, mais pas entre y et les

|1 eI }, on obtient en dés:.gnant par I' le sous ensemble de I asso-

Iy
cié aux composantes gardées un estimateur b donné par les formules(49)
et (50) ol I est remplacé par I'.

4) L'estimateur de Marquardt et l'estimateur &tudié dans la remarque pré-
cédente peuvent @tre considérés comme des estlmateurs sous contrainte

d'égalité puisqu ils rev1ennent a projeter y sur un sous espace de les-
pace engendré par les {X lieI }

I
Pour le premier estlmateur, on impose la contrainte B8 1 ° (T Uz) 1
= 0, tandis que pour le second on a, en posant I"=I-1', —{W lleI"} =
I I"
who,el = -87h D ety =0

4.8 Régression sous contraintes et néghessdion biaisie

Tous les estimateurs biaisés rencontrés dans ce § 4 : estimateur bor-
né généralisé et estimateurs dérivés, peuvent &tre consid&rés comme des
estimateurs sous contraintes, avec une différence importante néanmoins :
quand on obtient ces estimateurs en unposant des contraintes, les para-
métres k sont aléatoires, alors qu'a priori, pour l'estimateur borné gé-

néralisé, et les estimateurs dérivés, les k sont connus. Ainsi l'esti-
mateur bogné genérallsé peut @&tre obtenu en 1mposant a chaque composan-
te Y =b 1 o (T'U' ) de Y 1 d'étre comprise entre deux valeurs Zl et

:fixées. Si g_,_1 désigne l'estimateur sous contraintes associé, on a,
puisque ces contralntes (va l'orthogonallte du modéle associé & Y ])sont
11:1dependantes.: g+ = Zi si go < Z ; g+ = go (ki 0) si Z g° < Li ;

g];_ = Li si g';L > L ; notons qu'ici la valeur de k qui se déduit de
1'équation (Ai/(k. + k. )) g = gl; peut étre négatlve si Zl et Ll sont de
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méme signe, contrairement 3 ce qui se passe pour l'estimateur borné géné
ralisé.

On a également vu que l'estimateur borné était obtenu en imposant
la contrainte que la norme du vecteur de régression (pour la métrique
M 1) , ne soit pas trop élevée, et que comme cas particulier, on obtenait

pour M,, = Vll l'estimateur raccourci. De méme, si l'on neIrac courcit
(d'une fagon é&gale) qu'une partie I“1 des composantes de g 1, (cf §4.5,
Il °

remarque 3), cela re\IIIJ'..ent d borner la norme de g pour la métrique D“)\

induite par D)\ sur R 1, ce qui revient & borner la norme de b 1 pour
une certaine pseudo-métrique (cf [11]). L'estimateur fractionnaire de

Marquardt enfin(cf § 4.7,remarque 2) peut &tre obtenu en projetant yJ sur
le sous espace vectoriel correspondant aux composantes principales gar-
dées (y compris la composante raccourcie) et en imposant 3 la valeur de
la composante raccourcie d'étre bornée en valeur absolue.

I3

Signalons que si l'on projette (R étant muni de la métrique Vll)

bfl svixr un convexe fermé C coritenant B 1 (i.e. si on impose la contrain-
1
te, b

sur un convexe que 1l'estimateur b 1 correspondant a une erreur quadrati-

€ C), il découle immédiatement des propriétés de la projection

que moyenne (mesuré&e avec la métrique M=V e auquel cas D, = §)- plus
petite que celle associée a b . De méme, si l'on impose des contraintes

d'égalité, comme c'est le cas pour l'estimateur de Marquardt, ou l'esti-

I

mateur de Webster, Gunst et Mason, méme si B ne satisfait pas ces con-

traintes, on peut obtenir un estimateur b_‘_l meilleur au sens de 1l'erreur

I3

quadratique moyenne que b_~. Une condition suffisante pour qu'il en soit

ainsi, et ce quelle gque soit la métrique M11 de R 1, estIque le paramé-
tre de décentrement associé au test de 1'hypoth&se que B 1 vérifie les
contraintes d'égalité, soit plus petit que 1 (cf [4] et [32]).

4.9 Conclusion
Que penser des différents estimateurs biaisés présentés dans ce

§ 4 :

D'un point de vue pratique, l'estimateur raccourci, bien qu'ayant
donné lieu & de tré&s nombreux travaux, hous semble d'un intér&t restreint
puisqu'en fait, il ne modifie pas les_rapports entre les différentes com-

Iy

I
posantes de l'estimateur classique bo de B8 1, alors que ces rapports

peuvent ne pas avoir de sens si les variables explicatives sont trés cor-
rélées, et que l'on a des coefficients de régression peu stables car
trés sensibles aux fluctuations d'échantillonnage. L'estimateur borné gé-
néralisé séduisant dans son principe a le désavantage d'introduire p va-
leurs ki 8 estimer. Finalement ce sont l'estimateur borné et 1l'estima-

teur de Marquardt qui d'un point de vue nratique semblent les plus in-
téressants et les plus utilisés. Ces deux estimateurs proté&gent bien la
régression, comme on l'a déja dit plus haut (cf § 2) dans le cas ou l'on
a des variables explicatives trés corrélées. Notons que l'estimateur bor-
né est d'autant plus intéressant & utiliser que l'on a une connaissance
a priori de la régression. Par exemple, si pour avoir un sens, les coef-
ficients de régression doivent &tre compris entre deux limites, il peut
étre plus intéressant d'utiliser 1' estimateur borné, plutdt que d'impo-
ser les contraintes précédentes ; c'est en particuller le cas (cfl1]) si
l'estimateur des moindres carrés ne vérifie pas ces contraintes et s'il e~
Xiste une valeur positive de k (on choisira a priori 1la plus petite
telle que l'estimateur borné vérifie ces contraintes. On &vite ainsi
d'avoir plusieurs coefficients de régression atteignant leur valeur li-
mite, ce qui dans certains cas peut &tre difficile & interpréter.
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En ce qui concerne l'estimateur de Marquardt, nous préférons 1'uti-
liser, plutdt que 1l1l'estimateur de Webster, Gunst et Mason, ce dernier
revenant 3 faire l'analyse factorielle du tableau de toutes les varia-
bles, alors que le premier revient & faire l'analyse factorielle du ta-
bleau des variables explicatives (i.e. étudier la structure des varia-

bles explicatives) et & projeter yJ en supplémentaire sur les axes fac-
toriels, ce qui permet de visualiser la liaison de yJ avec ces variables.

Si 1'on n'est pas dans le cadre d'un modé&le, et si l'on a un échan-
tillon d'effectif assez élevé (CardJ > 100), on a souvent intéré&t, plu-
tét que d'utiliser la régression classique et les techniques de régres-
sion développées dans ce § 4, & faire la régression par l'analyse des cor-
respondances et la régression par boule, qui sont étudiées au § suivant.

Remarque
De nombreuses simulations ont été& effectuées pour étudier les esti-
I
mateurs biaisés de B 1. Nous nous contenterons de renvoyer le lecteur &

I
[16]) ol 57 estimateurs de B 1 sont comparés, et & [18 bislol l'on trou-
ve dans la bibliographie un certain nombre d'articles relatifs a ces si-
mulations.



