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METHODES DE REGRESSION

I. — La régression sous contraintes

[REGR. CONTR.]

par P. Cazes (*)

Introduction

On sait que la régression usuelle fournit parfois des résultats dé-
nués d'intérét, soit parce que les coefficients de régression sont trés
sensibles aux fluctuations d'échantillonnage, soit parce que ces coeffi-
cients ne sont pas interprétables (certains coefficients &tant par exem-
ple négatifs, alors que pour avoir un sens, ils doivent étre positifs).
On se trouve en particulier dans les cas précédents si certaines varia-
bles explicatives sont tré&s corrélées, ou si le nombre de ces variables
est grand (vis-a-vis du nombre d'observations).

Nous considérons ici pour les comparer un certain nombre de méthcdes
utilisées pour protéger la régression contre ces résultats fortuits et
mal interprétables ; apré&s quelques rappels sur la régression usuelle,et
ses limitations, nous détaillons les techniques de régression sous con=-
traintes et de régression biaisée (estimateur sous contraintes de posi-
tivité des coefficients de régression, estimateur borné (ridge) ot 1l'on
impose & la norme du vecteur de régression de ne pas étre trop é&élevée
etc). Nous montrons en particulier que la plupart des estimateurs biai-
sés rencontrés dans la littérature peuvent &tre considérés d'une part
comme des estimateurs sous contraintes, et d'autre part comme des cas
particuliers de l'estimateur borné (ridge) généralisé, ce dernier pou -
vant lui-méme &tre considéré&, (sous des hypothéses de normalité&) comme
un. estimateur bayésien.

Enfin, nous faisons des rappels sur quelques techniques de régres-
sion par l'analyse des données : régression par boule et régression par
l'analyse des correspondances.

Nous ne détaillerons pas ici les diverses applications que nous a-
vons traitées, nous contentant d'en é&numérer ci-dessous un certain nom-
bre, en renvoyant le lecteur aux publications correspondantes.

Nous avons commencé & appliquer la régression sous contrainte de po-
sitivité des coefficients de régression dans [5], pour tenter d'expli-
quer le taux d'un élé&ment trace dans une roche en fonction des taux des
différents éléments majeurs constitutifs de la roche, des coefficients de
régression négatifs n'ayant pas de sens d'un point de vue gé&ologique.Nous
avons ensuite (cf [6], [7]) appliqué les programmes congus pour la ré-
gression sous contrainte de positivité&, conjointement avec ceux congus pour la ré-
gression bornée et la régression sur variables entachées d'erreurs 3 un probléme phy-
sique qui sans &tre 3 strictement parler une régression est justiciable des mémes cal-
culs : 1'estimation (d'aprés un modéle) de la courbe gramulamétrique d'un aérosol ; les
trois tyves de contraintes ont donné des résultats voisins et interorétables, alors
que la régression usuelle ne fournissait que des résultats aberrants. Notons que dans
toutes ces régressions , l'on avait impos& 3 la somme des coefficients de ré&-
gression d'étre &gale 3 1, l'ensemble de ces coefficients pouvant &tre
considéré comme une distribution de probabilités.

(1) Maftre assistant, laboratoire de statistique ; Université P.& M.Curie
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Nous avons également (cf [ll)appliqué les trois types précédents de
programmes sous contraintes a@ un autre probléme d'estimation posé par
l'efficacité de photomultiplicateurs & dynodes. Il s'agissait encore
d'estimer des proportions (de somme inférieure ou égale 3 1). Seules la
régression bornée et la régression sur variables entachées d'erreurs ont
fourni des résultats physiquement acceptables, la régression usuelle four-
nissant des coefficients de régression négatifs, ou plus grands quel,et
la régression sous contrainte de positivité des coefficients de régres-
sion nuls, encadrant des coefficients positifs (zéros en milieu de spec-
tre), ce qui était incompatible avec le modéle physique, qui supposait
une certaine continuité des coefficients de régression. En fait, le mo-
déle précédent, établi par le physicien faisant cette &tude revient 3 es-
timer une courbe continue g(x) par un histogramme 3 7 ou 8 classes.Nous
avons dans un second temps repris cette &tude en cherchant une estima-
tion plus fine de g(x) 3 1'aide d'un histogramme de 30 3 50 classes. Pour
réaliser cette estimation, le nombre de variables explicatives étant é&-
levé (de 30 & 50), nous avons effectué l'analyse des correspondances du
tableau des variables explicatives (qui &tait en fait un tableau de lois
de probabilités) ; l'approximation obtenue en projetant la variable d ex-
pliquer en supplémentaire sur les 4 ou 5 premiers axes de cette analyse
permet d'estimer la courbe g(x) (cf [14]).

Nous avons encore (cf [15])utilisé la régression sous contrainte de
positivité afin d'expliquer le rendement y de la culture de la bettera-
ve en fonction d'un nombre assez important de variables. Outre cette ré-
gression sous contrainte de positivité des coefficients de régression
(influence positive des variables sur y), nous avons utilisé la régres-
sion pas 4 pas, et la régression sous contrainte de positivité surla va-
riable z = max y -y, max y désignant la valeur maximale de y sur 1'échan-
tillon &tudié, cette derniére analyse permettant de voir 1l'influence né-
gative des variables explicatives dans la reconstitution de y. L'ensem-
ble de ces méthodes a permis d'affiner les résultats obtenus avec la ré-
gression usuelle qui a bien slr &té faite.

Nous avons enfin (cf [12] et [13]) appliqué la régression par boule
et la régression par l'analyse des correspondances (aprés découpage en
classes des variables explicatives et a expliquer) pour essayer d'expli-
quer le taux de matiére organique (ou kérogéne) dans une roche en fonc-
tion d'un grand nombre de caractéristiques hétérogénes telles que le taux
de carbonate, la granulométrie, la couleur, etc.

Signalons pour terminer que l'on peut trouver d'autres exemples d'ap-
plication dans [19] , [22], [27], [34] en ce qui concerne la ré&gression
biaisée et la régression sous contraintes, et dans [3] en ce qui concer-
ne la régression par l'analyse des données.

Dans le présent cahier, aprés quelques rappels (§§ 1, 2), nous con-
sidérons en détail les méthodes de régression sous contraintes. Des ar-
ticles ultérieurs seront consacrés aux critéres bayésiens (§ 4) et aux
méthodes fondées sur 1l'analyse des correspondances (§ 5, accompagné d'un
article d'application). Une bibliographie détaillée (=?5 titres) paraitra
& la fin de la série.

1 Rappels sun La nréghession

Etant donné un espace euclidien RJ dont on désignera par N le pro-

duit scalaire définissant la norme, et p+ 1 vecteurs Xi,..” X;, X;+1 .
on cherche en régression a expliquer l'un de ces vecteurs en fonction li-
néaire des autres, de telle sorte que la norme de la différence entre ce
vecteur et son approximation soit minimale. Supposons pour fixer les i-
J

I2°'

dées que 1l'on veuille expliquer XJ que l'on notera aussi yJ ou X

p+l
I, désignant l'ensemble & un &lément : p+ 1. Posant I, = lJplx,

* la notation Inl] désigne l'ensemble des entiers 1, 2,..., n.
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- _ J _ J J J o _ J J
I=1I,vI,=1p+ll, XI"{X1'”Hﬂxpu}'x11 {xl,”.,xp},
on recherchera donc la combinaison linéaire

I
ny=b Lo XJI = Z{b x |1€I } * telle que y - nysoit de nor-
1

me minimale. La solution yy est donc la projection de yJ sur le sous
espace W, engendré par les {X |ie I }. Nous supposerons que les {XJi

|ie Il} sont linéairement lndépendants, cas auquel on peut toujours se
ramener, quitte & &liminer certains d'enti'e eux ; ces vecteurs forment
donc une base de W, qui est isomorphe & R 1, base que nous utiliserons.

1
Nous désignerons aussi par W le sous-espace de R‘:r engendré par W1 et y

(sous-espace qui est isomorphe & RI, si yJ n'est pas dans Wl) et par VII
ou plus simplement V la matrice des produits scalaires
{<X y XJ. | i, i'e IxI}, qui est la matrice associée & la métrique

i!
u pseudo métrlque** si y est dans W1 , auquel cas W et Wl sont confon-

dus) induite’ par NIsur W quand on repére W par les {XJ | ie I}
Posons b = (b 1,0), \oI— (-b 1,1) = 6p+1 bI (en li:ref b (res «pI)

est la fonction sur I dont la restriction a Il vaut b 1 (resp. -b ) tan
dis que sa restriction & l'ensemble & un &€lé&ment 12 vaut O (resp.l),$

p+1
étant la fonction nulle sur I, et &gale & 1 sur I, = {p+1}) ; on a a-
3 X

lors : yy° = bt , X7 = {pt xJi|ieI}, yJ - yy= on}f::r[=Z{~P1X:;_|isI}7

désignant par Hl le sous espace de RI engendré par les p premiers vec-

I

teurs 611 yeses O P de la base canonique de RI(i.e. vecteurs dont tou-

tes les composantes sont nulles, sauf une d'entre elles qui vaut 1) et

par H' le sous espace affin de H, et passant par st on est alors ra-

1 1 p+l ’
mené & chercher dans R muni de la métrique (ou pseudo métrique) V, la

combinaison linéaire wI de H' de norme minimale. La solution wf = 6;:'_1— b]:o

1

est donc la projection de l'origine sur H'

1’ tandis que bI° est la pro-

jection de 6; sur H

+1 1°
En découpant V en blocs suivant I1 et 12 :
I I
v v I (1)
v = 11 12 1
Va1 Vaa / 12

I
ol V]_1 désigne la métrique induite par N et X‘TI sur R 1 et AP le car-

ré de la norme de yJ, et en désignant par A AH' Aw les projecteurs

respectifs sur H1 ’ H'l et W1 y RI étant muni de la métrlque V et R de la

métrique N, on a, puisque d'aprés les hypoth&ses faites V,, est réguliére:

~

* Nous utilisons ici les notations temsorielles, avec des conventia? analogues 4
celles adoptées dans [IVote Lim.] TIT B n° 1. Ainsi l'éecriture yy =b oXJ S‘Lgnzfze
que ¥ Jed : yy']— z{p* X‘7 e I, }, formule que Z'on peut aussi écrire : ny-b X_‘%l,
yy (resp. X‘7 ) deszgnant la Jé e composante de yy (resp. XJ) tandis que X‘7 désigne
1'ensemble des {X']L |Ze II}‘

** 1.e. métrique pour laquelle la nullité de la norme d'un vecteur n'implique pas que
ce vectaur est nul.
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I _ I
boJ_AHIG?I I J I J

yyo=AW1 Yo =b° ° xI =bo °x11 (2)
I I

¢° _AH.I o

Il_ -1

bl =V V2

1 (3)

J _ I,2 _ - -
NyY = yy' g = e llg =V, = Vo, V] Vi
ol 1'indice o signifie que 1l'on a affaire & la solution de la régression
usuelle par opposition aux solutions que l'on obtiendra si l'on impose
des contraintes (cf § 3).

Suivant le cas, on raisonnera soit dans RJ, soit dans RI, ou soit
dans RIl.

On peut caractériser la qualité de 1l'ajustement obtenu en remplagant
yJ par ny par l'indice

2 _,J_ 3,2 J, 2
s = |y vy HN/ Iy HN

_ I, 2
= eIl g/v,, )
qui est l1l'indice que 1l'on minimise dans la régression, et dont la valeur
minimale SE , obtenue pour ny = yyi , n'est autre que le carré du sinus
entre yJ et yy{ .
Au lieu de considérer 82, on utilise aussi la quantité
R% = Nyyh2/uy712 = 1t v (5)
N N v/ T22

dont la valeur maximale Ri est obtenue pour ny = yji.

Notons que R{ n'est autre que le carré du cosinus entre yJ et yyi,
et 1'on a

=1-85, =Vy V3 Vi1 V52

/
£ N

€06 olg, =R°,./wn/o(;=5o

2 2 -1 -1
(-]

b

1

(]

Il revient donc au méme de minimiser 82 que de maximiser Rz. L' in-

térét d'utiliser 52 plutdt gque R2 réside dans le fait que si 1l'on impo-
se des contraintes la relation

R2 + 82 =1 (6)
n'est plus en général vérifiée, et que dans ce cas, on ne cherche pas &
maximiser Rz, mais & minimiser 82

Remarques
1) Dans le cas oll 1'on a un modéle, si E(yJ)et Var(yJ) désignent res-

sous les contraintes imposées.

pectivement 1l'espérance mathématique et la variance de yJ, on pose :
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I
6t, xJ
I 2 1 (7
var (y ) [+ I'o I

r, étant une matrice définie positive connue, 02 et B 1

- I
Dans ce cas, on adopte pour métrique la métrique N = I‘ol ; b‘,1

E (yJ)

étant inconnus.
ainsi que
ny° sont alors des estimateurs sans biais, de dispersion minimale par-
mi les estimateurs fonctions lin€aires de yJ, (théoréme de Gauss-Markov)
de B 1 et E(yJ) , tandis que s =il yJ _nyo ] 2/ (Card J -~ p) est yn estima-
teur sans biais de ¢“. Dans ce cas, la matrice variance de b 1 s'écrit :

-1 2
11 © (8)

2) Dans le cas de la régression usuelle, J est un &chantillon d'in-
dividus affecté&s de poids Pj =1/Card J ; on prend alors pour métrique N

I
Var b =V

la métrique des poids qui n'est autre ici au facteur 1/CardJ prés gque
la métrique usuelle de RJ. On supposera de plus que le tableau xJ est
centré (Z{p x |3 €3} =0). Dans ce cas R2 n'est autre que le carré du
coefficient de corrélation multiple de y par rapport aux {x lie I 1.
Si les p. ne sont pas tous égaux, on a affaire a la régress:.on pon-

dérée oll N est toujours la métrique des poids de matrice la matrice dia

.&me

gonale de 3j terme diagonal p..

Ssi y est gaussien, il suffit de raisonner conditionnellement aux
{XJ. liel 1} pour retrouver le modéle (7).

3) Si 1l'on désire expliquer g variables xJ reoey XJ en fonction
ptl p+

des {xi liel } en effectuant g régressions, la premiére formule (3) est

encore valable ; il suffit de poser I, = {p+1,..., p+ql,
= J _ J J . i
I= I,UI,,X; —{x |1ie I, 1, I (xI1 , x12) , et d'effectuer la parti:
tion (1) de V qu.vant :IZ1 et 12 . Si bI; ° X‘]J::l désigne l'approximation de
x‘; , on a donc :
2 bl = vilv
Iy 11 Y12

4) Au lieu de rechercher dans RI la combinaison linéaire WI de nor-

me minimale pour V, sous la condition que la derniére composante ‘pp+1 de

wI soit é&gale a 1, on peut rechercher la combinaison liné&aire wIminimi-

sant toujours P II mais sous la condition de normalisation ||\01||2 = ’

M désignant une métr:.que donnée de RI. La solution lP est fournie par le

vecteur propre normé (pour M) associé 3 la plus petite valeur propre de

M-lv. Dans ce cas ol toutes les variables jouent un rdle symétrique , on

parle de moindres carrés orthogonaux.

2 Limitations de Ra néqression

Les résultats fournis par la régression peuvent dans certains cas
&tre illusoires, car trés sensibles aux fluctuations d'échantillonnage,
ou méme non interprétables. C'est en particulier le cas si le nombre p
des variables explicatives est relativement &levé vis-a-vis de la dimen-
sion CardJ de 1‘'échantillon sur lequel on travaille , ou si les varia-
bles explicatives sont trés corrélées, en sorte que la régression excel-
lente sur l'échantillon particulier traité& peut ne rien valoir pour des
cas nouveaux ; ou encore si le programme fournit des coefficients quel-
conques, alors que pour avoir un sens, les coefficients de régression




152 P. CAZES

bl, ou les quantités ny approximations des yJ doivent &tre compris
entre deux bornes, par exemple &tre positifs, ou compris entre O et 1,
cas fréquents en pratique.

Reprenons chacun des points précédents :

Supposons donc qu'’on ait un grand nombre de variables explicatives ;
prenons pour fixer les idées, le cas limite ol p = CardJ. Dans ce cas,
les {xi_
coefficients de régression b’ ne sont autres que les coordonnees de y

sur cette base. On a donc une reconstitution parfaite de y (yy° = yJ ;

Ri = 1), et ceci quel gue soit la nature de la dépendance de la varia-

|i = 1, p} forment, sauf cas particulier une base de RJ,etles

ble & expliquer y avec les variables explicatives {x.|i = 1, p}; la re-
constitution de y est donc illusoire, et 1l'on congoit qu'il en soxt en-
core de méme, si le nombre de variables explicatives p, tout en é&tant
plus petit gue CardJ., est voisin de ce nombre.

Supposons maintenant gque les variables explicatives sont trés cor-
rélées, auquel cas la matrice V11 est pseudo-singuliére, et donc les co-

efficients de régression donnés par (3) vont avoir des valeurs é&levées ;
de plus si on est dans le cas d'un modéle, la variance de certainsde ces
coefficients va également d'aprés (8) étre &levée. Dans ces conditions

pour expllquer une valeur yJ de y on a une reconstitution yy:j somne d'ef-

fets bt XJ grands en valeur absolue et se retranchant ; on obtient ain-

si une zeconstltutmn illusoire de yj On peut noter que 1'augmentation du nom-

bre de variables explicatives peut conduire & l'obtention de variables
trés corrélées (sur l'échantillon J sur lequel on travaille).

Pour protéger la régression contre ces résultats sans grande signi-
fication, on peut utiliser des techniques de sélection de variables,des
techniques de régression orthogonale, ou un compromis entre ces deux ty-
pes de techniques.

Du point de vue sélection de variables, la technique la plus inté&-
ressante nous semble &tre 1l'introduction ascendante des variables, qui
est une technique de pas & pas : au pas 1, on introduit la variable ex-
plicative la plus corrélée § y ; soit xil cette variable ; au pas 2, on

choisit parmi les variables restantes, la variable Xy telle que le carré
R2 du coefficient de corrélation multiple de y par rapport a (x.l ,xi)
soit maximum ; de fagon générale, ayant sélectionné x, AR Xip-1r ©ON
introduit au pas h la variable Xy telle que le carré du coefficient de
corrélation multiple de y par rapport a Xi oveer Xp g0 Xy soit2maxi-
mum. On arréte la procédure quand 1l'augmentation du coefficient R™ quand

on passe d'un pas au pas suivant n'est pas significative, ce qui revient
4 tester & l'aide du t de Student usuel que le coefficient de régres-
sion associé & la variable introduite n'est pas significativement dif-
férent de zéro.

Cette technique a &té améliorée par Effroymson (cf [171]1), qui & cha-
que pas remet & l'épreuve les variables déja introduites ; 1'on peut ain-
si dans cette méthode de pas & pas (step—wise) €liminer une variable dé&ja in-
troduite & un pas précédent. On doit noter toutefois que mé&me avec cet-
te technique améliorée on n'obtient pas en général en gardant r varia-

bles, la meilleure régression (au sens du critére Rz), correspondant a
ce nombre r.

De plus, au lieu de baser le critére d'arrét sur le coefficient R2,
on peut songer 3 utiliser la méthode de 1l'échantillon de base et é&chan-
tillon d'épreuve, méthode tré&s générale et qui vaut, quel que soit le
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type de régression effectuée : régression usuelle, pas & pas, sous con-
trainte, etc... . Rappelons-en le principe, avant de voir son applica-
tion comme critére d'arrét d'une régression pas d pas. On divise 1l'@chamnr
tillon initial J en deux parties J1 et J2 , (Card J1 + Card J2 = Card J ,
Card J2 étant de l1l'ordre de 10 3 20% de CardJ , les éléments de J2 étant
tirés au hasard dans J) ; on effectue la régression sur J1 dit & chan-

tillon de base, d'oll un coefficient R, , puis on applique la formule de

1
régression ainsi trouvée sur J2 dit échantillon d'épreuve, d'oll un coef-
ficient R22 , carré de la corrélation (mesurée sur J2) entre y et son ap-
proximation. Si R2 est de l'ordre de Rl ,on a une formule de régression

qui peut permettre de faire de la prévision (i.e. prévoir la valeur dey
pour un cas nouveau connaissant pour ce cas la valeur des variables ex-

plicatives, la précision de la prévision étant fournie par R1 ou R2 qui

sont du méme ordre de grandeurx). Si R2 est trés inférieur & R1 ,l1a formu-
le de régression trouvée n'est valable que sur 1l'échantillon J1 (i.e. sur
1'échantillon sur lequel elle a &té& établie), et non pour un cas nouveau.

En ce qui concerne la régression pas 3 pas,on effectuera la régres-

sion sur Jl et l'on portera sur un graphique en fonction du pas (ou du

nombre de variables conservées) R1 et R2 H
re quand R2 n'augmentera plus ; notons que cette procédure est trés uti-

et l'on arrétera la procédu-

lisée en analyse discriminante pas 3 pas, le coefficient R é&tant rem-
placé par le crit@re des bien classés.

Du point de vue de la régression orthogonale, qui revient & faire de la régres-
sion sur des variables explicatives non corrélées, on peut faire 1l'ana-

lyse factorielle du tableau Xil

composantes principales ou analyse factorielle des correspondances) en

des variables explicatives (analyse en

me ttant yJ en supplémentaire et prendre comme nouvelles variables les
facteurs issus de cette analyse (cf §5.2.1). On sélectionne alors 1les
facteurs associés aux plus grandes valeurs propres, et parmi ces fac-
teurs on ne retient que les plus corrélés & y. Notons gu'ainsi on ris-
que d'éliminer un facteur tré&s corrélé a y, mais associé a une valeur
propre faible ; un tel facteur n'a souvent qu'un pouvoir explicatif for-
tuit dans la mesure oii, étant associé& & une faible valeur propre, il est
trés sensible aux fluctuations d'échantillonnage ; il est donc normal de
ne pas en tenir compte. Mais si l'on veut que la détermination méme des
facteurs soit en rapport avec le pouvoir explicatif de ceux-ci, on pour-
ra analyser un tableau de Burt croisant les modalités de la variable &
expliquer' avec celles des variables explicatives ; ce qui est une sorte da-
nalyse canonique particuliére cf fin de ce §.

Si 1l'on veut interpréter les coefficients de régression, et si les
facteurs représentent des entités complexes, ce qui peut &tre le cas en
particulier des facteurs de rang supérieur 3 deux ou trois, facteurs qui
peuvent représenter un pourcentage d'inertie non négligeable et qui peu-
vent donc &tre sélectionnés, s'ils sont assez corrélés & y, il semble pré-
férable au lieu de faire la régression sur facteurs, de faire la régres-—
sion sur des variables sélectionnées d'une part en fonction de leur cor-
rélation avec y, et d'autre part de leur position et de la qualité de
leur représentation dans le sous espace des premiers axes factoriels.
C'est cette derni&re méthode, synth@se en quelque sorte des techniques
précédentes ; analyse factorielle plus sélection de variables & partir de
cette analyse, méthode qui a l'avantage de faire voir la structure des
variables explicatives, qui nous semble du point de vue pratique la plus
intéressante.

Si 1'on a un modé&le, et que 1l'on veuille garder toutes les variables
du modé&le, les méthodes de protection précédentes ne peuvent pas s'appliquer
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Pour protéger la régression, on peut faire de la régression biaisée
{cf § 4) ou imposer des contraintes (cf § 3).

Le fait d'imposer des contraintes est &galement requis dans certains
cas, si l'on veut pouvoir interpréter les résultats de la régression :
si par exemple-comme on 1'a dit au début de ce paragraphe, pour avoir un
sens les coefficients de régression doivent &tre compris entre deux bor-
nes, ou si yJ varie entre deux bornes, auquel cas son approximation yy:j
devra &tre entre ces mémes bornesypour avoir un résultat sens&, on ra-

. : . s J J
joutera ces contraintes, i.e. on minimisera la norme de y - yy sous
les contraintes précédentes, ce qui revient 3 tenir compte des informa-
tions a przori dont on dispose pour effectuer la régression.

Signalons pour terminer ce paragraphe que quand on a un mélange hé-
térogéne de variables explicatives : quantitatives, semi-quantitatives,
qualitatives, on ne peut, sauf cas particulier comme 1l'analyse de cova-
riance, appliquer les techniques de régression usuelle. Dans Ce Cas on
mogénéisera le probléme en rendant toutes les variables, y compris la(ou
les) variable i expliquer, qualitatives, par découpage en classes des
variables quantitatives, et en faisant l'analyse des correspondances du
tableau de contingence croisant 1l'ensemble des modalités (ou des clas-
ses) de la (ou des) variable & expliquer avec l'ensemble des modalités
de toutes les variables explicatives, analyse olQ l'on ajoutera en sup-
plémentaire les individus caractérisés par les variables explicatives (cf
§ 5.2.2). On pourra alors sur les facteurs ainsi obtenus sur les indi-
vidus, effectuer soit une régression usuelle, soit une régression par
boule (i.e. une régression ol -la valeur de y en un point M de l'espace
des variables explicatives, ici l'espace des premiers facteurs, est es-
timée par la moyenne des valeurs de y pour les points situés dans un voi-
sinage de M (cf § 5.1)_). On peut noter que la méthode précédente qui de
par sa conception, protége la régression contre des résultats fortuits,
s'applique é&galement si y est qualitatif ; dans ce cas on pourra effec-
tuer sur les facteurs calculés sur les individus soit une analyse dis-
criminante usuelle, soit une analyse discriminante par voisinage.

3 Régressions sous conthaintes
3.1 Générnalitiés

On recherche ici, avec les notations du § 1 que l'on o'onserve, le point

Jg _ . In J I J
vy’ =b 9X11=bcxI 1
le plus proche de yJ, RJ étant toujours muni de la métrique N, mais 1'on

de l'espace W, engendré par les (X | ielI },

impose des contraintes aux coefficients de régression {btlie Il}’ ce qui

revi%nt 5 restreindre le domaine oil b ! varie i une partie C de 1l'espa-
ce R 1 H - T
bl e c er?

et donc le domalne ou yy varle a une partle D de W

I
vy ep=1{27=p"1, —z{b X; 1151}|b1

kS|

ec}cw1

' I
(C désignant le sous ensemble de R ot doit se trouver b 1 pour que les
contraintes soient vérifiges =*) :
I3 J I J
La solution que 1'on notera yy+ = b+ ° XI1 = b+ ° XI est donc la

projection de y sur D.

Nous supposerons que cette projection est unique, ce qui est en par-
ticulier réalisé dans le cas tré&s fréquent en pratique ol C (et donc D)
est un convexe fermé.

Compte tenu de la relation :

I I I I » I
L R TP =t N T W S e TR AN o b )

%-On suppose que les contraintes ne sont pas incompatibles, i.e. que C est non v-z,de.
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ks
1'on déduit que yy+ (resp. b ) est la projection de yy (resp. bol) sur

D (resp. C), R J (resp. RI ) étant muni de la métrique N (resp. Vn).

Si la solut:Lon b de la régression classique vérifie les contrain-

I
tes, i.e. si b € C, b+1

tion de b° (resp. y ou yy, ) sur la frontiére de C (resp. D).

I
= b 1 , sinon b+1 (resp. yyf) est la projec-

On caractérisera la qualité de 1l'ajustement obtenu en approchant yJ
par yy;_:r d 1l'aide du critére S2 (cf (4)) dont la valeur Sf_ pour ny=yyi
est bien slr supérieure ou &gale 3§ la valeur Sf obtenue dans la régres-

sion sans contrainte . Si l'origine appartient &8 C, S 2

+ est plus pe-

tit que 1. Si 1l'on considé&re la valeur R.'_2 du critére R2 (cf(5) vpour
ny = yy;‘.r , on a en général R+2 +S+2 # 1 (i.e. la relation(6) n'est pas

vérifiée) sauf dans le cas ol C est délimité par des sous espaces vecto-
riels, ce qui correspond & des contraintes linéaires d'égalité ou d'iné-
galit§, .

I I3 I I3 I I 1 I _
Remarque : Posant b~ = (b ~,0), ¢v= = (-b ’ 1)=<Sp_'_1 - b, ~p+=6p+1 b
la relation (9) s'écrit encore :
ne™n = nelny + 1ot - oI
\Y oy }
(10)
_p I 2 I
= el +up® - phi2

I

I I
Posant : C; = {b' =(b'!, 0)[b 'e clc H < R
SRS SUERPS SR S .
q =1{z" = p+ b |[b eGle Hj < R
1'on déduit de (10) que b qui est la projection de 6;_”_ sur Cl,estaus-

I

si la projection de b sur C1 , tandis que ‘P+I qui est la projection de
1'origine sur C'1 est aussi la projection de on sur C'1 ’ RI étant toujours
muni de la métrique V.

3.2 Etude du cas particulien ol L'on impose des contraintes Linéainrnes
d'inégalite.
3.2.1 Cas génénrakl
Nous n'étudierons pas le cas ou l'on impose des contraintes linéai-
res d'égalité, puisque cela revient & faire une projection sur un sous

espace vectoriel (ou affin) et qu'en incorporant ce type de contrainte
directement dans le modéle &tudié&, on revient & la régression usuelle.

Supposons donc qu'on ait des contraintes linéaires d'inégalité&,con-
traintes qui peuvent toujours se mettre sous la forme :

I
¥aeA :b ', F¢ < (11)
I
ou de fagon condensée : I A
b1, Fr < & (12)
A, l:"A et GA étant connus.

I I I
L'ensemble C de R 1 od doit se trouver b 1 pour que les contraintes
soient vérifiées est donc un poly&dre convexe fermé, délimité par les sous

I I s
espaces affins b 1 ° F® =¢%. La forme ,Llinéaire b+1 minimisant

I
y” - 1 ° x‘%lllfI est alors telle que
A A
LIl Pl = g™ (13)
I 1
1 A2 A2
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ol (Al . A2) constitue une partition de A fonction de yJ, partition oii Al
ou A2 peuvent &tre l'ensemble vide.

I
En d'autres termes, si la solution b 1 de la régression classiqug
I
vérifie les contraintes (12), i.e. si b o appartient a C, b+1 est &gal a b1
I
et A1 est l'ensemble vide ; sinon b 1

b, 1 sur la frontiére de C appart:l.ent a8 l'une des faces de C, face carac-

etant la projection (pour V ) de

térisée par le sous ensemble A, de A pour lequel les inégalités sont rem-

1

placées par des égalités. Notons qu'une fois que A. est connu, pour dé-

1
terminer b h , i1 suffit de pro;et%r y sur le sous espace W' de W1 , engendré par

les comb:ma:.sons linéaires b 1 OAXJ

1

I, satisfaisant (13), ce sous espace
étant un sous espace affin si G est différent de zéro. Dans le cas oll
A
G

projection sur un sous espace vectoriel ( ¥ A

est nul, la solution de la régression sous contrainte étant obtenue par
A

1 <A, G 1=0), la relation

(6) reste valable.

3.2.2 Etude du cas ol L'on impose aux coefficients de régression d'étre

POALELLS .

Ce cas trés fréquent en pratique revient & particulariser les con-

. _ A_ A _ _ I 1 ' Cm e
traintes (12) en prenant A= I1 , G o, E‘Il 511 ’ 511 étant l'applica

tion identité de R 1 dans lui-mé&me. Il présente un grand inté&rét quand
on a affaire & une régression entre variables positives ; en effet, im-
poser aux coefficients de régre551on d'étre positifs implique une re-

constitution ny de chaque valeur yJ de y par une somme de termes posi-

tifs, et évite donc une reconstitution illusoire de yJ par une suite de
termes de signes différents e1]:: se compensant.

1
b

Pour minimiser Q = lIyJ ° XIJ1II§ qui est une fonction du second

degré des coefficients de régression b , en imposant 3 ces coefficients
d'étre positifs, on peut appliquer des méthodes de programmation quadra-
tique, comme la méthode du gradient ou des méthodes dérivées comme 1la
méthode de D'Esopo ; dans cette dernidre méthode, au lieu de choisir la
direction de déplacement suivant le gradient, on se déplace successive-
ment, pour minimiser Q en respectant les contraintes, suivant les axes

I ’
de coordonnées de R 1 ; c'est cette derniére méthode que nous avons pro-
grammée, car elle a 1l'intérét pratique d'@tre relativement rapide.

I

Comme 1l'on sait que b_‘_;l est soit é&gal & bo , si tous les coefficients

de la régression classique som]'z positifs, soit appartient EIune face de
C qui est le cOne positif de R 1, il suffit pour calculer b+1 de déter-
miner la face & laquelle il appartient, i.e. le sous ensemble A1 de I1
pour lequel les coefficients de régression sont nuls, ou ce qui revient
au méme le sous ensemble A2 = I1 —Al sur lequel porte effectivement la
régression. En ce sens, on peut dire que la régression sous contraintes
de positivité des coefficients de régre551on est une technique de s&lec-
tion de variables ; d'ol 1'idée d'employer un algorithme d'‘introduction
progressive des variables, avec le cas échéant élimination de variables

I
déja rentrées pour trouver la solution b+1 , i.e. le sous ensemble Ay

qui peut &tre l'ensemble I. tout entier, ou 1l'ensemble vide. L'avantage

1
de cette fagon d'opérer réside dans le fait qu'en un nombre fini de pas,
on a la solution exacte obtenue par projection de yJ sur la face engen-

drée par les {X |1ie A }, alors que dans les méthodes itératives de
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programmation quadratique é&voquée plus haut , on sait qu'elles conver-
gent, quand le nombre d'itérations tend vers 1l'infini, mais la conver-
gence peut &tre lente, et de plus la solution obtenue est une solution
approchée.

Nous décrivons au paragraphe suivant 1l'algorithme dont nous venons
de parler, et que nous empruntons & Lawson et Hanson (cf [24]).

3.2.3 ALgonithme
I I
1)PoserA1=Il;A2=¢;b =0
2) Calculer GR = < J—bI1 xJ xJ>
I, - %Y ° %1, ¢ 1N

3) SiA, =@ ousiGR, <O, ¥ ieA aller en 12); sinon alleren 4

1 i 1
4) Sé-lectionner un indice te A tel que : GR, = max{GRi|i € Al}
5) Faire passer t de 1'\.1 a A2
6) Faire la régressio%lclasszj\.clgue g;r xiz ; soit CAZ le vecteur de ré-
gression obtenu ; poser c = (0 ", ¢ %)
7) si ciz 0, ¥ ieA2 , poser bI1 = cI1 et aller en 2); sinon aller en 8)

8) SElectionner l'indice ge A teq. que :
pY/(6%- %) = min{bY/e’ -c?) I <0, jea,)
9) Poser a = bq/(bq - cq)

1 1 1

1 I I, I
10) Poser b = b + a(c " =-b 7)

11) Faire passer de A2 a Al tous les indice ice A2 pour lesquels
= 0% ; aller en 6)

I
1 est la solution cherchée.

pi
12) Fin ; b

3.2.4 Commentaine de L'algorithme I
Dans tout le déroulement du programme, les coefficients de b 1 sont

toujours positifs ou nuls, et en fin de programme b 1 est la solution
cherchée. L'ensemble A2 corresvond aux variables qui sont dans la ré-

gression, et l'ensemble A, aux variables qui n'y sont pas.

1
(]?n part du cas oll 1'on n'a aucune variable dans la régression et donc
1
oi b " =0.

GRI n'est rien d'aut{e au coefficient 1/2 prés que le gradient de

1 .
la quantité Q=-|| YJ - p! ° X]‘:J II; que l'on cherche i maximiser, puis-
qu'on veut minimiser Q. I 1 A 3
Aux étapes 1, 2, 3, b 1 ° XJ =b 2 ° XA est la projection de yJ

I
2
sur le sous espace engendré pagp 1les {XJ.'_I |i € A2} ; i1 en résulte puis-

1

que tous les coefficients de b sont positifs ou nuls (positifs sur A2,

nuls sur Al) que si 1-\2 = I1 ,i.e. A, = @4, on a obtenu la solution qui

1
est dans ce cas identique & la solution sans contrainte. De méme si GRi

est négatif pour tout i appartenant a Al , Oon a obtenu un point station-
naire, qui est donc la solution. Notons que GRi est nul (au pas 2), par

construction pour tout i appartenant & Ay puisque la varia}I::le associée
iiJ étant dans la régression, elle est orthogonale & yJ -b 1 ° X]'ET .

* En particulier, ayant =0 par congtruction, et qe Az , on fait passer qde A12 dAJ.
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L'igdice t gue l'on introduit dans la régression étant tel que
<yJ - b 1 ° Xé’, X§-> = GRt est positif, le coefficient ct obtenu dans
la régression é l'étape 6 quand on vient de 1l'étape 5 est positif (cf

supra) .

Dans la boucle partant de l'instruction 6 et allant jusqu'd l'ins-
truction 11 , on élimine de la régression les variables préc&demment ren-
trées, et qui du fait de 1l'introduction de x:' ont des coefficients de
régre551on négatifs. Notons gque lorsqu'on sort de cette boucle pour re-
venir en 2), i.e. quand les variables rentrées dans la régression ont
tous leurs coefficients positifs, la variable x:' rentrée 3 1'étape 5
n'a pas &té é&liminée, et se trouve donc dans la régression alors qu'el-
le n'y éta%t pas ; de plus lorsque l'on revient & 1l'étape 2, la quanti-
ey’ - bt o x70?
qu'elle avait prise lors du précédent passage en 2) ce qui assure la con-
vergence de l'algorithme. -

que l'on minimise est plus petite que la valeur

Pour démontrer les résultats_précédents concernant la boucle 6 - 11,
désignons p§§ bIl la valeur de b L 4 l'entrée de cette bougle (i.e. 1la

4 l1l'étape 2), par br+1 et cr1 la valeur de b ! et de ¢ ;5
éme tour de cette boucle. Nous noterons &galement par Q(b 5

. ; J I J, 2 .
la quantité critére lly" - b o x11“ que l'on mlnlmls%.
1

Si 1'on so§t de la boucle pour r = 1, on a b21 =c; et donc Q(b2 )
= Q(cll) < Q(bll), puisque pour b21 og a une variable de plus (la vari-
1

valeur de b
l'issue du r

able t) dans la régression que pour b1
Si 1l'on sort pour r 2 2, on a chaque fois que l'on passe en 10) :

T BT | I, 2_
Q(er) = Iy” - by e Xp 5= .
I
Slaty’ - et o xP)+ 1-w T -b o xTN?
I 32 3 L1 Y32
J
<aly” - c, o X11" + (1l-a)lly =b." XIIH

I

Iy
o Q(cr ) + (1 -a) Q(br )

A

I
o b
La premiére inégalité est l'inég?lité de convexité, tandis que la

seconde résulte du calcul méme de c. 1 gqui minimise Q, pour le sous en-

semble de variables ayant un coefficient non nul pour b 1.

Enfin, 51 1l'on sort de la boucle au séme

° tour on a , d'aprés 7)
(b 1

- 1 b
1) =aeh < o
1'inégalité ayant lieu pour la méme raison que précédemment.

On a donc dans tous les cas
Q(bs+1) < Q(b

ce qui implique que la varlable t auwn coefflclent de régression bs+1

strictement positif, i.e. se trouve pour b dans la régression, sinon

+1
on aurait l'inégalité inverse puisque 1'ensemble A2 des variables ren-

trant dans %a régression et associé a bl1 contiendrait l'ensemble A,
1

associé a bs+]
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Il nous reste maintenant & montrer que pour r = 1, le coefficient c§
est positif, i.e. que l'on ne risque pas de ressortir de la boucle avec
le méme sous ensemble A2 qu'en 2), avant l'adjonction de t. On a donc le

résultat suivant a montrer :

. an = _ A2 J o J, Jg_,R2 g3 _J__
Si GRt =< y b ° x ") xt 3 0, avec <y b1 xA2 ,xi > =0
¥ ie A2 , ceci traduisant que b12 ° X;; est la régression de yJ- par
rapport a x‘g , le coefficient ct de X:- dans la régression de prar rap-

port aux {x |ie A2 ut = Ai} est strictement positif.

Le réiultat découle immédiatement du lemme suivant ol l'on a posé
J_ _Wha2 L a
z -—y b1 ° A2
leur du coefficient relatif & la variable t.

, ce qui ne change pas dans la régression sur AE la va-

Lemme : Si z” est orthogonal aux variables {x | ien, }

J J

et si <z, Xt > = GR 3 0, alors le coeff1c1ent ct de régression de X J

t
dans la régression de zJ sur les variables {X [ eA2 ut}l est stricte-
ment positif.

Démonstration :

Y] J t ,J . J .
Soit b ° XA2 + c xt la régression de z- sur les variables de
A,ut. On a :
2 A A
2 J t o, Jy2_ 2 J t o J J
b ° XA2 + c Xt" =<Db ° XA2 + c Xt , z°>
= ct GRt
t

est positif ~u nul, ct

d'oll 1'on déduit puisque GRt est positif que c
J

ne pouvant pas en fait &tre nul, car s'il 1'é&tait, la rég on de z
sur l'ensemble Azu t se réduirait a 0, et donc zJ serait orthogonalé.%i
auquel cas GRt serait nul contrairement & 1'hypothé&se.

Remarques :
1) On peut débuter l'algorithme avec un sous ensemble A2 non vide ,

3 condition que tous les coefficients de la régression de yJ sur x;'
soient positifs ou nuls. 2

2) On peut avant d'introduire la variable t & 1'étape n° 4 tester

J

que xJ n'est pas combinaison linéaire des {Xf]ie AZ}' i X est trop

t
proche du sous espace vectoriel engendré par les {Xf} ie Az}, on sélec -

tionnera la variable t'e Al—{t} telle que GR,, soit maximum; si ce maxi-

tl
mum est négatif, on arré&tera l'algorithme, sinon on introduira t' dans
A2 si elle n'est pas trop corrélée a X;;. Si t' est trop corrélée a X;;,

on recherchera t" € Al-{t,t'}, telle que GRt" soit maximum, et on conti-

nuera le processus comme pour t'.

3.2.5 Comparaison de L'algorithme précédent avec POSIC.

Pour juger de la rapidité de 1l'algorithme précédent, surnommé NNLS
(Non Negative Least Square) par Lawson et Hanson, dont nous avons repris
le paquet de cartes, nous l'avons comparé a l'algorithme que nous avons
programmé, et dont une premi@re version se trouve dans [5]. Dans notre al-
gorithme appelé POSIC (ou POSI2)-nous adoptons la démarche suivante :
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1) Calcul de la matrice V des produits scalaires entre les {xfli eI}
(cf § 1).

2) Régression usuelle sur Il et sélection du sous ensemble I'1 de I1

associé aux variables ayant un coefficient de régression strictement po-
sitif. Si I' =I, , on a la solution de régression sous contraintes,si~

non on va en1 3).1

3) Régression usuelle sur I'1 et sélection du sous ensemble I"1 de

I'1 associé aux variables ayant un coefficient de régression strictement

positif.

4) Attaque du sous programme ESOPN de régression sous contraintes de
positivité par la méthode de D'ESOPO (cf § 3.2.2) avec comme point de dé-
part le point b 1 défini de la fagon suivante :

VieI, -I" :b =0

¥ ie I"1 .: b’ est la valeur (qui par construction est positi-

ve) du coefficient de régression calculé en 3).

Nous avons comparé les performances de POSIC et NNLS, en ce qui con
cerne la rapidité, & l'aide de deux jeux de données, le premier relatif
4 des données physiques, le second 3 des données agronomiques.

Dans le premier cas (cf tableau 1), on avait huit variables explica-
tives, et 1l'on a fait dix essais ;d'un essai a l'autre, seul le vecteur
yJ 4 expliquer variait, la matrice XI‘T1
bre égal & 8) restant constante. Ie temps d'ex&cution de NNLS * qui variait as-
sez peu d'un essai & l'autre, et qui restait compris entre 111 et.130 ms,
s'est révélé toujours supérieur, quand il n'y avait pas d'itération dans ESOPN ,
au temps d'exécution de POSIC qui variait entre 46 et 56 ms ; par con-
tre, quand il y avait des itérations dans ESOPN, (itérations qui &taient de l'or-
dre.de la trentaine), les deux programmes avaient des durédes d'exécution com-
parables, POSIC ayant l'avantage de fournir d'un point de vue statisti-
que des résultats plus complets que ceux de NNLS. On peut noter que sur
ce jeu de données, il y avait au plus un coefficient de régression sous
contraintes nul, ce qui exigeait pour NNLS la rentrée de pratiguement
toutes les variables, et ce qui explique que NNLS soit relativement plus
long pour ce jeu de données que POSIC. On peut encore remarqguer, en ce
qui concerne POSIC, que le calcul de la matrice V demande 34ms, alors
que la régression usuelle (triangularisation de v par la méthode de Doolit-—
tle~Choleski, et inversion) ne demande que 6,4ms, ce qui explique que
quand il n'y a pas d'itération dans ESOPN (ou quand il y en a peu)
POSIC soit relativement rapide.

des variables explicatives (en nom—

Dans le second cas, on avait des données relatives & 1l'étude du ren-
dement de la culture de la betterave (cf introduction et [15]) que 1l'on
désirait expliquer en fonction de 23 variables divisées en deux groupes
de cardinaux respectifs 14 et 9. On a fait la régression totale et les
régressions sur chacun des deux groupes, en centrant et sans centrer les
variables. Les résultats comparatifs entre POSIC et NNLS de ces six es-
sais sont donnés dans le tableau 2. On voit que lorsque ESOPN exige un
nombre important d'itérations, POSIC est beaucoup plus lent que NNLS ;
alors que si le nombre d'itérations dans ESOPN est faible (inférieur i
20), POSIC est beaucoup plus rapide que NNLS, sauf si le nombre de coef-
ficients de régression non nuls & l'issue de la régression sous contrain
tes est faible, auquel cas NNLS rentrant peu de variables est trés ra-

ide.
P En conclusion, si le nombre d'itérations dans ESOPN est faible (in-
férieur & 20 ; il est souvent de l'ordre de 1 & 5 itérations), ce qui est

x Tous les essais ont été effectués sue L'UNIVAC 1110 de la faculté des
sciences d'Orsay.
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fréquemment le cas, et ce qui se produit quand le point de départ bIl de
ESOPN se trouve sur la face ol est située la solution b+l , OU au voisi-

nage de cette face, POSIC est plus rapide NN i 1 :
raatde. v o] P que LS, sinon NNLS est plus

essai 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1} 10
NI o) o o 0 0 34 ol o 25 28
tgsoen | 2,21 2,2| 2,2| o 0 62 ) 2,2| 46,11 51,3

tPOSIC 55,5 55,5 55,5| 46,1 | 46,7 115,3| 46,2 55,5 98,9 |104,0

t
NNLS |111,2] 129,4] 129,9| 117,8 | 115,9 | 113,8 116 113,9] 107,6 |107,6

N 7 7 7 8 | 8 7 8 7 7 7.

Temps de calcul comparé&s entre NNLS et POSIC dans le cas de données
physiques : CardJ =100 ; card I, = 8. J

D'un essai a3 l'autre, seul change le vecteur y~ & expliquer, la ma-
ftrice XIJ1 des variables explicatives restant la méme. NI dé&signe le nom-—
bre d'itérations effectuées dans le sous programme ESOPN, et N le nombre
de coefficients de régression non nuls 3 l'issue de la régression sous
contraintes.

On a indiqué dans le temps de calcul de POSIC la ‘part due au s ous
programme ESOPN. Notons que le temps de calcul dans POSIC de la matrice
'V est &gal & 34,4ms, alors que la régression usuelle (triangularisation de
V par la méthode de Doolittle-Choleski et inversion) demande 6,4ms.

Les temps donnés dans le tableau sont en millisecondes.

Tgblegu n° 1

essai ] -1 2 3 4 5 6
Card I1 23 23 .14 14 9 9
NCEN 0 1 0 1 0 1
tcalcul de V 150 l164 | 69 | 78 | 37,4 43,3
Erégression usuelle 68 | 68 | 21 | 21 | &,3| 8,3
tEsopN 1131 | 59 | 75 34 |128 7,0
tposic 1365 | 315 | 180 | 148 |184 | 66
tynLs | 519 | 506 |247 |243 |100 | 46

NI 118 s | 17 7 | 60 2

N ‘ 7 | 1 71 o 2 2.

Temps de calcul comparés entre POSIC et NNLS dans le cas de données
lagronomiques (card J = 93). D'un essai & l'autre seule change la matrice

XIJl des variables explicatives, 'le vecteur & expliquer yJ restant le mé-

jme. Si NCEN=1, on centre les variables, sinon NCEN =O0. NI désigne tou-
jours le nombre d'itérations dans ESOPN, et N le riombre de coefficients
de régression non nuls 3 1l'issue de la régression sous contraintes.

On a donné certains temps de calcul internes a4 POSIC, comme celui re-
latif au calcul de V, a la régression usuelle (inversion de V aprés triam
gularisatior),ou au sous programme ESOPN. Les temps donnés dans le tableau sont en mik

isecondes. Tableau n° 2
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Signalons gue NNLS a le dé&savantage par rapport d POSIC, de ne pas
donner la solution de la régression usuelle sauf bien stir si tous les
coefficients de la régression usuelle sont positifs ; de plus NNLS tra-
vaille directement sur la matrice X:ET = (xijl, yJ) alors que POSIC aprés

avoir calculé la matrice V des produits scalaires entre les x (cf §1)

ne travaille plus que sur V. Il en résulte que par suite des erreurs d'ar-
rondi dans le calcul de V, NNLS est plus précis que POSIC. Par contre, si Card J
est élevé ( >300) NNLS risque de devenir beaucoup moins rapide que POSIC.
En outre pour Card J trés élevé (CardJ > 10.000), NNLS semble impratica-
ble, soit par dépassement de capacité de la mémoire (puisque XIJ est en
mémoire centrale), probléme soluble par accroissement du temps a l'aide
d'un fichier auxiliaire, soit par un temps de calcul prohibitif ; alors

que par un aménagement fac11e de POSIC, on peut au lieu d'introduire XI

en mémoire centrale, lire X ligne par ligne et calculer V au fur et a
mesure.

Remarques :

1) Pour gque l'algorithme NNLS devienne praticable, pour de grandes
valeurs de CardJ , il faudrait, comme pour POSIC, raisonner directement
sur la matrice variance V (calculée ligne par ligne),ce qui implique un
remaniement complet du programme de Lawson et Hanson.

2) Un programme de régression fournissant les résultats de la régres-
sion usuelle, de la régression sous contraintes de positivité des coef-
icients, et de la régression step-wise (cf § 2) est en cours de mise au
point par A. Bohy. Ce programme qui travaille sur le tableau x J en mé-

moire centrale, et qui emploie l'algorithme NNLS, utilise le fa1t que
cet algorithme et l'algorithme step-wise de Effroyymson sont trés sem-
blables ; en effet dans les deux cas ce sont des techniques d'introduc-
tion (ascendante) des variables, avec le cas échéant élimination de va-
riables déja introduites.

3.2.6 Remarqued sun Ra négression sous contraintes de posddtivile des

coefficients

1) La régression sous contraintes de positivité permet d'étudier les

liaisons positives de la variable & expl:.quer yJ avec les{x | ie I.I.} Si

1l'on veut étud:.er les liaisons négatives de y avec ces variables, il sufflt de rem-
J
I)
traintes de positivité. Remarquons que si l'on a affaire & une régression

placer y par -y (ou X par - IJl) et d'appliquer la régr ession sous con-

entre variables positives, il vaut mieux pour garder le caractére addi-

tif de la reconstitution remplacer y’ par max{y’|jeJ}-yl. on a d'ail-
leurs intérét, pour garder cette reconstitution additive, & ne pas cen-
trer les variables, mais & ajouter, le cas échéant, aux variables,la va-
riable certaine (constante 1).

Régression usuelle, régression sous contraintes de positivité et ré-
gression sous contraintes de négativité, permettent de mieux appréhender

la liaison de yJ avec les {xfl ie Ill;énous avons appliqué cette fagon de pro-

céder, conjointement avec la régression pas a pas, dans 1l'étude dont nous
avons dé&ja parlé, sur le rendement de la betterave, en fonction d'un
grand nombre de variables explicatives (cf[15])

2) Si 1'on a un modé&le (ce qui est en particulier le cas si on fait
1'hypothése de normalité cf § 1, remarques 1 et 2), on peut, une fois dé-
terminé le sous ensemble A2 correspondant aux coefficients de régression
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strictement positifs, calculer, gn raisonnant conditionnellement & A2
la matrice variance du vecteur b+2 des coefficients de régression non nuls,

ce qui 4'un point de vue pratique est fort intéressant. Nous avons &ga-
lement appliqué cette fagon de faire, (qui vaut aussi dans le cas de con-
traintes linéaires d'inégalité quelconques), & l'étude déja citée sur 1le
rendement de la betterave.
3.3 Régression sous contrainte quadratique d'inégalité
3.3.1 Cas général

On suppose ici RI muni d'une forme bilinéaire symétrique R, dont la

restriction @ R 1 est R , et 1l'on désire minimiser la somme des moin-

11
T2 I;2 Iy I1"2 I

dres carrés Q = |l J-bI1 X = iy = ||¢I|I2+||b -b ( Tetp
Y ° I,'N = oll o Vi1 ‘Po e o

désignant toujours la solution de la régression usuelle (cf § 1)) sous la contrain-
te :
T =R (vI{ oh)y <0 (15)

Partitionnant R suivant I, et I,= {p+1}:

1
R R
R - 11 12 (16)
Ra1 Raz
la contraite précédente pelIJ.t seImetti:e sou; la forme, puisque
= (= 1 R - 1 1, _ 1
b ~, 1) : T 11(b ¢ B 7)) =2Ry, b + Ry, €0 (17)

Nous désignerons par U la surface du second degré T = O, gqui délimi-

I .
te le domaine C de R 1 défini par (17).

I I
II.a solution b+1 qui est dans R 1 la projection (pour la métrique V11)
de b"1 , solution de la régression usuelle sur C est de la forme :
I -

1
b, (v11 + k Rll) (V12 + k R12) (18)

oll k est un multiplicateur de Lagrange définiIde fagon & ce que (17) soit

v%rifié : si b°1 vérifie (17), k=0 ; sinon b+1 étant la projection de
,b‘,:l sur la frontiére de C, i.e. sur U, k est déterminé de telle sorte que
T = 0, la forme de l'expression (18_)[ ayant été obtenue par dérivation de
l'expression Q+ kT par rapport d b 1.

On peut noter que si bfl n'appartient pas 8 C, la projection de bfl
sur U, qui existe toujours, peut ne pas &tre unique, e.g. si C n'est pas
un convexe fermé (i C est l'extérieur d'un ellipsoide par exemple), et
si bI1 ,appartient & un élément de symétrie de U. Dans les cas
partJ.culJ.ers que nous étudions cI:1—aprés, et qui sont les cas rencontrés
en pratique, la projection de bD:l sur U (quand b n'appartient pas & C)

est toujours unique.

Remarque :
Au lieu de rechercher cpI minimisant [y || sous la contrainte (15) ,
2
avec la condition ¢P*! = 1, on peut rechercher qu m1n1mlsant e |l= sous

I,‘P ) s -a2, avec ||¢ || =1, a étant
I

la contrainte plus générale R( ¢
fixé et M une métrique donnée de R
On obtient ainsi une généralisation des moindres carrés orthogonaux
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(cf §1, remarque 4 in fine). Si R(wI, an) =_(¢p+1)2 on recherchera

I . I,2 A2 = p+1,2 2
donc v~ , minimisant lly "V sous les conditionsll "M =1 et (v ) 2 a“®.
Ce dernier probléme a &été étudié, dans le cas oll la matrice associée 3 la métrique M,

(dans la base canonique de RI) est diagonale, par Legendre (cf[27]) qui
parle de ridge -régression orthogonale.

3.3.2 Régression bornse

On suppose ici RI muni de la métrique M dont la restriction & R
est M et l'on impose la contrainte

11
I

I

I, 2
b - c YiMy; < a2 (19)

ol a et ¢ sont connus.

L'intérédt de cette contrainte est de limiter la norme du vecteur de
régression et donc de limiter dans la reconstitution de la variable & ex-~
pliquer y la valeur absolue des termes qui rentrent dans cette reconsti-
tution, ce qui évite une reconstitution illusoire de y par une somme de
termes contraires, donc se compensant, grands en valeur absolue par rap-
port & y, cette reconstitution illusoire survenant en particulier quand
on a des variables explicatives tré@s corrélées (cf § 2).

La contrainte (19) qui est un cas particulier de la contrainte (17)
s'obtient & partir de cette derni&re en posant :

- _ I | 1,2 2
Ry =M;; 7 Rp=M;C : R22—-Ic IIMn—a (20)
La solution b+1, qui est la projection de bo1 sur l'intérieur de l'el-

lipsoide défini par (19), gqui est un convexe fermé&, est unique, et est
1

L -

donnée par (18) ol l'on a remplacé R11 par M11 %§ R12 par Mllc H

N A VI p A S VR (21)

et 1l'on peut montrer (cf {81) que dans le cas ol cIl = 0, l'unique va-

leur de § minimisant Q sous la contrainte (19) est positive ou nulle.
Si c 1= 0, on obtient 1l'estimateur borné (ridge) donné par Hoerl et

K%nnard (c£ [21] et [22]) dans le cas ol M;, est la métrique usuelle de

R 1. Si de plus M =V on obtient l'estimateur raccourci bol/(1+k).

Remarques : 11 I 11 I, . 1, . : -
1) si 1l'on pose b™ = (b r 0) s C = (c ’ o) ' P = 6p+1 -b ’

- s _ I .
L 6p+1 ¢, (19) s'écrit aussi

I 1,2 _ ., I _ I 2 2
et - <tz = et - yhig < a

2) Si 1l'on impose les contraintes :

I
e 12 < a’
11 (22)

p{pl |1 e 1) =1
et si 1l'on pose
1

I

{1, 2,.. p -1}

1
" =
. I {p}
le vecteur b+1 minimisant Q sous les contraintes (22) est de la forme :
') -1
b+ - (AI.II'1+kEI'lI'1) (AI'112+k FI']_IZ) } 23
bP =1 -zb|ie1') (23)

avec :
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1it = Vi1 Y Vpp T Vip T Vip

Bipn “Viprn * Vpp T Vip T Vp+1,p

Eii' = mii' + mpp - mip - mi‘p
. =m - m,
Fipn = Mpp  ~ Mip
mij (resp. Vij) désignant le terme général de M11 (resp. V).
3.3.3 Régression sun variables entachfes d'enreuns.

On suppose ici que J est un &chantillon muni d‘'une mesure Py de mas -~
se totale 1, et que le tableau X]‘:J est centré, RJ étant muni de la mé -
trique des poids de matrice, la matrice diagonale des {pjl j eJ}(cf § 1
remarque 2) ; V est alors la matrice variance associée & xIJ et

Q = ||yJ -bpl, Xf II; = IIcpIII‘zl n'est autre que la variance résiduelle de

(24)

1

la régression. Si les variables sont entachées d'erreurs, la régression
n'aura de sens que si Q est supérieur 3 la variance d'erreur, ce qui s'é-
crit en désignant par M la métrique d'erreurs :

N T LA P L(25)
Posant R = M - V, on retrouve la contrainte (15). Le vecteur b+:l mini-
misant Q sous (25) s'écrit donc d'apr@s (18) ol 1'on a posé A = k/(1-k),
et en part%tionnant M de fagon analogue 4 R et V :

1 -1

b, = = (V11 + )‘Mll) (V11 + ).Mlz) (26)

Si l'erreur sur y est non corrélée avec les erreurs relatives aux va-
riables explicatives, ce qui est en particulier le cas si l'on suppose
les erreurs non corrélées, hypothése que l'on fait généralement, M12=0,
et 1l'on retrouve l'estimateur borné&. Dans ce cas 1l'on peut montrer ( cf

[8] *) que la valeur de A dans (26) minimisant Q sous la contrainte (25)
est unique, cette valeur étant positive ou nulle.

Remarques :
I

I
1) Ssi wf ne vérifie pas (25), la solution v, = (—b+1, 1) se trouve

sur la surface :
I,2 _ ,.I,2
e IIV = liy IIM (27)

ce qui traduit que la variance résiduelle de la régression est égale a
la variance d'erreur.

Minimiser Q = IlwIll‘zl sous la contrainte (27) revient donc encore &
minimiser IIanIIﬁ sous cette contrainte, i.e. a projeter (pour la métrique
M) l'origine sur la surface définie par (27).

2) Si 1'on a un mod&le non centré, Q est le moment résiduel d'ordre
2 non centré de la régression, et il faudra remplacer la contrainte (25)

par la contrainte :

2 I,2
o2 (28)

Q = (‘PI ) iI)
- - — J J J
od X; = (X} ,¥) désigne la moyenne de X; = (X , ¥ ).
Dans celcas, si E désigne la matrice de termé général iiii' (i,i'e D),
on a :

R=M+E -V (29)
et la solution de la régression est fournie par (26) od M est remplacé par M+E.

* La démonstration est faite dans le cas on M, est diagonale, cas auquel on peut

. . J
toujours se ramener par une transformation linéaire sur X o0




