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Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol. III- 1978 -n° 2-p. 131-146 

PROBLÈMES STATISTIQUES ET MÉTHODES GÉOMÉTRIQUES 

[RÉGR. GÉOM.] 

par J.-P. Benzécri (1) 

Le présent article écrit en 1970 expose après le problème général de la régres­
sion les principes de deux méthodes conçues pour se prémunir contre des résultats il­
lusoires car instables* Ces méthodes ont été développées et appliquées par P. Cazes 
qui les a de plus comparées à d'autres méthodes, notamment à la régression par l'ana­
lyse factorielle des correspondances, flous publions également dans ce cahier le pre­
mier article d'une série donnant un exposé d'ensemble de la régression, article dû à 
P. Cazes et relatif à la régression sous contrainte, et publierons ultérieurement ou­
tre la suite de la série, des études d'applications particulières» 

L'énoncé l e p lus général du problême de l a r é g r e s s i o n nous p a r a î t 
ê tre cec i : en fonct ion de ce que l ' o n s a i t , donner une expres s ion a p ­
prochée de ce que l ' o n ignore . Pour c e r t a i n s , c ' e s t l à l e thème de tou­
te la s c i e n c e , qui n 'aura i t pour but que de prévo ir . Assurément, la c a ­
pac i té de prévoir e s t l e s igne qu'une d i s c i p l i n e a a t t e i n t un o b j e t r é ­
e l : c ' e s t par ce c r i t è r e que l ' o n rédu i t à néant tant de p r é t e n t i e u ­
ses d ivagat ions . Mais l a f i n de la s c i e n c e e s t autre que de s a t i s f a i r e 
à ce c r i t è r e : e l l e e s t de connaî tre , non de p r é v o i r . Par de là l a d i s ­
t i n c t i o n temporel le entre ce que l ' o n rencontre d'abord, e t c e q u ' o n 
prévoi t qu'on trouvera e n s u i t e , l ' e s p r i t asp ire à découvrir quelque cho­
se de l 'ordre même du t o u t . Voilà pourquoi, dans l a méthodologie s t a ­
t i s t i q u e nous donnons la place d'honneur à l ' a n a l y s e g l o b a l e des d o n ­
nées . Cependant nous t r a i t e r o n s i c i de l a r é g r e s s i o n de l 'ajustement e t 
de l ' e s t i m a t i o n , qui jouent par fo i s un r ô l e u t i l e . 

D'un énoncé généra l , i l e s t rare qu'on passe immédiatement à u n e 
technique p r a t i c a b l e . I l nous faut d é l i m i t e r pour l a r é g r e s s i o n un do­
maine qui l a i s s e p r i s e au c a l c u l . Ce domaine mathématique sera, lu i , trop 
é t r o i t pour conten ir un obje t r é e l : mais nous en t i r e r o n s des r è g l e s 
(§§ 3&4)) qui, prudemment appl iquées , contr ibueront au programme i n d é ­
f i n i proposé d'abord. Rappelons donc l e modèle p r o b a b i l i s t e (§1 ) avant 
d'en c r i t i q u e r l a portée r é e l l e (§ 2 ) . 

ï Le. modzlt Y>Kobablll&tt : S o i t fi un espace p r o b a b i l i s é , c ' e s t - à -
d i r e , en bref, un ensemble sur l eque l sont d é f i n i e s l e s no t ions d é p a r ­
t i e mesurable (ou fonct ion pour l a q u e l l e l ' image réciproque de tout i n ­
tervalle de R est une partie mesurable de fi), et d'élément de volume p o s i t i f d w , 
(ou élément de p r o b a b i l i t é ) , l a masse t o t a l e de fi é t a n t 1 : f d u = 1 . Du 
point de vue des c a l c u l s , on pourra sans erreur i n t e r p r é t e r l e s formu­
l e s qui su ivent comme s i fi é t a i t un cube d 'arê t e u n i t é , (ou même l ' i n ­
t e r v a l l e (0,1)) muni de l ' é l ément de volume usue l . Du po int de vue d e s 
app l i ca t ions on se ré férera au cas où fi e s t 1 ' ensemble de toutes les for­
mes p o s s i b l e s de crânes de rongeurs ; une forme w é t a n t parfaitement ca­
r a c t é r i s é e par, d i s o n s , 100 mensurations, fi sera un domaine de R , e t 
l a mesure d'une p a r t i e A de fi sera la p r o b a b i l i t é que l a forme u> d ' u n 
crâne tombe dans A. 

Un point u) de fi e s t appelé événement. Une fonc t ion mesurable ( i c i , 
i l s ' ag i ra de fonc t ions à va leurs r é e l l e s ) sur fi e s t appelée f o n c t i o n 
aléatoire, ou parfois variable aléatoire : f (u>) est la valeur pour l'événement w de 
la var iable a l é a t o i r e f. (Dans l 'exemple des crânes , f pourra ê t r e l e 

volume intérieur, ou l e périmètre e t c . ) . On note L- (ou, en bref, L ) 1 ' ense mb 1 e 

(1) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie, Paris. 
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des fonctions aléatoires f pour lesquelles 1'intégrale L|f(u)| du est 

bornée ; L2 est un espace de Hilbert, où est défini le produit scalaire: 

<f,g> = J~f (u) g(u) du. Un élément f de L« est appelé communément en a-

nalyse une fonction de carré sommable ; ici on dira plutôt : variable a -
léatoire admettant un moment d'ordre 2 fini : 

Mt
2 (f) =j"pjf<w)|2 du* = Ifl2 < « • 

Si f e L, , f admet une moyenne, appelée ici espérance mathématique: 

Moy(f) = f ^ f l w ) du = <l,f > . 

(où on a noté 1 la fonction constante de valeur 1) . On appelle variance 
de f le moment d'ordre 2 de f diminuée de sa moyenne : 

Var (f) =Jn|f(w) - Moy(f)|
2 du = Mt

2(f) - |Moy(f)|2 ; 

La variance Var(f) mesure la dispersion de f autour de sa moyenne; 
Var(f) ne s'annule que si f est presque sûrement égale à sa moyenne 
Moy(f), i.e. si : 

Mes{u|uefi ; f(u) ^Moy(f)} = 0 ; 

en ce cas, dans L« (qui est, on le sait, en toute rigueur non un espace 

de fonctions mais un espace de classes de fonctions égales presque par-
"tout) f ne se distingue pas de la fonction constante Moy(f) . On appelle 
parfois covariance le produit scalaire : 

<f - Moy f ,g - Moy g > =J -,(f (u) - Moy (f î (g(w) - Moy (g)) du = Cov(f ,g) 

Quant au coefficient de corrélation, c'est dans l'espace de Hilbert 
un cosinus : le cosinus de l'angle formé par les deux vecteurs f - Moy f 
et g - Moy g : 

Corr(f,g) = Cov(f,g)/(Var(f) Var(g))iy2 . 

A i n s i pour l ' a n a l y s e du hasard, l e s not ions géométriques f a m i l i è ­
r e s r e ç o i v e n t des noms nouveaux. 

A t o u t e v a r i a b l e a l é a t o i r e f e s t a s s o c i é e une mesure positive de mas­
se t o t a l e 1 sur R, appelée l o i de p r o b a b i l i t é de f. S o i t A une partie me­
surable de R, on a : 

Prob(f (u) e A) = j {du | u e fi ; f (u) c A}. 
(où on a noté :J {du |w£X) pour l du, ce qui é v i t e l e s s u p e r p o s i t i o n s 
d'indices, e t e s t conforme à l'usaqe adopté pour les sonnes finies) . Comme le poids 
d'une p a r t i e A de R pour l a l o i de f n ' e s t autre que l e poids pour du de 
1' image réciproque de A par f" , i l semble permis de noter i c i df™ l a 
mesure sur R q u ' e s t c e t t e l o i de f. Plus généralement s o i t f , f , . - , f 
n v a r i a b l e s a l é a t o i r e s ( i . e . n fonc t ions mesurables sur fi à valeur r é ­
e l l e ) . On d é f i n i t une mesure p o s i t i v e de masse t o t a l e 1 sur R a p p e l é e 
l o i c o n j o i n t e des n v a r i a b l e s a l é a t o i r e s {f , . . . , f n } . S o i t A une p a r ­
t i e mesurable de Rn ; on a : 

P r o b ( { f 1 ( u ) , . . . , ^ ( u ) } e A) -
} { d u | u e fi ; { f X (u) , . . . , f n ( u ) } € A} . 

De même que dans l e cas d'une v a r i a b l e , on pourra noter 
d ( f x . . . x f n ) ~ l a mesure sur Rn l o i conjo in te des n v a r i a b l e s a l é a t o i ­
r e s f1 . (On notera que r i e n n'impose i c i que l e s f1 s o i e n t deux à deux 

1 2 —1 
distinctes : si, par exemple, n = 2 , f ~f =f, la mesure d(fxf) au-

2 
ra pour support la diagonale de R ). Supposons que l'application 
(f x...xf ) de fi dans Rn soit injective (ou du moins que soit injecti-
ve la restriction à une partie de fi dont la masse est 1) : on pourra alors 
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identifier fi avec son image dans R par (f x...xf ), et du avec 

d(f x...xfn)~ ; un événement u étant caractérisé par la valeur des n 

grandeurs réelles f (w)...f (u) (ce qu'on a fait ci-dessus dans l'exem­
ple d'une forme de crâne décrite par 100 mensurations). 

Soit F une fonction de n variables réelles ; et soit n variables 

aléatoires f , , fn ; on a : 

JfiF(f
1(u),.../ f

n(u)) du = J n Ftx
1,..., xn) d(f1x...xfn)"1 

l'espérance mathématique de F peut être calculée dans Rn d'après la loi 

conjointe des f1. 

Ceci posé, deux variables aléatoires f et g sont dites indépendan­
tes en probabilité (ou stochastiquement indépendantes) si la loi conjoin­
te de (f ,g} est le produit des lois de f et de g : ce qu'on écrira d(fg)"1 

= df x dg .La condition d'indépendance peut encore s'énoncer direc­
tement sans recourir explicitement à la notion de loi : f et g sont in­
dépendantes si quels que soient les intervalles A et B de R on a : 

J {du | u e fi ; f(u) e A ; g(u) e B} = 

J {du | u e fi ; f(u) c A} x J{du | u e fi ; g(u) e B} . 

On voit qu'en particulier la constante 1 (ou toute autre constante) 
forme avec toute variable aléatoire f, une paire de variables indépen­
dantes. 

A la notion d'indépendance s'oppose celle de liaison : deux varia­
bles qui ne sont pas indépendantes sont liées en ce sens que la conais-
sance de la valeur de l'une pour un événement u apporte au moins quel­
ques présomptions nouvelles sur la valeur de l'autre. La forme la plus 
extrême de liaison est la dépendance fonctionnelle que nous considére­
rons d'abord. 

On dit qu'une variable aléatoire y est fonction (ou fonction certai­
ne) d'une autre variable aléatoire x, s'il existe une application mesu­
rable F de R dans R, telle que y(u) = F(x(u)) presque partout : 

J {du|uefi; y(u) ï F(x(u))}=0. 

Bornons-nous au cas où x e t y ont un moment d'ordre 2 : x , y e L2 : 
a lors x é tant donné, l 'ensemble H(x) des y qui sont fonc t ion certaine de 
x e s t un sous-espace de Hi lbert ( sous-espace v e c t o r i e l fermé de LJ.Dans 
d ivers cas (notamment s i x e s t bornée, s i l a l o i de x e s t normale e t c ) , 

2 
H(x) e s t engendré par l a s u i t e des v a r i a b l e s a l é a t o i r e s { l , x , x , . . . . , 
x , — } (où on a noté x n l a fonct ion puissance n-ême : x n (u) = (x (u) ) n ) . 

So i t x, y , e L- : x e t y sont stochastiquement indépendantes s i e t 
seulement s i l e s sous-espaces H(x) e t H (y) se coupent orthogonalement sui­
vant l a dro i t e des cons tante s . Avant de démontrer c e l a , rappelons les con­
ditions géométriques d 'or thogona l i t é : f e s t orthogonale dans L-à la droi­
te des constantes s i e t seulement s i < f , l > = 0 , i . e . s i f e s t de moyenne nul­
l e ; H(x) e t H (y) se coupent orthogonalement su ivant l a d r o i t e des cons­
tantes s i e t seulement s i e s t s a t i s f a i t e l 'une des t r o i s c o n d i t i o n s é -
quiva lentes su ivantes : 

1° V u e H(x) , V v e H(y) : <u,l> = <v,l> = 0 =• <u,v> = O 
2° V u e H(x) , V v e H(y) : Cov(u,v) = 0 
3° V u e H(x) , V v e H(y) : <u,v> = <u,l> . < v , l > . 
(En effet, tous ces énoncés se ramènent à celui-ci : deux vecteurs 

orthogonaux à la droite constante et situés respectivement dans H(x) et 
H (y) sont orthogonaux entre eux) . Ceci posé supposons x et y indépendants; 
soit u, v : u = U(x), v = V(y) ; on a : 



134 J»P. BENZECRI 

<u,v> = j u(u) v(u) du = J 2 U(x) V(y) d(uv)"1 

= j 2 U(x) V(y) du"1 dv"1 =lu(u) du xj v(u) du : 

la condition 3° est vérifiée . Supposons maintenant que x et y ne sont 
pas indépendants. Alors il existe deux intervalles réels A etB de R tels 
que : 

J {du|uefi; x (u) e A ; y(u) e B} ^ 

j {du|u e fi ; x(u) e A} x J{du|ue fi ; y(u) e B} . 

Désignons par U et V les fonctions caractéristiques de A et B res­
pectivement (e.g. U vaut 1 sur A et est nulle sur R - A) ; soit u = U(x), 
v = V(y). L'inégalité ci-dessus peut être récrite comme suit : 

Jfiu(u) v(u) du 7*JflU(u) duxjfiv(u) du 

et la condition 3° n'est pas vérifiée. On a ainsi établi l'équivalence 
entre : x et y indépendants, d'une part, et H(x) et H(y) orthogonaux d'au­
tre part. 

Soit {x ,. .. , x } une suite de n variables aléatoires : on a le sous-

espace de Hilbert H({x ,...., x }) , ensemble des variables aléatoires u 

qui peuvent s'exprimer comme fonction composée U(x (u),..., x (u)) des x. 

Soit X une partie quelconque de L, : on a le sous-espace H(X), fer­
meture de la réunion des H(F) où F désigne une partie finie quelconque 

de X : F = {x1,..., xn} c x. 

Dans le cadre géométrique fourni par L„ , on va maintenant placer di­

verses notions de régressions. Soit y e L2 , une variable aléatoire : on 

se propose d'approcher y en fonction d'autres variables aléatoires (gé­

néralement appelées : variables explicatrices). Soit z e L- , on considé­

rera comme mesure de l'écart entre y et z le moment d'ordre 2 : 

liy-zH =JJ y (u) - z (u)| du. C'est ce qu'on appelle faire l'approxima­

tion au sens des moindres carrés. Soit V une partie convexe fermée de L-: 

on sait qu'il existe dans V un v unique rendant minimum le carré de l'é-
• H 2 

c a r t By-vB ; v e s t appelé la p r o j e c t i o n orthogonale de y sur V. So i t 
{x , . . . , x n ) un système f i n i de v a r i a b l e s a l é a t o i r e s : V ({x , . . . , x11}) , 
ensemble des combinaisons l i n é a i r e s des x x , est un sous-espace fermé de L9 , 
dont l a dimension e s t i n f é r i e u r e ou égale à n ( in fér ieure à n s i l e s x 
sont l i ées par une relation linéaire). Projeter orthogonalement y sur V({x , . . . , x11}), 
c ' e s t trouver l a m e i l l e u r e approximation de y en combinaison l i n é a i r e 
des x 1 , ou encore f a i r e une régress ion de y par rapport aux x ^ o n a l e s 
coefficients a. de la formule de régression y * La. x1 , en résolvant un système l i ­
n é a i r e dont l e s c o e f f i c i e n t s sont l e s carrés de norme e t l e s p r o d u i t s 
s c a l a i r e s des v e c t e u r s y e t x 1 (cfCAlg. E u c l . ] , TII B n° 12 § 2) . 

On aura l a m e i l l e u r e approximation de y en fonct ion quelconque des 
x en p r o j e t a n t orthogonalement y sur l e sous-espace H({x , . . . , x n } ) c i -
des sus d é f i n i . Nous par lerons i c i de régres s ion f o n c t i o n n e l l e . Si l ' o n 
accepte l e modèle p r o b a b i l i s t e , e t qu'on suppose c e l u i - c i exactement dé­
terminé (hypothèses c e r t e s peu r é a l i s t e s ! , cf in fra § 2) c e t t e nouvel le 
approximation l 'emporte en général de beaucoup sur la précédente : mais 
e l l e e s t d é f i n i e par un système l i n é a i r e i n f i n i , en sor te que l e s appli­
c a t i o n s pra t iques de l a r é g r e s s i o n f o n c t i o n n e l l e , comporteront nécessai­
rement des développements l i m i t é s . 
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Examinons part icul ièrement l a régres s ion de y en fonction d'une s e u ­
l e var iable a l é a t o i r e x (à l a q u e l l e nous adjoindrons l a cons tante 1). No­
tons : 

y = Moy(y) + y' ; x = Moy(x) + x*. 
Pour la régression linéaire on a : 

y « Moy(y) + Var ( y )!/2 Corr (x,y) Var(xf1/2 (x-Moy(x)) 

y * Moy(y) + v' = v 

Notons Corr(x,y) = cos0 ; la régression linéaire s'explique alors 
sur la figure ci-dessous : 

MCI}) 

où l'on voit de plus que : 

Il y - vil2 - lly' -VII Il y'II2 sin26 

= Var (y) (1 - Corr (x,y) ) 
La régression fonctionnelle s'effectue en projetant orthogonalement 

y sur H(x). Soit w la projection de y. Parce que H(x) contient la droite 
des constantes on a : Moy (y) = Moy(w) : cela résulte du théorème des trois 
perpendiculaires (la moyenne d'une fonction n'est autre que sa projec­
tion sur la droite des constantes). 

Si l'on note v l'angle aigu fait par le vecteur y' avec H(x) (i.e. 
l'angle des deux vecteurs y' =y-M(y) et w' =w-M(y)) il vient : 

lly - w||2 =||y' - w'||2 = Var(y) sin2* 
2 2 

On a toujours : sin v < sin 6, car la régression fonctionnelle ne 
peut qu'améliorer la régression linéaire. On peut appeler cos^ : coeffi­
cient de corrélation fonctionnelle de y avec x (ou, mieux, avec H(x)) : 
c'est le maximum de la corrélation entre y et une fonction (certaine) de 
la variable aléatoire x'. On prendra garde que ce coefficient de corré­
lation ne dépend pas symétriquement de x et de y. Pour le voir, suppo­
sons que y est une variable aléatoire de moyenne nulle dont la loi est 
symétrique (e.g. une variable normale centrée) et que x = y 2. Toute fonc­
tion de x a un coefficient de corrélation (usuel) nul avec y : y' est or­
thogonal à H(x) ; tandis que x appartient évidemment à H(y). Pratiquement, 
on l'a dit, on ne peut effectuer de régression fonctionnelle, m a i s on 
effectuera,e.g., une régression polynomiale de degré n choisi : on pro­
jettera y sur le sous-espace vectoriel engendré par {l, x,..., x } (cf 
[Alg. Eucl.] § 2.2.2) . 

Pour conclure confrontons les notions de liaison, corrélation, ré­
gression linéaire, régression fonctionnelle. Si x et y ne sont pas liés, 
(sont stochastiquement indépendants) H(y) et H(x) sont orthogonaux, y et 
x sont non corrélés (Corr (y,x) =0) et il n'y a pas de régression possi­
ble, même fonctionnelle, de y par rapport à x, sinon en posant y88 Moy(y). 
Si y et x ne sont pas stochastiquement indépendants, c'est qu'ils sont 
en un certain sens liés ; pourtant, on peut avoir Corr(x,y) = O ; et il se 

peut même (cf supra x = y2) que la projection orthogonale de y sur H(x) 
soit Moy (y) : donc qu'il n'y ait pas de régression fonctionnelle possi­
ble (de y en fonction de x) . Mais puisque H(x) et H (y) ne se coupent plus 
orthogonalement suivant la droite des constantes, on peut trouver dans 
H(x) etH(y), u = U(x) et v = V(y) ayant moyenne nulle et corrélés e n t r e 
eux (Corr(u,v) > O) : et c'est d'ailleurs une sorte de problème d'ana-
-lyse factorielle que de déterminer de tels u, v de corrélation ma xima 
fcf thèse P. Cazes analyse canonique). Enfin si Corr(y,x) est non-nul, la 
régression linéaire de y en fonction de x conduit à un résultat non tri­
vial (à une approximation de y meilleure que Moy y ) . On sait que l'ab­
sence de corrélation : Corr (y,x) = 0 , n'est qu'une condition n é c e s s a i r e 
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d'indépendance, non une condition suffisante. Pourtant on assimile volontiers absen­
ce de corrélation à absence de liaison, sans songer que dans H(x)le sous-
espace des éléments non corrélés à x est de codimension 1 (i.e. presque 
toute fonction de x est non corrélée à x ! ) : et y songe-t-on qu'il res­
te difficile d'exprimer avec justesse et concision, au terme d'une étu­
de concrète les liens entre variables ou entre facteurs... 

2 Lzà daÀ.th &tatÂ.àtÂ.QULZ6 : Quant aux applications, deux questions 
se posent. Le modèle probabiliste est-il conforme aux phénomènes étudiés? 
La connaissance que nous avons de ces phénomènes permet-elle de faire des 
calculs de probabilités ? 

Nous l'avons dit ailleurs (cf Principes TII A n° 1 § 1°), il exis­
te dans la nature trois types de lois probabilistes. 

a) Les lois de symétrie. 

b) Les lois ergodiques. 

c) La mécanique quantique. 

Dans les données soumises au statisticien, les symétries géométri­
ques simples ne jouent pas un rôle important ; les phénomènes quantiques 
ne sont pas l'objet de cette étude. Il reste donc la possibilité que les 
processus complexes étudiés soient régis par des lois ergodiques, expri­
mant sous forme probabiliste l'équilibre de multiples causes. Le domai­
ne des lois ergodiques est sans doute vaste : il s'en faut toutefois de 
beaucoup qu'on puisse concevoir l'existence de probabilités objectives 
partout où l'on fait usage de modèles probabilistes. De quoi nous donne­
rons deux raisons. 

D'une part, on postule souvent qu'ont une probabilité d'être vraies 
des assertions mal définies. Exemple : probabilité qu'il fasse beau de­
main ;est-ce la probabilité qu'il fasse beau un quatorze juillet (j'é­
cris le 13) en telle ville ? Ou la probabilité qu'au lendemain d'un jour 
d'été ensolleillé tel qu'aujourd'hui il n'éclate point d'orage ? A la li­
mite, si l'on précise parfaitement les conditions d'aujourd'hui, demain 
aussi est rigoureusement fixé et il n'y a plus doute mais certitude. 

D'autre part, lors même qu'un domaine naturel est défini sans am­
biguïté (e.g. probabilité pour qu'un artisan cordonnier laisse l'échope 
à son fils), les conditions peuvent se modifier trop vite pour que l'é­
quilibre de causes infimes, présupposé par les lois ergodiques, soit ja­
mais atteint. Peut-on faire un modèle théorique de l'économie française 
alors que, disons, le tiers des variations de prix est acquis au cours 
de crises qui, telles celle de 1968, ne relèvent pas d'un type général? 

Mais les conceptions probabilistr s suggèrent des opérations algé­
briques et permettent d'en évaluer la portée. C'est de ce point de vue 
que nous chercherons des bases pour la régression. Dans les §§ suivants 
nous proposons deux méthodes de calcul protégées contre les erreurs;ces 
méthodes (cf P. Cazes, thèse) ont déjà fait leurs preuves. Ici nous rap­
pellerons seulement à quels résultats absurdes on peut être conduit si 
l'on calcule d'après des échantillons finis comme on le ferait légiti­
mement sur des lois décrites mathématiquement. 

Considérons les calculs de-régression linéaire : ce sont des réso­
lutions de systèmes linéaires dont les coefficients sont des covarian-
ces (ou des coefficients de corrélation) ou des moyennes. Covariances et 
moyennes ne sont connues, d'après un échantillon, qu'avec imprécision . 
Désignons par y une variable aléatoire pourmlaquelle on cherche une for­
mule de régression linéaire ( y * w = E a. x1) en fonction de n variables 

aléatoires { x , . . . , x , . . . , x } , (y compris la constante 1) . En langage 

géométrique, dans l'espace L» , w=£a. x1 est la projection orthogonale 
i de y sur le sous-espace engendré par les x ; et les données (coefficients 

des équations) sont les produits scalaires (covariances) : 

{ < x1 , x1 > |i, i' = 1,..., n} ; {< y,xx > | i = 1,. . . , n} . 
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La projec t ion orthogonale w e s t d'autant plus mal connue que le sous-
espace V({x , . . . , x }) e s t moins bien déterminé par l e s x 1 qui l ' e n g e n ­
drent ; ce qui e s t l e cas s i p des x s a t i s f o n t approximativement à une 
relation linéaire. L'exemple l e plus simple e s t c e l u i de la projection de y 

1 2 1 2 
sur V({x , x } ) , quand x e t x sont presque c o l i n é a i r e s : du fai t des e r ­
reurs, (analogues aux erreurs graphiques bien connues de ceux qui ont f a i t des épu­
res) , l e plan V n ' e s t guère mieux déterminé que comme un plan a r b i t r a i ­
re contenant l e vecteur x . Accidente l lement , i l s e peut que y p a r a i s s e 
ê tre contenu dans V, a lors qu'en f a i t i l l u i e s t orthogonal ; on é t a b l i -

1 2 
ra une formule de régress ion y = a x + a , x , dont l e s c o e f f i c i e n t s a. 

1 2 e t a„ seront t r è s é l e v é s , puisque x e t x sont q u a s i - c o l i n é a i r e s , e t 1 2 qui n'aura aucun s e n s . Ci-dessous on a f iguré un cas où n = 3 : x e t x 
o 1 2 

ne d i f f è r e n t de x que par des erreurs ; on a en f a i t : <x ,y>=<x ,y>=Op 
3 i 2 

cos(x ,y) = \ / 2 / 2 . I l semble que y appartienne au plan V({x ,x } ) et qu'on 
1 2 

a i t : y = 4 x - 3 ,5 x ; mais l e plus sage s e r a i t d ' e s t imer y par sa pro-
3 3 3 

jection sur l'axe x : y * (2/3) x , bien que cos(x ,y) = V2/2 . *t 

Il est instructif de présenter d'une autre manière le même argument. 
Expérimentalement, on ne connait pas l'espace probabilisé Q , (cf § 1) ; 
on ne connait qu'un ensemble fini d'événements : soit J e Q ; cardJ=m. 

Les fonctions aléatoires y , x1 ne sont pas connues comme des fonctions 
sur U , mais seulement comme des fonctions sur J, dont les valeurs sont 

entachées d'erreurs : y est assimilé à y ={y(j)|je J} e R . Les pro­

duits scalaires tels que <y,x > sont remplacés par des sommes finies , 

ou produits scalaires dans R (muni de la norme : moyenne des carrés des 
coordonnées) : . 

<y,x1> * E{y(j) xx(j)/m | j e J} = <yJ,x > 

C'est dans R qu'on calcule les projections orthogonales,qu'on cher­

che une expression linéaire approchée de y en combinaison linéaire des 

x . Considérons en particulier le cas extrême où n > m : si m est grand, 
(e.g. m=200), les coefficients de corrélation et les moyennes, détermi­
nés sur des échantillons nombreux,-, sont connus individuellement avec 
précision. Pourtant la formule de régression court grand risque d' être 
dépourvue de sens. En effet, hormis le cas exceptionnel où une relation 

linéaire exacte existe entre les n vecteurs x , ceux-ci engendrent R : 

y est donc une combinaison linéaire des x , même si la valeur exacte 

de tous les produits scalaires <y,xx> est zéro. On a toujours une for­
mule de régression qui paraît excellente, mais celle-ci peut n'être cal­
culée que sur les fluctuations de quantités nulles. Ici la cause fon­
damentale d'erreur est qu'on tente de faire une régression par rapport 

à autant ou plus de variables x1 qu'il n'y a d'individus (ou d'événements) j ;. 
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on se protégerait en réduisant le nombre n des variables explicatr i ce s 
par une analyse factorielle. 

Le cas le plus absurde est celui de la régression polynomiale pous­
sée au dernier degré. Soit y et x deux variables aléatoires indépendan­
tes. Supposons que sur un ensemble J d'événements la variable x prenne 
des valeurs x(j) toutes deux à deux distinctes. Alors toute fonction z 
sur l'ensemble J peut être considérée comme une fonction composée de la 
fonction x ; et ce d'une infinité de manières, car on a : z ( j ) = Z (x( j)), 
où Z désigne une fonction réelle d'une variable réelle dont les valeurs 
z (j) ne sont déterminées que pour les valeurs x(j) delà variable. En parti­
culier il existe un polynôme d'interpolation de degré m-1, (m = card J) , 
tel que : , 

V j eJ : y(j) = Z{&± x(j)
x|i =0, 1,..., m- 1}. 

Formule de régression polynomiale qui est absurde car, on l'a dit, 
y et x sont indépendants en probabilité. 

Dans la suite, nous nous efforcerons de protéger les calculs de ré­
gression contre les résultats absurdes dont on a donné ici les exemples. 

3 Re.QKZ664.on ljine\aÂ.Ke, pat n.a.ppon.t à dz6 v<L?iÀ.a.blzA zrUackê.z6 d'eJUieiMA: 

On a vu au § 2 qu'une combinaison linéaire de variables explicati­
ves affectées de forts coefficients et se soustrayant entre elles, peut 
n'être qu'un conglomérat d'erreurs dont la coïncidence avec la variable 
à expliquer est toute fortuite. D'où l'idée de protéger la régression en 
bornant les valeurs absolues des coefficients. Au § 4 on considère, d'a­
près P. Cazes, le cas où, les variables aléatoires étant essentiellement 
positives, il est naturel aussi d'imposer que les coefficients de régres­
sion soient tous positifs ; ce qui élimine radicalement les combinaisons 
soustractives dépourvues de sens. Ici nous nous plaçons dans le cadre 
d'un modèle d'erreurs assez commun, qui sans mériter en lui-même une 
confiance absolue, suggère une règle pour borner les valeurs absolues des 
coefficients de régression. 

Soit I un ensemble fini de variables aléatoires. Posons que la va­

leur x1 de la i-ême variable est la somme des deux variables aléatoires: 

un terme qu'on appellera vrai et notera v1 et une erreur de moyenne nul­

le, ou reste, noté r1. Admettons que les r1 soient indépendants entre 

eux et indépendants des v1 ; et désignons par (e1) la variance de r1 , 
variance que dans la suite nous supposerons avoir estimée, (par exemple 
en comparant des mesures répétées sur un même événement). Si, en parti­
culier, l'une des variables considérées, x , est la constante 1, on a : 
x = v = l , r = O = (e ) . 

Chercher une formule de régression linéaire de l'une des variables 

v1 en fonction des mesures des autres : 

Z{ai, x
1' |i' e I ; i' ?£ i}, 

revient à chercher une combinaison linéaire z = Z{a.t x | i* e 1} dont 

le moment d'ordre 2 soit minimum, sous la contrainte a. - -1 : le moment 1 i 
d'ordre 2 de z sera le moment d'ordre 2 de l'erreur sur v (erreur com-

•î i ' 1 2 

mise en assimilant v à E{a., x | i ' ^ i } ) , augmenté de (e ) .Nous som­

mes ainsi conduits au problème suivant : d'après un ensemble fini jd'ob­

servations (card J = m) (i.e. un tableau de nombres x = {x-3 | j e J,i e I}, 

où x3 est la valeur mesurée de la variable i sur l'événement j) esti­

mer le moment d'ordre 2 d'une combinaison linéaire z= Ea. x1 ( les va-
i 2 riances d'erreurs (e ) , étant, répétons-le, fixées une fois pour toutes). 

http://Re.QKZ664.on
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2 
D'une part, on peut estimer Mt (z) sur l'ensemble J d'observations: 

Mt2(z) * (1/m) Ej ( z j ) 2 = 

iE{(E{a.x j i |iel})2 | j e J} « q ( a i , a^ ; 

où on a noté q la forme quadratique (forme bilinéaire symétrique) sur R_ 
JI 

dépendant du tableau x des observations, et dont les coefficients sont: 

q1'1" = (1/m) E{xji' x j i"| j e j} . 

D'autre part, la variance de z est bornée inférieurement par la va­
riance d'erreur : 

Var(z) > EUe 1) 2 a±
2 |i e 1} = e2(aI,aI) ; 

2 
d'où pour Mt (z) la majoration : 

Mt2(z) > e2(ai , az) + Moy(z)2, 

où l'on peut estimer Moy(z) par (1/m) Ez3. Ce que suggère l ' es t imat ion 
suivante : 2 ~ -i o 

Mt*(z) * suptqfaj^j), e ( a ^ a ^ + ( l^ z-*/m)*). 
Sous des hypothèses de normalité,(hypothèses rarement justifiables, 

mais commodes pour justifier des calculs), on trouve cette estimation au 
terme d'un calcul de maximum de vraisemblance, que nous donnons ici à ti­
tre d'exercice. Cherchons parmi toutes les lois normales de moyenne quel-

2 2 
conque b, et de variance a supérieure ou égale à e (a , a ) celle qui 
a le plus de chances de conduire à l'échantillon des valeurs observées pour z. On 
doit rendre maximum le produit des densités» 

n{(27Tf1/2 a"1 exp(-(zj - b)2/(2a2)) |j e J} ; 

ou encore : . _ . 0 

a"m exp(( - E.fz-V + 2 b E z1 - mbz)/2a ) . 
Pour a donné, la valeur optima de b est celle qui rend maximum : 

2 b E . z3 - mb ; d'où : b = E. z3/m * Moy z. 
2 3 

La valeur optima de a est maintenant celle qui, sous la contrain-
2 

te d'être supérieure à e , rend maximum : 
c'm exp((-E. (zj)2+ mb2)/2c2) 

en dérivant logarithmiquement il vient : 
a2 = sup(e2, (E.(zj)2/m) - b2) ; 

2 ^ 2 2 
d'où pour Mt (z) équivalent à b +a , l'estimation suggérée plus haut. 
(On pourrait objecter que la variance d'une variable normale est systé­
matiquement sous-estimée par les calculs de maximum de vraisemblance ; 
mais d'une part l'erreur relative étant de 1/m, peut être négligée i c i ; 
d'autre part nous nous intéressons non à la variance, mais au moment 
d'ordre 2, pour lequel en tout état de cause (l/m)£(z3) est le meilleur estimateur 
sans biais ) . j 

Revenons maintenant au problème de régression : sous la contrain t e 
a. = -1 (pour un i donné), trouver a rendant minimum l'estimateur adop-

2 i 

té ci-dessus pour Mt (Ea. x ) . Remarquons d'abord que s i la constante 1 

se trouve parmi les x , (soit 1 = x ) , l'optimum correspond certainement 

à une valeur de a0 t e l l e que E. z3 = 0 : car les autres a. restant constants, 3 2 A i 2 ce choix de a0 rend minimum à la fois q(a_ , a_) et e + (E zJ/m) . Dans 
J J 

la suite, simplifiant ainsi l'écriture sans restreindre le domaine des 
applications, nous supposerons que les variables mesurées x (tant la va­
riable à expliquer x1, que les variables explicatrices {x1 |i' ̂ i}) ont 
été réduites, par addition d'une constante, à avoir moyenne nulle et que 



140 J.P. BENZECRI 

la constante 1 n'est plus parmi les x. L'on doit donc trouver, sur l'hy-
perplan H. = {a |a e R ; a. =-1}, le minimum du sup des deux formes qua­
dratiques que nous avons notées q(a , a_) et e (a_ , a_) . Avant de cher­
cher un algorithme d'approximation, considérons le problême géométrique 

2 i 2 

La forme quadratique e est définie positive (car les (e ) sont tous 

positifs, toute mesure étant entachée de quelque erreur) ; dans H. , 

e (a , a ) est minimum au point -ô3! (a. = - 6X. =-1 ; et les autres 
*i' =~&\* = 0 ) 

2 
Si on munit H. de la structure euclidienne définie par e , on peut 

se représenter les surfaces (plus exactement les ensembles) de niveaux 
2 

de e (a , a ) dans H. , comme des sphères (ou hypersphères) concentriques, 
de centre (-61!) . La forme quadratique q est positive ; et elle est gê-
néralement définie positive, sauf au cas exceptionnel où certains des x 
satisferaient exactement une relation linéaire. Dans H. la forme qla^aj 

atteint son minimum en un point aT qui n'est autre que la solution du problè­
me de régression linéaire usuel (au cas exceptionnel où q est dégénérée, 
le minimum dans H. est atteint sur toute une sous-variété linéaire, que 

nous noterons A. : A. c H.). Les ensembles de niveaux de q sont dans H. 

des ellipsoïdes concentriques de centre a . (Si q est dégénérée,on a des 

cylindres elliptiques dont les génératrices sont parallèles à A.,et dont 

les sections transverses ont leur centre sur A. , axe du cylindre ; désormais nous 
1 i 

nous restreindrons à la sous-variété linéaire H', issue de (-<5_) dans 
H. perpendiculairement à A. en un point que nous noterons a_:le minimum 
cherché se trouve certainement dans H'. , où le problème se retrouve tel 

qu'il est dans H. si q n'est pas dégénérée). 
2 x 

Si e (aT , aT) < q(aT , cO , le minimum cherché est atteint en aT:la 

régression linéaire usuelle est acceptable. Le cas : 

Var x1 = q (-6̂  , - 6\) < e2(-ôiI , - 5^ ) = (e1)2, 

n'est pas à envisager, car la variance de l'erreur sur la variable x ne 
peut être postulée inférieure à la variance empirique de x1, évaluée sur 
l'échantillon J. La méthode de régression proposée ici ne différera donc 
de la régression linéaire usuelle que dans le cas où l'on a simultané­
ment : 2 

q(az , cij) < e (az , otj) 
(e1)2 = E 2 ( - ô\ ,-6* ) < q(- 6* , 6^ ) 

le minimum cnerché est alors supérieur à la fois à (e1) et à q(aT ,OL.) ; 

et il est atteint en un point BT situé en quelque sorte entre a. et-6 _. 

Cherchons 6 . 
2 Pour toute quantité positive n notons : 

B(n2) = {az laj € H. ; e 2 ( a I , a I ) < n 2 } 

2 2 
E(n ) = { a T | a I e Hi ; q (a I , a J . ) < n } 

Si n < (e1) , B(n ) es t vide ; sinon c 'est une boule de centre(-6^1) 

et de rayon (n - {-e ) )in . Si n < q(àT , a ) , E(n ) est vide, sinon c'est 

un ellipsoïde (solide, plein) de centre aT. (Les termes dist incts de sphère 
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e t d ' e l l i p s o ï d e ne d o i v e n t p a s nous masquer l e f a i t que l e s deux formes 
2 

q e t e j o u e n t dans n o t r e problème d e s r ô l e s s y m é t r i q u e s . S i nous a v o n s 
2 

c h o i s i plutôt e pour métrique euclidienne c ' e s t d 'une p a r t p a r c e q u ' e l l e s ' é ­
c r i t s implement comme une somme de c a r r é s , d ' a u t r e p a r t p a r c e q u ' e l l e 
n ' e s t p a s comme q s u j e t t e à d é g é n é r e s c e n c e . Quant à l ' u s a g e même du l a n ­
gage e u c l i d i e n , i l nous a i d e à b é n é f i c i e r i c i de n o t r e e x p é r i e n c e d e 
1 ' e s p a c e ) . 

2 
Soit m défini par : 

m2 = inf{n2|n e R ; B(n2) n E(n2) ï 0 ) ; 
2 2 

m est le minimum, dans H. , de sup(q , e ) ; et ce minimum est atteint en 1 2 2 
un point unique 6T :{3T> = B(m ) n E (m ) . Cette construction peut s'ex-

2 2 2 2 
pliquer ainsi : si B (n ) n E (n ) = 0, on a partout dans H. sup(q,e ) > n ; 

2 2 2 X 

on fait donc croître n jusqu'à ce que B(n ) et E(n ) se touchent ; et ce 
premier contact a lieu en un point unique car boule et ellipsoïde sont 
des convexes sans facette linéaire. De plus, 6T se trouve sur la quadri-
que S (hypersurface de H.) d'équation : 

l 2 
S = {â . | a r e H. ; qfaj. , a^) = z {a^ , â .) } ; 

quadrique qui possédera généralement des nappes infinies ; et 6_ est le 
i 2 2 

point de S le plus proche de 1-6 ) (car, sur S, sup(q , e ) = e n'est au­

tre que le carré de la distance à (-6 ) , augmenté de la constante ( O ). 

Parmi les pieds des perpendiculaires issues du point (-ô1 ) à la quadrique S,Bj. est 

le seul qui soit intérieur à la sphère de diamètre [aT ,- 6 J. En effet 

soit y € S tel que y + ô1 soit le vecteur normal à S en y- ; en y 

sont tangents deux convexes E(n ) et B(n ) ; ces deux convexes sont si­

tués de part et d'autre de leur plan tangent commun en y si et seule­

ment si l'angle formé en Y T par les deux segments [y- , a T] et [y- ,-<5 _] 

est obtu ; c'est-à-dire si y appartient à la sphère de diamètre 

[aT ,- ô _ ], et alors yT n'est autre que 6T. Cette propriété aidera à 

suivre l'algorithme de recherche de &_. 

Signalons ici une particularité géométrique, dont il est toutefois 
difficile de faire usage pratiquement : 8T se trouve sur la courbe C lieu 

i 2 
des pieds des perpendiculaires issues de (- 6 T) aux ellipsoïdes E(n ) . 
Il est classique que cette courbe admet une équation paramétrique sim­
ple, que nous allons rappeler ici. Supposons que l'on ait pour a.- e H.: 

q(ax , aT) = q (â . , c^) + E{ (a± . - a±t)
2/b\, | i ' e I ' } ; 

où on a noté I' = I - {i} : on peut toujours se ramener à ce cas en pre­

nant pour axes de coordonnées les axes de la forme q (dans la métriq ue 
2 

e ) . La normale en un point a à la surface de niveau de q (dans H ) a 
pour vecteur directeur : 

n ^ = {(a., - a.J/b.Ji' e f} 

cette normale passe par (- ô1 ) si les vecteurs n et (a + 6 ) sont pro­

portionnels. D'où l'équation de la courbe C en fonction du paramètre ré­

el t : 9 

V i' e I' : (a±l - a.J/b^, = t a.. , ; 
V i' e I' : a±1 = c^./d - t b

2,) . 
Cette équation paramétrique est très simple et semble devoir per­

mettre de définir 3 comme le point d'intersection de C n S le plus proche 
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de -61.. Mais dans la pratique l'on n'est pas dans un système d'axes fa­
vorable ; un changement d'axes semble coûteux ; dans des axes quelcon­
ques, l'équation de la courbe C est : 

V i' e I' : E{qi,:L"(aiM - ô ,, ) | i" c I'} = ta., ; 

et il n'est pas facile d'avoir en fonction explicite de t la solution de 
ce système linéaire. 

Nous sommes maintenant à même de suggérer un algorithme itératif de 
calcul pour BT. Ici, nous identifierons H. à R_, : en effet tout point aT 

de H. a(-l) pour i-ème composante, on peut donc se borner à a^ = {a.|ie i!}; 
1 i 

a i n s i l e point - 6 e s t i d e n t i f i é à l ' o r i g i n e 0 T , de R , (vecteur dont 
toutes l e s coordonnées sont n u l l e s ) . Dans R_, un p o i n t a , de l a quadri­
que S s a t i s f a i t â l ' é q u a t i o n : 

E(qk h ak a h | k ,h f i I ' } -2E{q i h a h | h e I'} + q±L- (e 1 ) 2 -E{(eh)2 a£\ h e l ' } = 0 
2 c ' e s t l ' équat ion q(a , a_) - e (a , a ) = 0 , où l ' o n a remplacé a. par sa 

valeur -1 . Nous noterons désormais S(a_ ) le polynôme inhomogène du se-
second degré, équation de S. Dans RT, muni de la s t r u c t u r e e u c l i d i e n n e 

2 
définie par E , l e gradient fourni t un vecteur normal à S au po int a_, : 

N I f ( a I t ) = {N±I| i ' e i ' J ; ^ ^ ( e 1 , ) " 2 9 S ( a I , ) / 3 a i , . 
On cherche, â l'intérieur de la sphère de diamètre Oa,(i.e. 

[-6 , aT]), le point B de S le plus proche de 0. Pour cela on construit 
une suite B°, B ,... Bn. Le point B° est l'intersection avec S du seg­
ment Oa (cette intersection existe et est unique, sous les hypothèses 
faites quant aux valeurs de q et e en O = -ô1 et a) . Reste à dire com­
ment on passe de Bn à Bn+1. On se place dans le plan Pn = [O Bn,Nn]dé-

fini par le segment O0n et la normale en Bn à S. Il serait agréable de 

prendre pour Bn le point de la conique Pn n S, (courbe ordinaire dans 

le plan [0Bn,Nn]) le plus proche de O ; mais le calcul précis d'un tel 

point est coûteux. Le plus simple est sans doute de se déplacer sur S à 
partir de Bn dans la direction Tn intersection de Pn et de l'hyper plan 
tangent à S : 

Tn = -Bn + (<Bn-Nn >/ llNnll) Nn 

(où on a noté Bn le vecteur 0Bn et où produit scalaire et norme s'enten­
dent au sens de la métrique e ) ; on prendra un point Bn+ ={l-u) Bn + tTn; 
la quantité du premier ordre t, et, la quantité du second ordre u étant 
choisies de sorte qu'en restant sur S on se rapproche de O. 

4 RéQKe66lovL tÂ.vizalA.z à coz^^lclznt6 p06ltl&6 : Comme bien d'autres 
commodités mathématiques, l'usage des nombres algébriques peut faire ou­
blier la nature des réalités qu'il permet de saisir. En elle-même toute 
quantité n'est-elle pas positive! Ce que A apporte à B n'est-il pas po­
sitif et proportionnel à A? Amoins- que A ne se nourrisse aux dépens de 
B? On conçoit donc qu'il soit souvent naturel d'imposer d'être positifs, 
aux coefficients d'une régression par rapport à des quantités positives: 
du même coup les coefficients de régression se trouveront bornés et, on 
l'a dit, la régression sera protégée. L'algorithme d'approximation au 
sens des moindres carrés sous contrainte positive, étant exactement dé­
crit par P. Cazes qui l'a mis au point, nous nous bornerons ici à des 
principes géométriques et à des exemples. 

Considérons la variable à estimer y et les variables explicatrices 

x ,(y compris éventuellement la constante 1) comme des fonctions réelles 



144 J.P. BENZECRI 

sur un ensemble fini J d'observations, c'est-à-dire comme des vecteurs 

de R : y , x ; et supposons R muni d'une métrique euclidienne di­
te métrique d'erreur (qui sera généralement la racine carrée de la som­
me des carrés des coordonnées ; à moins qu'on ne doive pondérer iné­
galement les divers j, ce qui sera le cas, (cf infra) , si les x3 sont 
des fréquences). En général, Card I < Card J : il y a moins de variables 

que d'observations ; les vecteurs [x |i e 1} forment un système linéai­

rement indépendant dans R ; et l'ensemble des combinaisons linéaires po­

sitives,noté V (x ), est un orthant convexe (e.g. si Card I = 3 on a un 

trièdre) du sous-espace vectoriel V(x ), engendré par les vecteurs 

{xJi | i e 1} dans RJ : 

V+(xJI) = {E{a xJi | i e l}|{a. | ie 1} e R+_ } . 
+ "̂ J 

La recherche du point V le plus proche de y pourra se faire e n 
deux étapes : on projettera y sur V(x ) orthogonalement £u sens delà 
métrique de R ) , suivant un point w qui n'est autre que le résultat 
d'une régression linéaire usuelle, sans contrainte. Puis dans l'espace 
vectoriel V(x ) , de dimension Card I , muni de la métrique induite par 
celle de R , on cherchera le point w de V (x ) qui soit le plus pro­
che de w . Ce problème résolu par P. Cazes rentre dans le cas usuel de 
la recherche d'un optimum sur un convexe ; la difficulté étant d'avoir 
un algorithme de rapidité suffisante. 

Une première classe d'application sur laquelle il n'y a pas lieu 
d'insister est celle d'une régression entre variables essentiellement 
positives, où l'on présume que les variables explicatives xi ne détrui­
sent pas la quantité à expliquer y , mais au contraire y contribuent 
positivement. On pose donc : y « Ea. x ; a. e R . C'est ainsi que P. 
Cazes explique le taux y d'un oligo-élément (e.g. le manganèse) dans 
divers échantillons de roche, par les apports de divers minéraux majeurs 
(e.g. le calcaire, l'argile etc). 

Plus spécifique est l'application aux processus physiques régis par 
une équation intégrale à noyau positif, cadre dans lequel se placent 
plusieurs cas particuliers intéressants. Supposons que l'on ait la for­
mule théorique (ou modèle) : 

f (x) = J Nlx,y) g(y) dy , 
où N, f, g s o n t e s s e n t i e l l e m e n t p o s i t i f s ; e t que , l a f o n c t i o n f(x) é -
t a n t connue expé r imen ta l emen t ( s o i t par un nombre f i n i de s e s v a l e u r s , 
s o i t pa r un t r a c é a u t o m a t i q u e ) , on d é s i r e e s t i m e r g ( y ) . En s u b d i v i s a n t 
l ' i n t e r v a l l e d ' i n t é g r a t i o n e t é l i m i n a n t éven tue l l ement les extrémités i n ­
f i n i e s q u i ne c o n t i e n n e n t que des masses n é g l i g e a b l e s ( I l n ' e s t pas né­
c e s s a i r e de p r e n d r e l e s mêmes s u b d i v i s i o n s pour l e s v a r i a b l e s x e t y : 
on i n t é g r e r a en f a i s a n t usage d 'une s u i t e d ' i n t e r v a l l e s c o n s é c u t i f s é -
gaux en longueur ; p u i s on comparera l e r é s u l t a t à f (x) d ' a p r è s une sub­
divis ion en intervalles de même masse) on obtient un système fini (I e t J sont des en­
sembles f i n i s ) : 

V j e j : f . = E . T N .1 g. , 
i 3 i c i D y l 

où l e s N. s o n t f o u r n i s pa r l e modèle t h é o r i q u e , l e s f. s o n t des d o n ­
nées e x p é r i m e n t a l e s , e t l e s g. son t des inconnues à e s t ime r , tous ces nom­
b r e s é t a n t e s s e n t i e l l e m e n t p o s i t i f s . Si l ' o n é c r i t v e c t o r i e l l e m e n t : 

f j - z { 9 i N J i ± e I } e R J 
on v o i t q u ' i l ne s ' a g i t de r i e n d ' a u t r e que de t r o u v e r l a m e i l l e u r e ap ­

p r o x i m a t i o n d ' u n v e c t e u r f T en combinaison l i n é a i r e positive des vecteurs N1. 
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Quant à la métrique d'erreur dont est muni-R , le choix en est plus ou 

moins sûr. Si les f. sont des fréquences, ou résultent de comptages (f. 

est nombre de fois qu'un certain phénomène s'est manifesté sur le i-ème 

intervalle de l'axe des x) il s'impose de prendre la métrique du x2 : 

IIXjll2 = E{(Xj)
2/f. |j e J} , 

en se gardant, comme toujours dans les calculs de X2, des classes d'ef­
fectifs trop faibles. 

Un exemple relatif à des courbes de fluorescence, traité par M e s ­
sieurs Pages et Turpin au CE.A., est exposé dans la thèse de P. Cazes. 
Une autre application est le problème inverse du lissage (le cas parti­
culier d'une courbe chromatographique a été rencontré par Talfer à la Cie 
de Pont à Mousson). La fonction mesurée f(x) est reliée à une fonction 
sous-jacente g par une diffusion de noyau N. Pour y donné, N(x,y) con­
sidéré comme fonction de x est ici une courbe en cloche, d'aire totale 
1, centrée approximativement en y. Si en particulier N(x,y) = N(x-y,0)= 
K(x-y), on a affaire à une équation de convolution : f = K * g. Ce qui sug­
gère une dernière application à un problème d'ajustement : la décomposi­
tion d'une densité de probabilité empirique en une somme finie d'un nom­
bre aussi petit que possible de densités normales. (Sur ce problème,voir 
l'article [Décomposition] où sont exposées les recherches de P. Cazes et 
A. Schroeder). 

Notons, comme il est d'usage pour une fonction de Dirac <5(x-a)dx, 
la masse unité placée au point d'abscisse a de la droite réelle. Notons: 

N(x - a ;a2) = c~\2-nYin exp(-(x - a)2/(2a2)) 
2 

l a d e n s i t é de l a l o i normale de moyenne a e t v a r i a n c e a . On s a i t que l ' on 
a l e s formules de convolution : 

ô ( x - a ) * 6 ( x - b) = 5 ( x - a - b) 

(masse en a convolée avec masse en b = masse en a+b : c'est la défini­
tion de la convolution): 

ô(x - a) * N(x - b ; c2) = N(x - a - b ; a2) 

N(x - a ; a2) * N(x - b ; T2) = N(x - a - b ; o2 + T 2) 

(la convolée de deux lois n'est autre que la loi de la somme de deux va­
riables aléatoires indépendantes dont chacune suit respectivement l'une 
des lois données : nous ne faisons donc que rappeler, que la somme de deux 
variables laplaciennes indépendantes, a pour moyenne la somme des moyen­
nes et variance la somme des variances. On notera que l'on peut poser 
«S (x) = N(x;0) et se restreindre à la dernière formule). Le problème de 
décomposition peut s'énoncer comme suit : la loi empirique f (x) dx étant 
donnée, trouver une formule d'approximation de la forme : 

f(x) ~ E. T.b.. N(x - a. ; a.
2) = f (x) 

comportant aussi peu de termes que possible. L'énoncé classique est va­
gue, nous proposons la stratégie précise suivante. Supposons que dans la 

2 2 2 -
formule ci-dessus les a. aillent en croissant a.. < c2 . .., f'(x) étant 
décomposée en somme d'une suite de pics de plus en plus larges. S oit 
2 2 

o < a : on a : 
f ' (x) = N(x;a2) E{ (b N(x - a. ; o ? - a2) | j e J} ; 

J J J 2 2 ? 
il est possible de faire la déconvolution par N(x;a ) tant que a <a . 

2 2 

Mais pour o = o le premier terme du quotient de convolution (la somme 

â droite) est b N(x - a ; O) = b (x - a ) ; c'est une masse b placée 

en a.. On essaiera donc par la méthode des moindres carrés sous contrain­

te positive, de diviser la loi empirique donnée f (x) par des N(x;a )pour 
2 2 
a de plus en plus grand. On doit s'arrêter quand, selon le critère du x / 
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2 
l'écart entre f(x) et l'expression approchée de la forme N(x;o ) *g at­
teint la limite du vraisemblable. La densité g présente alors un pic (ou 
exceptionnellement plusieurs) correspondant au b 6 (x - a.) du cas-modè­
le. On retranche ce pic de g, soit g le reste : on opère sur g comme 

on l'a fait sur f ; et ainsi de suite jusqu'à ce que selon le critère du 
2 

X le-reste soit de poids négligeable. On a alors obtenu : 

f ~ N(x;ax
2) *(bx 6 (x - a^ + g^ 

g ^ N(X;T 2
2) *(b2 ô(x - a2) + g2) 

g2* N(X;T 3
2) *(b3 6(x - a3) + g3) ... 

d'où: 5 

f *b1N(x-a1 ; ap + b2 N (x-a2 70̂ +-̂ ) + b3 N(x-a3 ; o^ + T 2 + tp +" 

C'est, croyons-nous, la formule de décomposition cherchée. 

5 Re.man.dUie. : La méthode de l'échantillon d'épreuve utilisée par 
J.-M. Romeder en analyse discriminante (cf [Sep. Corr.] § 6) pourrait ser­
vir en régression : une formule de régression peut, comme une formule de 
discrimination qui en est un cas particulier (le cas où la variable à ex­
pliquer prend ses valeurs dans un ensemble fini ; par exemple un ensemble 
à deux éléments s'il s'agit de discriminer entre deux classes) être éta­
blie d'après une partie seulement des individus disponibles ; le reste 
de ceux-ci (dit : échantillon d'épreuve) étant réservé pour éprouver la 
validité de la formule. 

http://Re.man.dUie

