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Les Cabhiers de I’ Analyse des Données
Vol. III - 1978 - n° 2 - p. 131-146

PROBLEMES STATISTIQUES ET METHODES GEOMETRIQUES
[REGR. GEOM.]

par J.-P. Benzécri (1)

Le présent article éerit en 1970 expose aprés le probléme général de la régres-
sion les principes de deux méthodes congues pour se prémunir contre des résultats il-
lusoires car instables. Ces méthodes ont été développées et appliquées par P. Cazes
qui les a de plus comparées d d'autres méthodes, notamment @ la régression par l'ana-
lyse factorielle des correspondances. Nous publions également dans ce cahier le pre-
mier article d'une série domnant un exposé d'enmsemble de la régression, article di a
P. Cazes et relatif a la régression sous contrainte, et publierons ultérieurement ou-—

tre la suite de la série, des études d'applications particuliéres.

L'énoncé le plus général du probléme de la régression nous parait
&tre ceci : en fonction de ce que 1l'on sait, donner une expression ap -
prochée de ce que l'on ignore. Pour certains, c'est 13 le théme de tou-
te la science, qui n'aurait pour but que de prévoir. Assurément,la ca-
pacité de prévoir est le signe qu'une discipline a atteint un objet ré-
el : c'est par ce crité&re que l'on ré&duit 3 néant tant de prétent ieu-
ses divagations. Mais la fin de la science est autre que de satisfaire
a8 ce critére : elle est de connaitre, non de prévoir. Par deld la dis-
tinction temporelle entre ce que l'on rencontre d'abord, et ce gu'on
prévoit qu'on trouvera ensuite, l'esprit aspire 3 découvrir quelque cho-
se de l'ordre m@me du tout. Voila pourquoi, dans la méthodologie sta -
tistique nous donnons la place d'honneur 3 l'analyse globale des don -
nées. Cependant nous traiterons ici de la régression de l'ajustement et
de l'estimation, qui jouent parfois un réle utile.

D'un énoncé& général, il est rare qu'on passe immédiatement 3 une
technique praticable. Il nous faut délimiter pour la régression un do-
maine qui laisse prise au calcuX. Ce domaine mathématique sera, lui, trop
étroit pour contenir un objet réel : mais nous en tirerons des r &g les
(§§ 3 &4)) qui, prudemment appliquées, contribueront au programme indé-
fini proposé d'abord. Rappelons donc le mod&le probabiliste (§ 1) avant
d'en critiquer la portée ré&elle (§ 2).

1 Le modele probabiliste : Soit Q un espace probabilisé, c'est-a-
dire, en bref, un ensemble sur lequel sont définies les notions de par-
tie mesurable (ou fonction pour laquelle 1'image ré&ciproque de tout in-
tervalle de R est une partie mesurable de Q), et d'élément de volume positif dw,
(ou 8lément de probabilité&), la masse totale de 2 é&tant 1 =J‘Qd"’= 1. Du
point de vue des calculs, on pourra sans erreur interpréter les formu-
les qui suivent comme si Q &tait un cube d'aré&te unité, (ou méme 1l'in-
tervalle (0,1)) muni de 1'élément de volume usuel. Du point de vue des
applications on se reférera au cas ol Q est l'ensemble de toutes les for-
mes possibles de cré@nes de rongeurs ; une forme w étant parfaitement ca-

ractérisée par, disons, 100 mensurations, Q sera un domaine de Rloo,et

la mesure d'une partie A de 2 sera la probabilité& que la forme w d'un
créne tombe dans A.

Un point w de Q est appelé &vénement. Une fonction mesurable (ici,
il s'agira de fonctions & valeurs réelles) sur @ est appelée fonction
aléatoire, ou parfois variable aléatoire : f(w) est la valeur pour l'événement w de
la variable aléatoire f. (Dans l'exemple des cranes, f pourra &tre 1le

volume intérieur, ou le périmdtre etc.). On note Lg (ou, en bref, L2) l'ensemble

(1) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie. Paris.
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des fonctions aléatoires f pour lesquelles 1'intégra1ej9|f(w)|2 dw est
bornée ; L2 est un espace de Hilbert, ol est défini le produit scalaire:
<f,g> = Qf(m) g(w) dw. Un &lément f de L, est appelé communément en a-

nalyse une fonction de carré sommable ; ici on dira plutét : variable a-
léatoire admettant un moment d'ordre 2 fini :

w2 =folewl? dw=181% <
Si fe L2 , £ admet une moyenne, appelé&€ ici espérance mathématique:
Moy (f) = £ =J9f(w) dw = <1,f>.

(ol on a noté& 1 la fonction constante de valeur 1). On appelle variance
de £ le moment d'ordre 2 de f diminuée de sa moyenne :

Var (f) =f9|f(m) - moy(£) |2 aw = m2(f) - |Moy(£)|? ;

La variance Var (f) mesure la dispersion de f autour de sa moyenne;
Var (f) ne s'annule que si f est presque sfirement &gale 3 sa moyenne
Moy (f), i.e. si :

Mes{w|we @ ; £(w) # Moy(f)} =0 ;
en ce cas, dans I.2 (qui est, on le sait, en toute rigueur non un espace

de fonctions mais un espace de classes de fonctions &gales presque par-
‘tout) f ne se distingue pas de la fonction constante Moy(f). On appelle
parfois covariance le produit scalaire :

<f - Moy f,g ~Moy g > =Jﬂ(f(w) - Moy (£f) (g(w) — Moy(g)) dw = Cov(f,qg)

Quant au coefficient de corrélation, c'est dans l'espace de Hilbert
un cosinus : le cosinus de 1l'angle formé par les deux vecteurs f - Moy f
et g- Moy g :
Corr(f,g) = Cov(f,g)/(Var(f) Var(g)'?

Ainsi pour l'analyse du hasard, les notions géométriques familié -
res rec¢oivent des noms nouveaux.

A toute variable aléatoire f est associée une mesure positive de mas-
se totale 1 sur R, appelée loi de probabilité de f. Soit A une partie me-
surable de R, on a :

Prob(f(w) € A) =j{dw|weﬂ ; £(w) e Al}.
(ol on a noté :j{dwlwex} pour SX dw, ce qui évite les superposit ions

d'indices, et est conforme a 1l'usage adopté pour les sammes finies) . Comme le poids
d'une partie A de R pour la loi de f n'est autre que le poids pour dw de

1 i1 semble permis de noter ici ar™! 1a

mesure sur R qu'est cette loi de f. Plus généralement soit fl, f2,...,fn
n variables aléatoires (i.e. n fonctions mesurables sur Q & valeur ré -

1' image réciproque de A par £

elle). On définit une mesure positive de masse totale 1 sur R" appelée
loi conjointe des n variables alé&atoires {fl,..., fn}. Soit A une par -
tie mesurable de R" ; on a :

prob({f}(w),..., £ (W} € A)=

{dojw ¢ @ ; {£Y(w), ..., £%(w)} € A}.

De méme que dans le cas d'une variable, on pourra noter

a(elx...x M1
res fi. (On notera que rien n'impose ici que les fi soient deux & deux
distinctes : si, par exemple, n = 2 , f1=f2

la mesure sur R" loi conjointe des n variables alé&atoi-

=f, la mesure d(fx £)"! au-
ra pour support la diagonale de R2) . Supposons que l'application

(f‘1 X...X fn) de @ dans R" soit injective (ou du moins que soit injecti-
ve la restriction & une partie de Q dont la masse est l): on pourra alors
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identifier @ avec son image dans rR" par (fl X...X fn) , et dw avec
aelx...x Mt

grandeurs réelles fl(m) e ™ (w) (ce qu'on a fait ci-dessus dans 1'exem-
ple d'une forme de créne décrite par 100 mensurations).

; un &vénement w étant caractérisé par la valeur des n

Soit F une fonction de n variables réelles ; et soit n variables
aléatoires fl,..., o ; on a :

QFE @, o, o) au -1

j Fix', ..., x™ a(elx...x £
Rn

1l'espérance mathématique de F peut &tre calculée dans rR" d'aprés la loi
conjointe des fi.

Ceci posé, deux variables al&atoires f et g sont dites J.ndépendan-
tes en probabilité (ou stochastiquement indépendantes) si la loi conjoz.n-

te de {f,g} est le produit des lois de f et de g : ce qu'on écrira d(fg)

= d.f_:l X dg-l. La condition d'indépendance peut encore s'é&noncer direc-
tement sans recourir explicitement & la notion de loi : f et g sont in-
dépendantes_si quels que soient les intervalles A et B de R on a :

{dw|we 2; f(w) ¢ A ; glw) ¢ B} =
{dw|w e @ ;: £(w) eA}xj{deme 2 ;g(w) e B}.

On voit qu'en particulier la constante 1 (ou toute autre constante)
forme avec toute variable aléatoire f, une paire de variables indépen-
dantes.

A la notion d'indépendance s'oppose celle de liaison : deux varia-
bles qui ne sont pas indépendantes sont liées en ce sens que la conais-
sance de la valeur de l'une pour un événement w apporte au moins quel-
ques présomptions nouvelles sur la valeur de l'autre. La forme la plus
extr@me de liaison est la dépendance fonctionnelle que nous considére -
rons d'abord.

On dit qu'une variable aléatoire y est fonction (ou fonction certai-
ne) d'une autre variable aléatoire x, s'il existe une application mesu-
rable F de R dans R, telle que y(w) = F(x(w)) presque partout :

j{dwlweﬂ; y(w) # F(x(w)}=0.
Bornons-nous au cas ol x et y ont un moment d'ordre 2 : x, Yy € L2:

alors x étant donn&, l'ensemble H(x) des y qui sont fonction certaine de
X est un sous-espace de Hilbert (sous-espace vectoriel fermé de L2).Dans

divers cas (notamment si x est bornée, si la loi de x est normale etc),
H(x) est engendré par la suite des variables aléatoires {1, x, x2, ceee o
x",...} (od on a noté x" la fonction puissance n-2me : x"(w) = (x(w)™.

Soit x, y, € L2 : X et y sont stochastiquement indé&pendantes si et
seulement si les sous-espaces H(x) et H(y) se coupent orthogonalement sui-
vant la droite des constantes. Avant de démontrer cela, rappelons lescon-

ditions g&éométrigues d'orthogonalité : f est orthogonale dans Lza la droi

te des constantes si et seulement si <f,1> = 0, i.e. si £ est de moyemne nul-
le ; H(x) et H(y) se coupent orthogonalement suivant la droite des cons-
tantes si et seulement si est satlsfaite l'une des trois conditions & -
quivalentes suivantes :

1° ¥VueH(x), ¥Vve Hly) : <u,l> = <v,1> = 0 = <u,v> =0
2° ¥ ueH(x), ¥ v e Hly) : Cov(u,v) =0
3° ¥Yue H(x), Vv e H(y) : <u,v> = <u,l> ., <v,l>.

(En effet, tous ces é&noncés se raménent 3 celui-ci : deux vecteurs
orthogonaux 3 la droite constante et situés respectivement dans H(x) et
H(y) sont orthogonaux entre eux). Ceci posé supposons x et y indépendants;
soitu, v:u=UX), v=V({y) ;ona:
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= _ -1
<u,v> —Jqu(m) v(w) dw = JRZ U(x) V(y) d(uv)

=f U Viy) dut avt =_£u(m) L xjv(m) a
® 2

la condition 3° est vérifiée . Supposons maintenant que x et y ne sont
pas indépendants. Alors il existe deux intervalles réels A etB de R tels
que : -

j {dw|weQ; x(w) € A ; y(w) e B} #
j{dwlm e 9; x(w) ¢ A} x J{dw|we 9 ; y(w) e B} .

Dé&signons par U et V les fonctions caractéristiques de A et B res-
pectivement (e.g. U vaut 1 sur A et est nulle sur R-A) ; soit u=U(x),
v=V(y). L'inégalité ci-dessus peut &tre récrite comme suit :

Qu(m) v{w) dw # )yulw) dox jnv(m) dw

et la condition 3° n'est pas vérifi&e. On a ainsi &tabli 1'é&quivalence
entre : x et y indépendants, d'une part, et H(x) et H(y) orthogonaux d'au-
tre part.

Soit {x1 y+.., x"} une suite de n variables aléatoires : on a le sous-
espace de Hilbert H({xl,...., xn}) , ensemble des variables aléatoires u
qui peuvent s'exprimer comme fonction composée U(xl(w) Y xn(m)) des x-

Soit X une partie quelconque de ton a le sous-espace H(X), fer-
meture de la réunion des H(F) ol F désigne une partie finie quelconque

de X : F = {xl,..., x"} < x.

Dans le cadre géométrique fourni par L2 , on va maintenant placer di-
verses notions de régressions. Soit y e L2 , une variable aléatoire : on
se propose d'approcher y en fonction d'autres variables alé&atoires (gé-
néralement appelées : variables explicatrices). Soit z ¢ L2 , on considé-
rera comme mesure de l'écart entre y et z le moment d'ordre 2 :
lly-zll2 =59|y(w) - z(w)] 2 du. C'est ce qu'on appelle faire 1'approxima-
tion au sens des moindres carrés. Soit V une partie convexe fermée de L2:
on sait qu'il existe dans V un v unique rendant minimum le carrxé de 1'é-
cart Iy-vl2 ; vV est appelé la projection orthogonale de y sur V. Soit
{xl,..., x®} un systéme fini de variables aléatoires : V({xl,..., <1 ,
ensemble des combinaisons linéaires des xl, est un sous-espace fermé de L2 B
dont la dimension est inférieure ou égale a n (inférieure & n si les xi
sont liées par une relation lin&aire). Projeter orthogonalement y sur V({xl,..., 1,
c'est trouver la meilleure approximation de y en combinaison linéaire
des xi , ou encore faire une régression de y par rapport aux xi: on a les
coefficients a; de la formule de régression y = Zai xi, en résolvant un systéme li-
néaire dont les coefficients sont les carrés de norme et les produits
scalaires des vecteurs y et xi (cf[Alg. Eucl.], TII B n° 12 § 2).

On aura la meilleure approximation de y en fonction quelconque des

x* en projetant orthogonalement y sur le sous-espace H({xl,..., x™}) ci-
dessus défini. Nous parlerons ici de régression fonctionnelle. Si l'on
accepte le modéle probabiliste, et qu'on suppose celui-ci exactement dé-
terminé (hypoth&ses certes peu réalistes !, cf infra § 2) cette nouvelle
approximation l'emporte en général de beaucoup sur la précédente : mais
elle est définie par un systéme linéaire infini, en sorte que les appli-
cations pratiques de la régression fonctionnelle, comporteront nécessai-
rement des développements limités.
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Examinons particuliérement la régression de y en fonction d'une seu-
le variable aléatoire x (3 laquelle nous adjoindrons la constante 1), No-
tons :

Yy = Moy(y) + y' : x = Moy(x) + x'.

Pour la régression linéaire on a :
y = Moy (y) + Var(y)?Corr(x,y) Var(x) ¥? (x - Moy (x))
y = Moy(y) + v' = v

Notons Corr(x,y) = cos® ; la régression linéaire s'explique alors
sur la figure ci-dessous :

5 ¥

M(y)
=Mw) W

) .
(o} o’ x’
ol l'on voit de plus que :
ly - vi2 = ly' - vii? = iiy'i? sin%e

= Var(y) (1 - Corr(x,y)z)
La régression fonctionnelle s'effectue en projetant orthogonalement
y sur H(x). Soit w la projection de y. Parce que H(x) contient la droite
des constantes on a : Moy(y) = Moy(w) : cela résulte du théoréme des trois
perpendiculaires (la moyenne d'une fonction n'est autre que sa projec-
tion sur la droite des constantes).

2

Si l'on note v l'angle aigu fait par le vecteur y' avec H(x) (i.e.
1'angle des deux vecteurs y'=y-M(y) et w'=w-M(y)) il vient :

ly - wi? =py* - w2 = var(y) sin’e

On a toujours : sinqu < sin26, car la régression fonctionnelle ne
peut qu'améliorer la régression linéaire. On peut appeler cosy : coeffi-
cient de corrélation fonctionnelle de y avec x (ou, mieux, avec H(x)) :
c'est le maximum de la corrélation entre y et une fonction (certaine)de
la variable aléatoire x. On prendra garde que ce coefficient de corré-
lation ne dépend pas symétriquement de x et de y. Pour le voir, suppo-
sons que y est une variable al&atoire de moyenne nulle dont_la loi est
symétrique (e.g. une variable normale centrée) et que x = yz.Toute fonc-
tion de x a un coefficient de corrélation (usuel) nul avec y :y' est or-
thogonal 3 H(x) ; tandis que x appartient évidemment 3 H(y). Pratiquement,
on 1'a dit, on ne peut effectuer de régression fonctionnelle, mais on
effectuera,e.g., une régression polynomiale de degré n choisi : on pro-
jettera y sur le sous-espace vectoriel engendré& par {1, x,..., x"} (cf
[{Alg. Eucl.] § 2.2.2).

Pour conclure confrontons les notions de liaison, corrélation, ré-
gression linéaire, régression fonctionnelle. Si x et y ne sont pas liés,
(sont stochastiquement indépendants) H(y) et H(x) sont orthogonaux, yet
x sont non corrélés (Corr(y,x) =0) et il n'y a pas de régression possi-
ble, méme fonctionnelle, de y par rapport & x, sinon en posant y= Moy (y).
Si y et x ne sont pas stochastiquement indépendants, c'est qu'ils sont
en un certain sens liés ; pourtant, on peut avoir Corx(x,y) =0 ; et il se

peut méme (cf supra x=y2) que la projection orthogonale de y sur H(x)
soit Moy(y) : donc qu'il n'y ait pds de régression fonctionnelle possi-
ble (de y en fonction de x). Mais puisque H(x) et H(y)ne se coupent plus
orthogonalement suivant la droite des constantes, on peut trouver dans
H(x) et H(y), u=U(x) et v=V(y) ayant moyenne nulle et corrélés entre
eux (Corr(u,v) > O) : et c'est d'ailleurs une sorte de probléme d'ana-
-lyse factorielle que de déterminer de tels u, v de corrélation ma xima
cf thése P. Cazes analyse canonique). Enfin si Corr(y,x) est non-nul, la
régression lindaire de y en fonction de x conduit 3 un résultat non tri-
vial (3 une approximation de y meilleure que Moy y). On sait que 1'ab-
sence de corrélation : Corr(y,x) =0, n'est qu'une condition nécessaire
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d'indépendance, non une condition suffisante. Pourtant on assimile volontiers absen-
ce de corrélation 3 absence de liaison, sans songer que dans H(x)le sous-
espace des é€léments non corrélés a x est de codimension 1 (i.e. presque
toute fonction de x est non corrélée a x!) : et y songe-t-on qu'il res-
te difficile d'exprimer avec justesse et concision, au terme d'une &tu-
de concréte les liens entre variables ou entre facteurs...

2 Les faits statistiques : Quant aux applications, deux questions
se posent. Le modéle probabiliste est-il conforme aux phé&noménes étudiés?
La connaissance que nous avons de ces phénoménes permet-elle de faire des
calculs de probabilités ?

Nous l'avons dit ailleurs (cf Principes TII A n° 1 § 1°),il exis-
te dans la nature trois types de lois probabilistes.

a) Les lois de symétrie.

b) Les lois ergodiques.
c) La mécanique quantique.

Dans les données soumises au statisticien, les symétries géométri-
ques simples ne jouent pas un rble important ; les phénom@nes quantiques
ne sont pas l'objet de cette &tude. Il reste donc la possibilité que les
processus complexes &tudiés soient ré&gis par des lois ergodiques, expri-
mant sous forme probabiliste 1'équilibre de multiples causes. Le domai-
ne des lois ergodiques est sans doute vaste : il s'en faut toutefois de
beaucoup qu'on puisse concevoir l'existence de probabilités objectives
partout ol l'on fait usage de modeles probabilistes. De quoi nous donne-
rons deux raisons.

D'une part, on postule souvent qu'ont une probabilité d'é&tre vraies
des assertions mal définies. Exemple : probabilité& qu'il fasse beau de-
main ;est-ce la probabilité qu'il fasse beau un quatorze juillet (3j'é-
cris le 13) en telle ville? Ou la probabilité qu'au lendemain d'un jour
d'été ensolleillé tel qu'aujourd'hui il n'éclate point d'orage ? A la li-
mite, si l'on précise parfaitement les conditions d'aujourd'hui, demain
aussi est rigoureusement fix& et il n'y a plus doute mais certitude.

D'autre part, lors méme qu'un domaine naturel est défini sans am-
bigulIté (e.g. probabilité& pour qu'un artisan cordonnier laisse l'é&chope
d son fils), les conditions peuvent se modifier trop vite pour que 1l'é-
quilibre de causes infimes, présupposé par les lois ergodiques, soit ja-
mais atteint. Peut-on faire un mod&le théorique de 1l'é&conomie francaice
alors que, disons, le tiers des variations de prix est acquis au cours
de crises qui, telles celle de 1968, ne relédvent pas d'un type général?

Mais les conceptions probabilist: s sugg@rent des opérations algé-
briques et permettent d'en évaluer la portée. C'est de ce point de vue
que nous chercherons des bases pour la régression. Dans les §§ suivants
nous proposons deux méthodes de calcul protégées contre les erreurs;ces
méthodes (cf P. Cazes, thé&se) ont d&ja fait leurs preuves. Ici nous rap-
pellerons seulement 3 quels résultats absurdes on peut &tre conduit si
1'on calcule d'aprés des é&chantillons finis comme on le ferait légiti-
mement sur des lois décrites mathématiquement.

Considé&rons les calculs de.régression linéaire : ce sont des réso-
lutions de systémes linéaires dont les coefficients sont des covarian-
ces (ou des coefficients de corrélation) ou des moyennes. Covariances et
moyennes ne sont connues, d'aprés un &chantillon, qu'avec imprécision .
Désignons par y une variable aléatoire pour laquelle on cherche une for-
mule de régression linéaire (y *w = £ a; x1) en fonction de n variables
aléatoires {xl,..., x5, ..., X1, (y compris la constante 1). En langage

géométrique, dans 1l'espace Ly, w= z a; x*

de y sur le sous-espace endgendré par les xt ; et les données (coefficients
des équations) sont les produits scalaires (covariances) :

{<xt

est la projection orthogonale

i? R i
s ¥ >]i, i'=1,..., n} ; {<y,x>>|i=1,..., n} .
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La projection orthogonale w est d'autant plus mal connue que le sous-
espace V({xl,..., x"}) est moins bien déterminé par les xt qui l'engen-
drent ; ce qui est le cas si p des xi satisfont approximativement 3 une
relation linfaire. L'exemple le plus simple est celui de la projection de y

sur V({x1 B xz}) , quand x1 et x2 sont presque colinéaires : du faitdes er-
reurs, (analogues aux erreurs graphiques bien connues de ceux qui ont fait des épu-
res), le plan V n'est guére mieux déterminé que comme un plan arbitrai-

re contenant le vecteur xl. Accidentellement, il se peut que y paraisse
étre contenu dans V, alors qu'en fait il lui est orthogonal ; on &tabli-

ra une formule de régression y=a x1 + a, x2 , dont les coefficients a

1 1
et a, seront trés élevés, puisque xl et x2 sont quasi-colinéaires, et
1 2

qui n'aura aucun sens. Ci-dessous on a figuré un cas ol n=3 : x~ et x
ne différent de x° que par des erreurs ; on a en fait : <x1,y>=<x2,y>=0;

cos(x3,y) =+2/2. Il semble que y appartienne au plan V({ x1
2

,x2}) et qu'on
ait : y = 4x1 -3,5%" ; mais le plus sage serait d'estimer y par sa pro-
jection sur l'axe x3 t y = (2/3) x3 , bien que cos(x3,y) = 2/2.

¥

A
%
x°

pk 2

Il est instructif de présenter d'une autre maniére le méme argqument.
Expérimentalement, on ne connait pas l'espace probabilisé Q , (cf § 1) ;
on ne connait qu'un ensemble fini d'événements : soit J ¢ Q ; cardJ=m.

Les fonctions aléatoires y, x* ne sont pas connues comme des fonctions
sur Q , mais seulement comme des fonctions sur J, dont les valeurs sont
entachées d'erreurs : y est assimilé 3 yJ= {y(3)]|3ed} e rRY. Les pro-
duits scalaires tels que <y,xi> sont remplacés par des sommes finies,

ou produits scalaires dans RJ (muni de la norme : moyenne des carrés des
coordonnées) : i i J ig

<y, x> = {y(j) x (§)/m| j eI} = <y",x" ">

C'est dans r’ qu'on calcule les projections orthogonales,qu'on cher-

che une expression linéaire approchée de yJ en combinaison linéaire des

le. Considérons en particulier le cas extréme ol n 2 m: si m est grand,
(e.g. m=200), les coefficients de corrélation et les moyennes, détermi-
nés sur des échantillons nombreux,. sont connus individuellement avec
précision. Pourtant la formule de régression court grand risque 4' étre
dépourvue de sens. En effet, hormis le cas exceptionnel oll une relation
linéaire exacte existe entre les n vecteurs le, ceux~-ci engendrent r7:
yJ est donc une combinaison linéaire des xiJ, méme si la valeur exacte

de tous les produits scalaires <y,xi> est zéro. On a toujours une for-
mule de régression qui parait excellente, mais celle-ci peut n'é&tre cal-
culée que sur les fluctuations de quantités nulles. Ici la cause fon-
damentale d'erreur est qu'on tente de faire une régression par rapport

d autant ou plus de variables x* qu'il n'y a d'individus (ou d'événements) j ;.
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on se protégerait en réduisant le nombre n des variables explicatrices
par une analyse factorielle.

Le cas le plus absurde est celui de la régression polynomiale pous-
sée au dernier degré&. Soit y et x deux variables aléatoires indépendan-
tes. Supposons que sur un ensemble J d'é&vénements la variable x prenne
des valeurs x(j) toutes deux & deux distinctes. Alors toute fonction z
sur l'ensemble J peut &tre considérée comme une fonction composée de la
fonction x ; et ce d'une infinité de maniéres, car on a : z(j) =2(x(3)),
oQ Z désigne une fonction réelle d'une variable réelle dont les valeurs
z (j) ne sont déterminées que pour les valeurs x(j) de la variable. En parti-
culier il existe un polyndme d'interpolation de degré m-1, (m=cardJ),
tel que : i
¥ied:y(d) =za x| =0, 1,..., m-1}.

Formule de régression polynémiale qui est absurde car, on l'a dit,
y et x sont indépendants en probabilité.

Dans la suite, nous nous efforcerons de protéger les calculs de ré-
gression contre les résultats absurdes dont on a donné ici les exemples.

3 Régression Linéaire par napport & des variables entachies d'ewieurs:

On a vu au § 2 qu'une combinaison linéaire de variables explicati-
ves affectées de forts coefficients et se soustrayant entre elles, peut
n'étre qu'un conglomérat d'erreurs dont la coincidence avec la variable
3 expliquer est toute fortuite. D'oll 1'idée de protéger la régression en
bornant les valeurs absolues des coefficients. Au § 4 on considére, d'a-
prés P. Cazes, le cas ol, les variables aléatoires étant essentiellement
positives, il est naturel aussi d'imposer que les coefficients de régres-
sion soient tous positifs ; ce qui &limine radicalement les combinaisons
soustractives dépourvues de sens. Ici nous nous plagons dans le cadre
d'un modéle d'erreurs assez commun, qui sans mériter en lui -méme une
confiance absolue, suggére une régle pour borner les valeurs absolues des
coefficients de régression.

Soit I un ensemble fini de variables aléatoires. Posons que la va-
leur xi de la i-éme variable est la somme des deux variables aléatoires:
un terme qu'on appellera vrai et notera vi et une erreur de moyenne mul-
le, ou reste, noté ri. Ad@ettons que les ri soient indépendants entre

eux et indépendants des vt ; et désignons par (el)2 la variance de ri,
variance que dans la suite nous supposerons avoir estimée, (par exemple
en comparant des mesures répétées sur un méme &vénement). Si, en parti-
culier, l'une des variables considérées, x°, est la constante 1, on a :
o o o o 2
X =v =1, r =0= (e )".
Chercher une formule de régression linéaire de l'une des variables
v' en fonction des mesures des autres :

. .
vi o~ pfag, x0 |it e T it # i),

revient 3 chercher une combinaison linéaire z = Z(ai, xt | i' € I} dont

le moment d'ordre 2 soit minimum, sous la contrainte a; = -1 : le moment

d'ordre 2 de z sera le moment d'ordre 2 de l'erreur sur vi {erreur com-
Y :

a Z{ai. xi | i' # i}), augmenté de (el)z.Nmm som-

mes ainsi conduits au probléme suivant : d'aprés un ensemble fini Jd'ob-

. - i
mise en assimilant v

servations (cardJ = m) (i.e. un tableau de nombres xJI= {xji]je J,ieI},
ol xJi est la valeur mesurée de la variable i sur 1'é&vénement j) esti-
mer le moment d'o;dre 2 d'une combinaison liné&aire z = Zai xi ( les va-
riances d'erreurs (91)2, étant, répétons-le, fixées une fois pour toutes).
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D'une part, on peut estimer Mtz(z) sur l'ensemble J d'observations:
ut?(z) ~ (1/m) 35 (292 =
Folla M 1eDP | 5 ¢ B =qla;, ap) ;

ol on a noté q la forme quadratique (forme b111néa1re symétrique) sur R
dépendant du tableau xJI des observations, et dont les coefficients sont :
rgn 3 1] "II' .
qi i (1/m) Tt 3 |5 €3} .
D'autre part, la variance de z est bornée inférieurement par la va-
riance d'erreur :
1,2 2 . 2
Var(z) = £{(e™) a; Ji e I} = ¢ (ap , ap)

d'ol pour Mtz(z) la majoration :
me?(z) > e?(ay, ay) + Moy(z)?

oll 1'on peut estimer Moy(z) par (1/m) ):zj Ce que suggére l'estimation
suivante : 2
Mt“(z) = sup(qlaj,a;), € (aI,a )+ g z3/m)?).

Sous des hypothéses de normalité (hypothéses rarement Justifiables,
mais commodes pour justifier des calculs) , on trouve cette estimation au
terme d'un calcul de maximum de vraisemblance, que nous donnonsici 3 ti-
tre d'exercice. Cherchons parmi toutes les lois normales de moyenne quel-

conque b, et de variance 02 supérieure ou égale a ez(aI ’ aI) celle qui

a le plus de chances de conduire 3 1'échantillon des valeurs observées pour z. On
doit rendre maximum le produit des densités.

m{2n " 671 exp(-(z3 - b)2/(20%) |5 ¢ I} ;

ou encore : N :
o™ exp(( - >:j(z3)2 +2p1y 2 - mb?)/26%).

Pour o donné, .la valeur optima de b est celle qui rend maximum :
2b).‘.j zd - mb2 ; d'odl : b = Zj zj/m ~ Moy z.
La valeur optima de 02 est maintenant celle qui, sous la contrain-
te d'étre supérieure a :-:2,_ rend maximum :
o™ exp((-Zj (z9)%+ n b?) /202)
en dérivant logarithmiquement il vient :
oz = sup(e?, (z5(27)%/m) - %) ;

d'ol pour Mt (z) ,8quivalent & b2+ 02 1l'estimation suggérée plus haut.
(On pourrait objecter que la variance d'une variable normale est systé-
matiquement sous-estimée par les calculs de maximum de vraisemblance ;
mais d'une part l'erreur relative é&tant de 1/m, peut &tre négligée ici ;
d'autre part nous nous intéressons non i la variance, mais au moment

d'ordre 2, pour lequel en tout &tat de cause (l/m)E.(zJ) est le meilleur estimateur
sans biais).

Revenons maintenant au probléme de régression : sous la contrainte
a; = -1 (pour un i donné), trouver ag rendant minimum l'estimateur adop-

té ci-dessus pour Mt:z().‘.ai xi) . Remarquons d'abord que si la constante 1
se trouve parmi les xi, (soit 1 = x°), 1'optimum correspond certainement
4 une valeur de a, telle que I. zj O : car les autres a; res.tant constants,
ce choix de a, rend minimum & la fois q(aJ ’ aJ) et 52+ (L zJ/m)z. Dans

la suite, simplifiant ainsi l'écriture sans restreindre le domaine des
applications, nous supposerons que les variables mesurées x (tant la va~

riable 3 expliquer x", que les variables explicatrices {xt |1 #i}) ont
€té réduites, par addition d'une constante, & avoir moyenne nulle et que
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la constante 1 n'est plus parmi les x. L'on doit donc trouver, sur 1'hy-
perplan H, = {a; |a a; € Ry ; a; =-1}, le minimum du sup des deux formes qua-

dratiques que nous avons notées q(a , a ) et € (aI rag )} . Avant de cher-
cher un algorithme 4'approximation, considérons le probleme géométrique
La forme quadratique ez est définie positive (car les (ei)2 sont tous
positifs, toute mesure é&tant entachée de quelque erreur) dans Hi ’
€ (aI ’ aI) est minimum au point -5t (ai=- st i< ; et les autres
=-&" i = 0).

Si on munit H

ay

i de la structure euclidienne dé&finie par 52, on peut
se représenter les surfaces (plus exactement les ensembles) de niveaux
de € (aI , a ) dans Hi , comme des sphéres (ou hypersphéres) concentriques
de centre ( -st ). La forme quadratique g est positive ; et elle est gé-

néralement défim.e positive, sauf au cas exceptionnel oll certains des xi
satisferaient exactement une relation linéaire. Dans Hi la forme q(aI,aI)

atteint son minimm en un point oy qui n'est autre que la solution du problé-

me de régression linéaire usuel (au cas exceptionnel ol q est dégénérée,
le minimum dans Hi est atteint sur toute une sous-variété& linéaire, que
nous noterons Ai : Ai c Hi) . Les ensembles de niveaux de g sont dans Hi
I (Si q est dégénérée,on a des
cylindres elliptiques dont les génératrices sont paralléles & Ai,et dont
les sections transverses ont leur centre sur Ai ’
nous restreindrons & la sous~-variété linéaire H'i issue de (- 6 ) dans
I-Ii perpendiculairement & Ai en un point que nous noterons uI:le m:m:.mum

cherché se trouve certainement dans l’-l'i , ol le probléme se retrouve tel

des ellipsoides concentriques de centre a

axe du cylindre ; désorma:.s nous

qu'il est dans H si g n'est pas dégénérée).

Si € (u s a ) < q(a , o ), le minimum cherché est atteint en uI:la
régression 1inéa1re usuelle est acceptable. Le cas : .
R O LA R S o M LR R L .
n'est pas & envisager, car la variance de l'erreur sur la variable x ne

Var x

peut étre postulée inférieure & la variance empirique de xi, évaluée sur
1'échantillon J. La méthode de régression proposée ici ne différera donc
de la régression linéaire usuelle que dans le cas oll 1'on a simultané-
ment : 2
qlap s ap) < e"(ap,ap)

(81)2 - E:2(_ aiI I-GJE[)<q(' 611' 611)

le minimum cherché est alors supérieur 3 la fois a (el) et a q(u ,uI) :
et il est atteint en un point BI situé en gquelque sorte entre oy et - 6 T
Cherchons BI‘

Pour toute quantité positive n2 notons :

2, _ . 2 2
B(n“) = laIeHi i e“(ap,ap) sn%}
2 2
E(n”) = {a; |la; ¢ H; ; qla;,ap) <0’}
Si n2 < (ei)z, B(nz) est vide ; sinon c'est une boule decentre(-6 )

et de rayon (n2— (-e:i)z)"z . Si n2 < q(&I s Op ), E(n ) est vide, sinon c'est

un ellipsoide (solide, plein) de centre o (Les termes distincts de sphére

I



[REGR.GEOM. ] 141

et d'ellipsoide ne doivent pas nous masquer le fait que les deux formes
q et 82 jouent dans notre probléme des rdles symétriques. Si nous avons

choisi plutdt 52 pour métrique euclidienne c'est d'une part parce qu'elle s'é-
crit simplement comme une somme de carrés, d'autre part parce qu'elle
n'est pas comme g sujette 3 dégénérescence. Quant 3 1l'usage méme du lan-
gage euclidien, il nous aide & bénéficier ici de notre exp érience de
1'espace) .
Soit m2 défini par :
2 . 2 2 2

m“ = inf{n“[n ¢ R ; B(M°) n EM") #81} ;

m2 est le minimum, dans H , de supl(q, (-:2) ; et ce minimum est atteint en
un point unique 8, : {B } = B(mz) n E(mz) . Cette construction peut s'ex-
pliquer ainsi : si B(n ) n E(n ) = @, on a partout dans H, sup(q,e€ )>n2;

on fait donc croitre n2 jusqu'a ce que B(n ) et E(n ) se touchent ; et ce
premier contact a lieu en un point unique car boule et e111p501de sont
des convexes sans facette linéaire. De plus, BI se trouve sur la quadri-

que S (hypersurface de Hi) d'équation :

s = {aI | ap € H; ; qlap,ap) = sz(aI,aI)} ;
quadrique qui possédera généralement des nappes infinies ; et BI est le
point de S le plus proche de (- st ) (car, sur S, supl(q, 62)— 2 n'est au-
tre que le carré de la distance a (-8t ), augmenté de la constante (EJ') )
Parmi les pieds des perpendiculaires issues du point (-8 I) a la quadl::.que s BI est

le seul qui soit intérieur 3 la sphére de diamétre [o_ ,- éll_'l. En effet

I r
soit Yy € S tel que Yq + 6 so:.t le vecteur normal &8 S en Yr i en vq
sont tangents deux convexes E(n ) et B(n ) ; ces deux convexes sont si-

tués de part et d'autre de leur plan tangent commun en Y si et seul e-
ment si l'angle formé en Yp par les deux segments [YI r Oq ] et [YI ) 1_'I
est obtu ; c'est-a-dire si Yq appartient & la sphére de dlamétre

[uI ,= 6 ], et alors Yo n'est autre que 6 . Cette propriété aidera a
suivre l'algorlthme de recherche de BI

Signalons ici une particularité géométrique, dont il est toutefois
difficile de faire usage pratiquement : BI se trouve sur la courbe C lieu

des pieds des perpendiculaires issues de (- 5 )aux ellipsoides E(n ) .

Il est classique que cette courbe admet une équatlon paramétrigque sim-
ple, que nous allons rappeler ici. Supposons que l'on ait pour ay € Hi:

_ _ 2,2 . vy,
q(aI'aI)_q(aI’aI)+Z{(ai' ail) /biv ll e I'} H
ol on a noté I' = I - {i} : on peut toujours se ramener 3 ce cas en pre-
nant pour axes de coordonnées les axes de la forme g (dans la métrique

82) . La normale en un point a. & la surface de niveau de g (dans Hi) a

I
pour vecteur directeur :

nIl = {(ail - l)/b |i' € I'}
cette normale passe par (- 61I) si les vecteurs n et (a + 6 ) sont pro-
portionnels. D'ol 1'équation de la courbe C en fonction du paramétre ré~
el t :

¥ i' € I' : (ai,- ..)/b = ta H

¥i' e I' : ag, = J_./(1-1:b .).

Cette &quation paramétrique est trés simple et semble devoir per-

mettre de définir B; comme le point d'intersection de Cn S le plus proche
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de -GiI. Mais dans la pratique l'on n'est pas dans un systéme d'axes fa-

vorable ; un changement d'axes semble cofiteux ; dans des axes quelcon -
ques, l'équation de la courbe C est :

s
vi' eI :x{gt'? 4
et il n'est pas facile d'avoir en fonction explicite de t la solution de
ce systéme linéaire.

(a - ain) !i“ € I'} = tai, H

Nous sommes maintenant 3 mé&me de suggérer un algorithme itératif de
calcul pour BI. Ici, nous identifierons Hi a RI' : en effet tout point a;
de Hi a(-1) pour i-&me composante, on peut donc se borner a aI.={ai|ie I%;
ainsi le point - 611 est identifié& & l'origine OI' de R

toutes les coordonnées sont nulles). Dans R

I (vecteur dont

un point ar, de la quadri-

I.
que S satisfait & 1'équation : .
Hq™® a, a |k,he1-20{a ") he 13 +gt - €22l Zaner')=0

c'est l'éguation q(aI ' aI)"- ez(aI ’ aI) = 0, ol l'on a remplacé a; par sa

valeur -1 . Nous noterons désormais S(a. ) le polyndme inhomogéne du se-
’

I
second deqré, équation de S. Dans RI' muni de la structure euclidienne

définie par 5:2 : le gradient fournit un vecteur normal & S au point ar, @
. ' it =2
Npv(ap,) = {(Na|i'eI'}N, = (e7 ) “3S(ag.)/a;, -
On cherche, & l'intérieur de la sphére de diamétre Oa,(i.e.
[—GiI ’ aI]), le point B de S le plus proche de O. Pour cela on construit

une suite B°, 81,... Bn. Le point B° est l'intersection avec S du seg-
ment Oa (cette intersection existe et est unique, sous les hypothéses
11 et o). Reste & dire cam~
. On se place dans le plan P” = [0 Bn,Nn]dé—

fini par le segment 08" et la normale en 8" 3 S. Il serait agréable de
Bn+1

faites quant aux valeurs de g et ez en O = -§

ment on passe de B" a Bn+1

prendre pour le point de la conique P"a S, (courbe ordinaire dans

le plan [OBn,Nn]) le plus proche de 0 ; mais le calcul précis d'un tel
point est colteux. Le plus simple est sans doute de se déplacer sur S &

partir de 8" dans la direction T" intersection de P" et de l'hyper plan
tangent a S :

T = -7 + (<g" . N7 5>/ IN7I) N7
(ol on a noté B" le vecteur 08" et ol produit scalaire et norme s'enten-

dent au sens de la métrique sz) ; on prendra un point Bn+1=(1-u)sn+ tTn;
la quantité du premier ordre t, et. la quantité du second ordre u étant
choisies de sorte qu'en restant sur S on se rapproche de O.

4 Reégression kinlaire & coefficients positifs : Comme bien d'autres
commodités mathématiques, l'usage des nombres algébriques peut faire ou-
blier la nature des réalités qu'il permet de saisir. En elle-méme toute
quantité n'est-elle pas positive! Ce que A apporte & B n'est-il pas po-
sitif et proportionnel & A? Amoins' que A ne se nourrisse aux dépens de
B ?0n congoit donc qu'il soit souvent naturel d'imposer d'étre positifs,
aux coefficients d'une régression par rapport 8 des quantités positives:
du méme coup les coefficients de régression se trouveront bornés et, on
1'a dit, la régression sera protégée. L'algorithme d'approximation au
sens des moindres carrés sous contrainte positive, étant exactement dé-
crit par P. Cazes qui l'a mis au point, nous nous bornerons ici & des
principes géométriques et 3 des exemples.

Considérons la variable 3 estimer y et les variables explicatrices
x*, (y compris éventuellement la constante 1) comme des fonctions réelles
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sur un ensemble fini J d'observations, c'est-3a-dire comme des vecteurs

de RJ : yJ ’ le ; et supposons RJ muni d'une métrique euclidienne di-

te métrique d'erreur (qui sera généralement la racine carrée de la som-
me des carrés des coordonnées ; & moins qu'on ne doive pondérer iné-

galement les divers j, ce gui sera le cas, (cf infra), si les x31 sont
des fréquences). En général, CardI <CardJ : il y a moins de variables

que d'observations ; les vecteurs {xJi|i ¢ I} forment un systéme linéai-
rement indépendant dans RJ; et l'ensemble des combinaisons linéaires po—
sitives,noté V+(xJI) , est un orthant convexe (e.g. si CardI =3 onaun
tr:.édre) du sous-espace vectoriel V(x ), engendré par les vecteurs

11ie1} dans R’ .

v ) =(zla, x7 [ se1d{a [ icT} € R ) -

La recherche du point V+ le plus proche de y pourra se faire en
deux étapes : on projettera y sur V(x ) orthogonalement @u sens dela
métrique de RJ) , suivant un point wJ qui n'est autre que le résultat
d'une régression linéaire usuelle, sans contrainte. Puis dans 1l'espace
vectoriel V(xJI) , de dimension Card I , muni de la métrique induite par
celle de RJ, on cherchera le point w+J de V+(xJI) qui soit le plus pro-

che de wJ. Ce problé&me résolu par P. Cazes rentre dans le cas usuel de
la recherche d'un optimum sur un convexe ; la difficulté étant d'avoir
un algorithme de rapidité suffisante.

Une premi&re classe d'application sur laquelle il n'y a pas lieu
d'insister est celle d'une régression entre variables essentiellement
positives, ol l'on présume que les variables explicatives xi ne détrui-
sent pas la quantité a expliquer y , mais au contra:.re y contribuent
positivement. On pose donc : y = Zai xl iaye R . C'est ainsi que P.
Cazes explique le taux y d'un oligo-é&lément (e.g. le mangané&se) dans
divers échantillons de roche, par les apports de divers minéraux majeurs
(e. g. le calcaire, l'argile etc).

Plus spécifique est l'application aux processus physiques régis par
une équation intégrale & noyau positif, cadre dans lequel se placent
plusieurs cas particuliers intéressants. Supposons que 1'on ait la for-
mule théorique (ou modéle) :

£00) = NeGy) sy ay

ol N, f, g sont essentiellement positifs ; et que , la fonction f(x) é-
tant connue expérimentalement (soit par un nombre fini de ses valeurs,
soit par un tracé automatique), on désire estimer g(y). En subdivisant
l'intervalle d'intégration et &liminant é&ventuellement les extrémités in-
finies qui ne contiennent que des masses négligeables (Il n'est pas né-
cessaire de prendre les mémes subdivisions pour les variables x et y :
on intégrera en faisant usage d'une suite d'intervalles consécutifs &-
gaux en longueur ; puis on comparera le résultat 3 f(x) d'apr&s une sub-
division en intervalles de méme masse) on obtient un systéme fini (I et J sont des en-
sembles finis) :
i

¥ jeg : £, =1, N, g. .
i 3 ieI 3 i
ol les Nj sont fournis par le modé&le théorique, les fj sont des don-
nées expérimentales, et les gi sont des inconnues & estimer, tous ces nom-
bres étant essentiellement positifs. Si l'on écrit vectoriellement :
£f; = If{g, N; lleI}sRJ
on voit qu'il ne s' ag1t de rien d'autre que de trouver la meilleure ap-

proximation d'un vecteur fJ en combinaison linéaire positive des vecteursN;.
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Quant & la métrique d'erreur dont est muni- RJ + le choix en est plus ou
moins sfir. Si les fj sont des fréquences, ou résultent de comptages (fj
est nombre de fois qu'un certain phénom&ne s'est manifest& sur le i-&me
intervalle de l'axe des x) il s'impose de prendre la métrique du x2 :
2 _ 2 .
Ix 1< = z{(xj) /fj [3 ¢ 3},

en se gardant, comme toujours dans les calculs de XZ, des classes d'ef-
fectifs trop faibles.

Un exemple relatif & des courbes de fluorescence, traité par Mes-
sieurs Pagés et Turpin au C.E.A., est exposé dans la thaése de P. Cazes.
Une autre application est le probléme inverse du lissage (le cas parti-
culier d'une courbe chromatographique a &té& rencontré par Talfer & la Cie
de Pont & Mousson). La fonction mesuré&e f(x) est reli&e & une fonction
sous-jacente g par une diffusion de noyau N. Pour y donné, N(x,y) con-
sidéré comme fonction de x est ici une courbe en cloche, d'aire totale
1, centrée approximativement en y. Si en particulier N(x,y) = N(x-y,0)=
K(x-y), on a affaire 3 une &quation de convolution : f = K g. Ce qui sug-
gére une dernilre application 3 un probléme d'ajustement : la décomposi-
tion d'une densité de probabilité empirique en une somme finie d'un nom-—
bre aussi petit que possible de densité&s normales. (Sur ce probléme,voir
l'article [Décomposition] oli sont exposées les recherches de P. Cazes et
A. Schroeder).

Notons, comme il est d'usage pour une fonction de Dirac §6(x-a)dx,
la masse unité placée au point d'abscisse a de la droite réelle. Notons:

N(x - a ;02) = o X21™"? exp(~(x - a)2/(20%)

A 2 .
la densité de la loi normale de moyenne a et variance o“., On sait que 1l'on
a les formules de convolution :

8(x - a)x 6(x - b) =6(x - a - b)

(masse en a convolée avec masse en b = masse en a+b : c'est la défini-

tion de la convolution): R
§(x - a) * N(x - b ; 02)=N(x-a—b;c)

2 2
N(x-a;oz)*N(x—b;12)=N(x-a-b;o + 1)

(la convolée de deux lois n'est autre que la loi de la somme de deux va-
riables aléatoires indépendantes dont chacune suit respectivement 1'une
des lois données : nous ne faisons donc que rappeler, que la somme de deux
variables laplaciennes indépendantes, a pour moyenne la somme des moyen-
nes et variance la somme des variances. On notera que l'on peut poser
6 (x) = N(x;0) et se restreindre 3 la derniére formule). Le probléme de
décomposition peut s'énoncer comme suit : la loi empirique f(x) dx é&tant
donnée, trouver une formule d'approximation de la forme :

£ ™ 2 by Nix = ag 5 05%) = £'(x)
comportant aussi peu de termes que possible. L'énoncé classique est va-
gue, nous proposons la stratégie précise suivante. Supposons que dans la

s 2
formule ci-dessus les cjz aillent en croissant G <0y vuns f'(x) étant

décomposée en somme d'une suite de pics de plus en plus larges. S oit
02 < 0'2 : on a :
1 2 2_ 2. .
£'(x) = N(x;07) {(b, N(x - a, ; 0°-0%)| j ¢ 3} ;
J J J 2

il est possible de faire la déconvolution par N(x;cz) tant que 02 < o,
Mais pour o? = 012 le premier terme du quotient de convolution (la somme
4 droite) est b1 N(x - a ; 0) = b1 (x-al) ; C'est une masse b1 placée
en a,. On essaiera donc par la méthode des moindres carrés sous contrain-
te positive, de diviser la loi empirique donnée f(x) par des N(x;cz)pour

cas 2
02 de plus en plus grand. On doit s'arréter quand, selon le critére du x° ,
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l'écart entre f(x) et l'expression approchée de la forme N(x;oz) *g at-
teint la limite du vraisemblable. La densité g présente alors un pic (cu
exceptionnellement plusieurs) correspondant au b1 §(x - al) du cas-mode-

le. On retranche ce pic de g, soit 9, le reste : on opére sur g, comme

on 1'a fait sur £ ; et ainsi de suite jusqu'd ce que selon le critére du

x2 le - reste soit de poids négligeable. On a alors obtenu :

2
f = N(x,u1 ) a-r(b1 §(x - al) + 91)

2
g9,¥ N(x;Ty) *(by §(x - a,) + g,)

g,~ N(x;-r32) *(by &(x - az) + g3) ...

d'ol :
L2 o .2, 2 _ L2 2 2
f%bln(x-a1 i oy ) +b2N(x a2,01+1'2)+b3N(x aj i o) + T, + 13)+..

C'est, croyons-nous, la formule de décomposition cherchée.

5 Remargue : La méthode de 1'échantillon d'&preuve utilisée par
J.-M. Romeder en analyse discriminante (cf [Sep. Corr.] § 6) pourrait sem
vir en régression : une formule de régression peut, comme une formile de
discrimination qui en est un cas particulier (le cas oll la variable 3 ex~
pliquer prend ses valeurs dans un ensemble fini ; par exemple un ensenble
4 deux éléments s'il s'agit de discriminer entre deux classes) &tre &ta-
blie d'aprés une partie seulement des individus disponibles ; le reste
de ceux-ci (dit : é&chantillon d'épreuve) &tant réservé pour &prouver la
validité de la formule.
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