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PROBLEME SUR L’ANALYSE DISCRIMINANTE
[CLOISON OPTIMALE]

Solution par P. Cazes (')

Le but du présent probléme (x) est de montrer que les méthodes u-
suelles d'analyse discriminante, fondées sur la métrique d'inertie,peu-
vent ne pas fournir la cloison optimale pour séparer deux distributions
de probabilité (cf § 2.5 & 2.7).

1. Enoncé du probléme:

Dans le plan rapporté & deux axes de coordonnées oxl, oxz, on con-
sidére deux carrés A et B dont les cdtés sont paralléles aux axes:

carré A : centre a = (ul, az) ; cOté 2a ; masse p ;

carré B : centre B = (Bl, 82) ; cdbté 2b ; masse q = 1 -p ;

qui ont tous deux une densité& uniforme, p pour le carré A et n pour 1l:
carré B. 1 2
1.1 A quelles conditions doivent satisfaire les données (o™, a”),a, p

(Bl, 82), b pour que le centre de gravité du systéme formé des d eux
carrés A et B soit a l'origine?

1.2 Sous cette hypothé&se écrire la forme gquadratique d'inertie o du sys-
téme A + B relativement 3 l'origine (on calculera les moments d'inertie

011, 022 et le produit d'inertie 012).

1.3 A quelle condition deux formes linéaires u et v

_ 1 2
u(x)—ulx +u, X

2

v(x) vy x! + vy X
sont-elles conjuguées, (i.e. perpendiculaires) par rapport a la mé tri-

que d'inertie du nuage A + B .

1.4 Quelle est la droite A passant par l'origine, perpendiculaire (pour
la métrique d'inertie de A + B) & la droite a8 joignant les centres des
deux carrés A et B.

1.5 On suppose que la droite A est utilisée comme cloison discriminan-
te entre A et B. Quelle est alors la masse de la partie du carré A si-
tuée par rapport & A de l'autre cdté que le centre a ? De méme, quelle
.est la masse de la partie du carré B située par rapport 3 A de l'autre
cdté que le centre B ? Sans essayer de trouver une formule générale, on
pourra se borner au cas particulier suivant qui ne dépend que du para-
métre (h/a). .

(x) Ce probléme a été proposé aux étudiants du D.E.A. de statistique de
1'Université Pierre et Marie Curie, en Mars 1974.

(1) Mattre-Assistant I.S.U.P. - Laboratoire de Statistique - Univers ité
Pierre et Marie Curie, Paris.
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ol =a=b=-38?
e2=-82 =n
P = =1/2

1.6 Existe-t-il dans le cas particulier ci-dessus, pour certaines va-
leurs de h/a une cloison A' paralléle 3 A et réalisant une meilleure
discrimination que A ?

1.7 Est-il possible que la meilleure discrimination entre A et B soit
fournie par une droite non-paralléle a A ?

1.8 Reprendre la question 1.5 pour é&tablir une formule générale.

2 Solution du probléme

2.1 Le centre de gravité des deux carrés est & l'origine si :
i/ i .
po +gB =0 (1 =1 et 2) (1)

2.2 Soit u la mesure associée 3 l'ensemble des deux carrés ; on a puis-
que le centre de gravité est & l'origine :

oI = j, xi xJ du(xl,xz)
A+B

soit en appliquant deux fois le th&oréme de Huyghens, et en se rappelant
que pour un carré de cbté 27, de densité uniforme, et centré en O on a:

(1/4 1 )f f xY) xJyaxt @ = 1 63/3 (i.e. moment d'inertie du carré

par rapport & un axe passant par son centre égal 3 1 /3, et produits
d'inertie nuls) :

3o (p/4a2)f(xi oty (x3-adyaxt axd + p ol o3 4
A
(q/41>2)f(x1 Yy I - gIyaxt axd + q st I
B
= (p a2 + q bz)di j/3 +p ai aj + g Bi gJ
soit encore en tenant compte de (1) :
Gij = (p a2 + g b2) 63 /3 + p ai aj/q = (oo?j+(0,)ij (2)

avec : (Oo)ij = (p a2 + g b2) 613/3 : terme général de la matrice vari-
ance intraclasse 0Op .
i i

(Cl)ij =pa ad + q gt gl = P o aJ/q : terme général de la

matrice variance intraclasse 0, .

On aurait bien sdr pu calculer ¢ en appliquant la formule o =g;+ 0.

Remarquons que ¢y est & un coefficient prés la matrice unité, ceci
étant dd 3 la symétrie sphérique des carrés A et B ; par ailleurs o est

de rang 1, puisque c'est la matrice d'inertie associée aux pointsaet B
respectivement affectés des masses p et g.
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2.3 u et v sont conjugués si

o11

_ 12 22 _
og(u,v) = w,v,+ o (u1v2+ uzvl) + 0 u,v,= 0

2.4 L'é&quation de la droite A perpendiculaire pour la métrique d'iner-
tie 0! 4 aB est :

o lag, x) =0

522 _gl2
-1 1
or ¢ =
2 _ 12 11
o11522 (12, o o
L'équation de la droite A s'écrit donc
022(gl = aql) xl 4 ol! (82 - o2) x2-ol2( 811 — o) x2+ 82 —a?yxh =0
' i i i
ou encore puisque d'aprés (1), B~ - ¢~ = - a /q :

1 2 2

22 1 1, G122 1201 2 21 o

g a X +

ce qui s'écrit d'aprés (2), et en posant c2= (p a2 + qbz)/3

(c2 + p(uz) 2/q) alx! + (c2 + p(al) 2/q)a2x2-(p/q)ul az (alx2+a2x]')=0

soit ol ¥+ u2 x2 =0 (3)

1a droite A est donc orthogonale au sens usuel 3 Oa , i.e. 3 la droi-
te o B joignant les deux centres de gravité.

On aurait pu é&tablir ce résultat, directement, sans aucun calcul ;
en effet, A a pour équation :

A={x e Elo—l(x,aB) = 0}
ol l'on a désigné par E le plan des 2 carrés.

Du fait de 1l'isomorphisme induit par c-l entre E et E*, on a en po-
o(u), et en désignant par A* 1'isomorphe de A

sant u = o-l(x), ou x’
dans E* :

A* =67l (a)
4 *
A = o(A)

{uefE"| u(aB t=o0

*

Or sur A*, 0 et ® coiIncident puisque la restriction de o, a A

est nulle ; on a donc :
A =0a(a") = 0 (&%) = {oo(u)| u(aB) = 0} ={x]os *(x,aB) = O}
A est donc orthogonal 3 af pour la métrique oo_l.

Comme op est & un coefficient prés la métrique unité, A est ortho-
gonal &4 a B au sens de la métrique usuelle.

2.5 Nous supposerons 3 partir de ce§2.5 que les deux carrés A et B ont
leurs cdtés paralléles aux axes, les ré&sultats trouvés aux quatres pre-
miéres questions é&tant valables sans cette condition.

Ayant:tx1=a=b=-81;a2=-82=h;p=q=1/2,
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on vérifie bien que le centre de gravité est & l'origine.

D'aprés (3), A a pour équation : ax1+hx2 =0

Dans le cas particulier envisagé, 1'axe Ox2 est le support d'un co-
té du carré A et d'un cdté du carré B.Deux cas sont 3 envisager suivant que
h est plus grand ou plus petit que a (cf figure 1).

(1) : h > a : dans ce cas 1la la droite A ne coupe pas les carrés A
et B qu'elle sépare parfaitement.

(2) : h < a : dans ce cas, A coupe A au point M, de coordonnées
xol = (h/a) (a-h), x.,2 =-(a-h) ; si I désigne le point de coordonnées
(0, - (a - h)) la portion de A opposée & o par rapport & A est le triangle rectangle
OIM, de surface xol |x02]/2 = h(a-h) 2/2 a et la masse associée vaut donc
(p/4 a2) h(a-h)2/2a= h(a-h)2/8a3.La figure &tant symétrique par rapport a

l'origine, c'est également la masse de B située de l'autre cdté de B par
rapport a A.

2.6 Dans le cas (1), toute droite A' paralléle & A, et située entre les
points I(0, h-a) et J(0,-(h- a)) assure comme A une parfaite discrimina-
tion.

Dans le cas (2), il est facile de voir que pour toute droite A' pa-
rallédle 3 A , la discrimination est moins bonne, la masse, (ou la sur -
face) des points mal classés augmentant.

Dans le cas de la figure 2 ci-dessous, la surface des mal classés
augmente de la différence : aire du trapéze OM,LK - aire du trapéze
ON,J'K, différence qui est positive, ces deux trap&zes ayant des hau-
teurs &gales, méme longueur pour le premier cb6té de base, le second cb-
té de base du premier LK é&tant plus grand que le second cdté de base du

second KJ'.

2.7 Dans le cas (1), toute droite de pente négative, coupant Ox2 entre
I et J assure une parfaite discrimination comme A.

Dans le cas (2), la droite Ox2 assure une parfaite discrimina tion
entre A et B contrairement & A. Ceci est dii au fait qu'en analyse facto~
rielle discriminante, on fait la discrimination en prenant comme crité&-
re, le critére de la combinaison linéaire de variance intraclasse mini-
mum, et non le crit&re du pourcentage de mal classés minimum.

2.8 Nous supposerons, quitte 3 changer le sens des axes, que o le cen-
tre de gravité de A est dans le premier quadrant de coordonnées, i. e.

o, > o, oy > O. Nous désignerons par 1,2,3,4 les 4 cdtés du carré A, et
par M1 . M2 ’ M3 ’ M4 l'intersection de A avec les droites supports respec-

tivement de 1,2,3,4 (cf figure 3).
La masse de A mal classée est égale au facteur p/4 a2 prés a 1l'ai-
re 8 de la portion de surface de A située sous A, cette portion de sur-

face étant suivant les cas, soit vide, soit un triangle, soit un trapé-
ze (cf figure 3).

Le tableau ci-dessous ol 02 = (otl)2 + (0.2)2 désigne le carré d'e la
distance de a 3 A, donne les coordonnées des Mi ,avec les conditions

pour que Mi soit sur le cb6té i de A :
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Mt el -a; —alel-a)/e? s e?-a s —al(al -a)/0? <o + a
ou a(a1 —az) < p2 < a(a1 + az)

M2 : (—02(a2+a)/a1 H u2+a) ;al-a < -az(a2+a)/al < al + a
ou pz < a(a1 - az)

M lva i —alel +a)/d ; o?-a s ~a'(a' +a)/0?s 0? + a
ou 92 < a(a? - al)

M4 : (-otz(caz—a)/ct1 ; az-a) ;al-a < -az(az-a)/al §a1 + a

2 2

ou a(az-al) < p” < a(u1 + a“)

Il est immédiat de voir que A ne coupe jamais le carré A suivant
M2 M3 , ni suivant M1 Mz (sauf si M1 = M2 = J, auquel cas A canpe en fait

A suivant Ml M, = M2 M4) , ni suivant M3 M4 (sauf si M3= M4= L, auquel cas A coupe en

fait A suivant M1 M3 = Ml M4)
1° cas : A coupe A suivant M1 M4 :
. : 1 2 2 1 2
Ce cas est réalisé si : ala” - a“|< p° < a(a™ + a“) ; (4)

on a alors pour S l'aire du triangle rectangle I M1 M4 :
s = (-l el -a)/0?) - (@?-a) 62?2 -a)/al)-(al -a) /2
= (a(a! + a?) - 09272 of o? (5)
2° cas : A coupe A suivant M, My o
Ce cas est réalisé si : p2 < a(az - al) ; (6)

on a alors pour S l'aire du trapéze I M1 M3 L :
S =ILM I+ML)/2=a(-(a’e'-a+al+ a)/a?)-2(a?-a)
= 2a(aa2 - pz)/a2
3° cas : A coupe A suivant M, M, :
Ce cas est réalisé si p2 < a(a1 - az) (7)
on a alors pour S l'aire du trapéze IJMZM4 :

S =IJ3WIMy+IM)/2=a(-(®G+a+a’-a)/al)-20a! -a)

2al(a al - p2)/al

4° cas : A ne coupe pas A :

Ce cas est réalisé si : pz > a(a1 + az) (8)

Dans ce cas S est nul.

Si al = a, a2 = h, (6) et (7) ne sont jamais vérifiées ; (4) est vé-
rifié si h < a, auquel cas d'aprés (5)

s=(ata+h) -a% - h®)2/2ah=h(h-a)2/2a, tandis que (8) est
vérifi& si a < h. On retrouve bien les résultats du § 2.5.

Pour calculer la masse de B mal class€e, on procéderait de facon similaire.



