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ACTUALITE :
ANALYSE DES DONNEES EN PHYSIQUE CORPUSCULAIRE

II. — Ajustement des méthodes descriptives (@ suivre)

[PHYS. COR/]
par J.-P. Benzécri (*)

4 L'analyse statistique des niacitions d haute Enengie :

4.0 Reportons-nous quarante ans en arriére : les principes géné-
raux de la mécanique ondulatoire sont acquis ; 1l'@dification, aujourd'mi

encore inachevée, d'une théorie relativiste des champs quantifiés est dé-
j@ entreprise ; apré&s la découverte de la radiocactivité artificielle ,
1'étude de la structure du noyau a commencé. On ne connait encore gque
peu de particules &lémentaires : le photon ; 1l'é€lectron (négatif d'a-
bord ; puis positif) ; le proton, le neutron. Mais au nom des principes
généraux Fermi a postulé l'existence du neutrino (particule de masse et
charge nulles) ; le méme cadre théorique de l'équation de Dirac, qui as-
socie a 1l'électron négatif usuel un &lectron positif, requiert un anti-
proton ; et aussi un antineutron ; Yukawa propose d'associer aux forces
qui unissent les constituants du noyau, le champ d'une particule nouvel-
le, le méson auquel il assigne une masse de quelque 200 fois celle de
de l'électron... Aujourd'hui toutes ces particules postulées ou pressen-
ties ont &té préparées et font l'objet de multiples expériences qui les
ont rendues trés familiéres aux spécialistes ; bien plus : les particu-
les et résonances déja découvertes dans ces expériences, se comptent par
dizaines ; et il apparait nécessaire d'en expliquer le systéme.Les prin-
cipes théoriques n'étant pas assurés, l'expérimentation 3 haute énergie
apporte sans cesse des faits qui, plus ou moins attendus par certains,
ne sont jamais exactement prévus par personne. Les découvertes d‘'événe-
ments vraiment nouveaux sont rares ; mais l'&tude minutieuse des canaux
déja connus permet de découvrir des résonances et d'en préciser la for-
me. Cette spectroscopie est le travail quotidien des laboratoires de hau-
te énergie ; fond&e sur de vastes ensembles de données, elle requiert
des opérations statistiques que nous devons présenter ici.

Le probléme principal est, nous l'avons dit dans le précédent arti-
cle (§ 3.5), la découverte et la description des sous-canaux d'un canal
particulier. Nous partirons des conceptions les plus &loignées de l'ana-
lyse des données sans a priori que nous pratiquons d'ordinaire : de cel-
les ol un modé&le analytique joue le plus grand rdle (§ 4.1). Nous con-
sidérerons ensuite les techniques descriptives qui comme celles du dia-
gramme de Dalitz ne dépassent pas les deux ou trois dimensions accessi-
bles & nos sens, mais peuvent requérir une grande virtuosité dans le
traitement informatique (§ 4.2). Nous réservons & un prochain article
1'étude des généralisations multidimensionnelles oll jusqu'd@ présent la
classification automatique a joué le premier rdle (§ 4.3). Reste 3 ci-
ter d'autres problémes qui, tel celui de la description d'un événement
d'aprés quelques impacts de trajectoires, offrent matidre 4 1' analyse
multidimensionnelle (§ 4.4).

(x) Suite de L'article paru sous le méme titre dans les Cahiers Vol II
n° 3.

(1) Professeur de Statistique. Université Pierre et Marie Curie, Paris.
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Dans ce § 4, outre des notes prises aux séances du collogue de Genéve
et lgs documents écrits distribués par certains conférenciers, nous avons
utilisé diverses publications antérieures du CE RN, notamment 1'excellent
rapport de synth&se de W. Kittel au symposium de Liblice, 1974 () ; et
bien que notre objet premier soit ici de rendre compte et non d'innover;
nous avons tenter de suggérer, chemin faisant, quelques perfectionnements
aux méthodes pratiquées par les physiciens (*x). De plus afin de donner
au lecteur une vue fidé&le d'un colloque ol l'on entendit plusieurs com-
munications de statistique mathématique, nous commentons, en appendice,
celle de P. Huber relative & l'estimation robuste en analyse multidimen-
sionnelle (§ 4.5).

4.1 L'ajustement a des formules analytfiques : Nous montrons d'abord
4 quelles sortes d'expressions analytiques on recourt ordinairement
(§ 4.1.1) . Puis nous exposons .une étude de P. Gavillet & J. C. Morin
(Gendve 1976) qui ne tient pas compte des interférences entre sous-ca-
naux (§4.1.2). Enfin nous dirons d'aprés W. Kittel (Prague 1974) comment
d'autres auteurs, L. Van Hove notamment, tiennent compte de celles-ci.
Pour un statisticien accoutumé aux méthodes paramétriques, l'ajustement
requiert une é&preuve de validité : il est en effet commun en physique

d'apprécier par 1l'épreuve du XZ 1'ajustement d'une loi unidimensionnelle
4 un histogramme ; mais dans le domaine multidimensionnel, apprécier a-
déquatement l'ajustement d'une loi de forme analytique compliquée a4 un
nuage de points n'est pas facile : le physicien se borne d'ordinaire a
des vérifications unidimensionnelles ; toutefois nous exposerons plus bas
(cf § 4.4.3) les épreuves multidimensionnelles utilisées par J. Friedman .

4.1.1 Les formules semi-empindiques : Reprenons quelques notations
introduites au § 3 :

V : sous-variété des é&léments permis dans l'espace des phases (cf §
3.1) ;

v = {{p}ej}: un point de V, décrivant un événement v e V (cf §3.1) ;

i

communément on introduira d'autres coordonnées que les composantes elles-
mémes des quadrimoments des particules émergentes ;

I : ensemble d'événements effectivement observés et soumis a 1'éla-
boration statistique ;

i e I ¢V : on identifiera 1'%tiquette i d'un événement avec le point
correspondant de V : i ¢ V ;

C : ensemble des sous-canaux considérés pour la réaction étudiée ;
c e C; (cf£ § 3.5) ;

wc(v) ; ou Ac(v) : fonction d'onde sur V (appelée encore amplitude A
de probabilité&) associée au sous-canal ¢ (cf §§ 3.5 & 3.6) ;

Iwc(v)l2 dv ; ‘densité de probabilité correspondant au cas modéle ol

le sous-canal ¢ serait seul ouvert ;. ici, dv désigne 1'élément de volume
invariant de V (cf § 3.2).

(%) W. Kittel Treating multiparticle ¢ A i i
1 : ) processes ; in Symposium on anti-

nucleon nucleon 1ntgractlons ; Liblice-Prague ; J;in 1974 ; ed. L. Montanet;

CERN 74-18. Cet article sera .désormais cité : (Prague 1974).; de méme que

le colloque objet de notre travail est cité (Genéve 1976).

(x%x) Ces suggestions ont maintenant fait L'objet de la thése de D. Maiti

(Paris 3° cycle Sept. 1977) ; thése dont un extrait .
(Paris 3° oy 3 rait doit paraftre dans
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Les expressions analytiques de wc(v) ou lwc(v) I2 utilisées pour

l'analyse des grands ensembles d'événements a@ haute énergie, ne préten-
dent pas &tre des formules physiques exactes : ce sont des instruments
mathématiques, congus d'aprés des théories inachevées, pour déter miner
suivant quels axes se distribuent les résultats d'expériences : c'est
pourquoi l'on parle de formules semi-empiriques. Citons comme e xemple,
d'aprés W. Kittel (1974) deux formules utilisées par Mac Naughton & coll

" . + + o
pour la réaction m p > m T° p.

Dans le sous-canal m' P*pop - at ome p (formation intermédiaire

d'un méson p associ& & la paire TI'+ T

m
° ; sur ces particules intermédiai-
res non directement observables, cf § 3.5

), on postule 1l'amplitude :

1 .
(a cos er+ b sin emrcos v) ;

~ 2 _ 2 _ . -
Ap ((mp m-) J.l“mp)

dans cette formule, m, 9"" et v sont des roordonnées de 1l'é&vénement ; et

m,,T,a,b sont des paramétres 3 ajuster aux données. De fagon préci-
se, mo- est la masse invariante (cf § 3.3) du systéme formé de deux
mésons émergents nt et m° ; em est 1l'angle formé par les vitesses de
ces deux mésons ; et v est un angle qui repére la position du plan for-
mé par les deux vitesses (on notera que le terme en cos ¢ s' annule a-
vec 6,” ; i.e. quand les deux trajectoires, é&tant collinéairesne déter-

minent pas un plan) ; mp est la masse (moyenne estimée) du méson p ; T

est appelée largeur de 1l'état ré&sonnant p (le méson p n'étant pas une
particule stable, on doit lui attribuer une durée de vie finie At ; et
corrélativement, selon la 4° relation d'incertitude de Heisenberg sa mas-
se n'est pas exactement définie, mais elle est distribuée autour de la
valeur centrale mp avec une largeur inversement proportionnelle 3 A t)-.
Le terme (( mp - mz) - i I‘mp)—l, facteur de résonance gqui est max imum
en module pour m = mp et dont 1'argument varie de m 4 la traverséede ce
maximum est appelé terme de Breit & Wigner : ces auteurs l'ont d' abord
introduit en physique du noyau.

Pour la méme ré&action, on considére aussi le sous-canal 7r+p->7r+(1r°p),
appelé diffraction : mécanisme qu'on peut décrire comme suit : le 1r+chan-

ge de direction : le p dans le choc produit un ©° ; Mac Naugthon & coll.
prennent une formule classique :

~ is
Ay ¥ exp((v/2) t) e
ol y et § sont des paramétres 3 ajuster ; et t1T est le transf ert de
quadrimoment, i.e. la norme relativiste au carré de la différence entre
le moment initial et le moment final du 1r+ (plus exactement :

ll{p}"...{p}en.,.llz = - t, ; et la variation du quadrimoment est un vecteur

de type espace ; donc de carré de norme n&gatif, selon la signature 1la
plus en usage) : en bref, la formule implique une décroissance exponen-

tielle du phénoméne avec l'angle de déviation du 7t au carré.

Gavillet et Marin &crivent simplement pour la densité de probabili-
té (ils ne tiennent pas compte des interférences ; donc leur modéle ne
comporte pas de phases ; cf § 4.1.2)

F(t) x Rés x W(cosH) x ... ;

ce qu'ils commentent ainsi :
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F(t) : facteur périphérique. Le statisticien doit savoir qu'on par-
le de réaction périphérique quand une particule poursuit sa trajectoire
avec un faible transfert de quadrimoment, méme s'il se produit des par-

ticules secondaires (cf at p - ﬂ+(w°p) ci-dessus). Cette expression i-

magée se ré&fére au cas de deux particules sphériques (cf § 3.2 ; fig 3.1
& 4.1) dont les mouvements engendrent des cylindres qui ne se pénétrent
qu'ad leur périphérie.

Fres
i; [\ _ ‘*j'lil"I!I'rA'iaz o
< ' P a - T
) Fos

Fiute 4-1: Dewn cas de chocs enbe deun sprhsves: Agauche, choc pssphivique. faitk Hans
{gé de quantité cle mouvernent.. A choile, choc quasi-cenblal : Jes clewn Sphenes rebiousber
chemin en échargeant phesgue Joule leut guantié de mouverment .

4.1.2 La méthode de vraisemblance des canaux : Gavillet & Marin
dans leur programme CHAFIT, (cf CERN/D. PhII/ PROG 75~2 ; Déc 1975) sui-
vent Condon & Cowell (cf Phys. Rzv.D 9 ; (1974) 2558) pour déterminer
itérativement par la méthode du maximum de vraisemblance les parts affé-
rentes & plusieurs sous-canaux (de forme fixée a priori) dans un &chan-
tillon d'événements d'une réaction donnée.

Une formule ayant été& choisie pour 1l'amplitude d'un sous-canal
(wc(v) selon nos notations), G & M normalisent la densité de probabili-

té correspondante en calculant l'intégrale :

- 2 .
F -SVI b (V) ]° av ;

(calcul effectué& suivant la méthode de Monte-Carlo ; i.e. en tirant au
sort un échantillon d'événements v dans V muni de la loi uniforme asso-
ciée a son élément de volume naturel ; cf § 3.2). Ils posent :

P (V) = | ¥ (v)|2/Fc ; d'ol :'IV pc(v) dv =1 ;

pc(v) dv est une loi de probabilité sur V, c'est le profil du sous-ca-

nal c. On notera que cette normalisation faite, le taux de réaction en-
tre deux faisceaux de densité déterminée (taux d'apré&s lequel on calcu-
le classiquement des sections efficaces, qui sont en bref l'analogue de

la surface frontale nRz pour le cas modéle trés simple des particules
sphériques du § 3.2) n'apparait plus dans la formule de P : c'est pour-
quoi nous parlons de profil.

Le systéme des profils {pc!c e C} étant admis, (postulé pour &tre

éventuellement retouché aprés exé&cution de leur programme) G. & M. cher-
chent leurs pondérations relatives d'aprés l'échantillon I < V(cf 4.1.1).
Sous 1l'hypothése qu'il n'y a pas d'interférences (comme si les ondes
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Ve

méme source ; cf § 3.6), nous notons :

’ wc' s+.. 8taient incohérentes entre elles, ne provenaient pas d'une

fc : fréquence relative du sous-canal c ;

fo = {fclc e C} : loi sur C, décrivant le mélange des sous-ca-
naux considérés ;

P(v;£,) = I{f Po(v)|c € C} : densité de la loi sur V cor-
respondant au systéme f des proportions relatives des sous-canaux.

wl=f p (v)/P(v; £ ) : probabilité que (avec les fréquences

c c c

relatives de la loi f ), un événement v soit passé par le sous-canal c:
c'est la formule usuelle de probabilité des causes, formule associée
aux noms de Bayes et de Laplace.

Avec ces notations, le probléme considéré par G. & M. aprés C. & C.

s'énonce : trouver la loi fc « e (i.e. systéme de nombres positifs ou
nuls fc de somme 1) rendant maxima la fonction de vraisemblance W(I ;fc)

associée & l'échantillon I :

W(LiEL) = M{P(L;£) |4 e I} =I{z{f_p i) |c e C} |1 e I} ;

Et les auteurs donnent de ce probléme la solution itérative suivante :
£ = ycaran sel™ o_(y/pvie™) 1 e 1)
en bref, la part relative f(n+1) du sous-canal ¢ est recalculée en ré-
partissant la masse de chaque événement i sur l'ensemble C d'apré&s les
probabilités des causes wcl calculées en partant de la loi fén) obtenue
d l'itération précédente.
Il n'est pas précisé sous quelles conditions l'algorithme conver-
ge ; mais il est facile de montrer que la convergence (rapide en prati-
que selon G. & M.) ne peut conduire qu'a un extremum de la fonction de

vraisemblance. Pour le voir, différencions logarithmiquement W(I, f ) :
il vient :

dW/ (WA ) = {p (1)/P(;£)]i € I} ;

différentiellement, la condition fc ef}bc (fc est une loi sur C, cf su-
pra) implique : dec = 0 ; cette condition équivaut & dW=0 si et seu-
lement si les dérivées partielles 0dW/(WO fc) sont toutes égales entre
elles ; en ce cas leur valeur commune ne peut &tre que Card I, car :

T, OW/(WAE )|cecC) = I{f pc(i)/P(i;fC)l ieI;cec}
= E{P(i:£.)/P(i;£.)| i € I} = cardI ;
or la condition : ¥ ¢ ¢ C : OW/(WO fc) = Card I, est justement celle

de la convergence de l'algorithme de recalcul des fréquences fc :

f = (1/Ca1rdI)Z{fC pc(i)/P(v;f

c ie I} = (fc/Card I)d W/(WafL).

ol

Certes, pour le physicien qui n'a que peu de confiance dans les
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profils pc(v) attribués a priori aux sous-canaux c, les fréquences re-
latives fC n'ont pas grand prix en elles-mémes. Mais d'aprés les fc , on

peut calculer les wcl i.e. partager entre les sous-canaux la masse l at-

tribuée a chaque événement ; d'ol pour chaque c¢ un &chantillon fictif
a posteriori. On confronte alors, (notamment par divers calculs d'histo-
grammes ; cf § 4.2) cet échantillon a posteriori au profil P, Postulé a

priori ; on modifie celui-ci, on en ajuste les paramé&tres. Généralement
parmi les Pe postulés figure la densité uniforme sur V ; c'est ce gqu'on

appelle le fond : a posteriori, il reste principalement dans ce sous-ca-
nal les événements dont les sous-canaux d&ji reconnus ne re ndent pas
compte ; c'est-&-dire en quelque sorte par soustraction, un &chantillon
(fictif ; a posteriori) susceptible de suggérer l'intreduction d'un
nouveau sous-canal. En somme, pour le physicien, l'algorithme G. & M.,
n'est qu'un élément répété au sein d'un processus itératif plus ample,

visant 3 ajuster les paramétres de sous—-canaux et a en découvrir de nou-
veaux.

4.1.3 Ajustement semi-empinique et inftenrférences : Dans ce proces—
sus itératif manquent cependant les interférences entre sous-canaux. La
formule additive : P(v;fc) =,’tfc pc(v) est inexacte ; on doit poser :

4

Yvea,) = f{oa, v (V) |c e cC)

Pr(via,) = IIIJ(V;GC) | 2,
oli les o sont des coefficients complexes, déterminés dans leur ensem-

ble & la multiplication prés par un nombre complexe de module 1 et assu-
jettis éventuellement & la condition de normalisation j Pr(v;ac) dv=1;
condition qui s'exprime assez simplement par une forme hermitique(x) en

les o dont les coefficients sont les intégrales ‘S ip';(v) T{;;",-(.v) dv,cal-
v

culables par simulation comme les coefficients diagonaux Fc = j |q;c|2dv,,
déja rencontrés au § 4.1.2. v

La fonction de vraisemblance associée & l'échantillon I s' écrit
maintenant :

Wr(I;a.) = N{Pr{(i; a \)I ie I} ;
C C
il n'y a plus, a notre connaissance, de processus itératif aussi simple
que celui du § 4.1.2, pour trouver un optimum L Si toutefois on a, par
un calcul approché. fait choix de 0n s OR peut ici encore, construire des

échantillons fictifs a posteriori. Mais puisque dans Pr on a tenu comp-
te des interférences, on devra de méme partager le poids (unité) de cha-
que événement i entre termes principaux et termes d' interf &rences.
Supposons pour fixer les notations, que les canaux sont dé&signés par des
nombres ¢ =1, 2,..., CardC= k. On a :

Pr(via,) = Z:{|mc|2|1pc(v)|2 fe=1,..., k}

+ 2 z{ Re(&—_c Q. u}h;(v) wc,(v)) |1 £ c <c" <k} ;

(x) Il pourra Etre utile de faire sur les canaux un changement de base
rendant cette forme diagonale ; i.e. introduire des combinatisons li-
néaires de canaux,orthogonales entre elles.
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on notera donc :

2
wel = Ja l? le )%/ eriv, )

wr lv=wr Y = 2Re @ g, T (v) wg. (VD) /Pr (v a0 .

L'échantillon a posteriori associé au sous-canal ¢ comprend sim-
plement les événements i de I, affectés chacun du poids (positif ou
nul) w(_l; mais dans 1l'é&chantillon d'interférence entre les canaux c etc’

les événements i figurent avec un poids soit positif (intertérence cons-
tructive), soit négatif (interférence destructive).

Selon W. Kittel (Prague 1974) L. Van Hove a eu recours avec avan-
tage a ces échantillons a posteriori pour ajuster itérativement les pa-
ramétres de sous-canaux, et en découvrir de nouveaux en tenant co mpte
des interférences. Au colloque (Genéve 1976) des &tudes d'interférences
ont été présentées par J. Engelen, et J. Mac Naughton.

Reste & signaler une autre difficulté. Mac Naughton & coll. ainsi
que Van Hove (cf Kittel 1974) utilisent des formules telles que celle
donnée ci-dessous dans le cas de deux sous-canaux :

Pr{v) = Ial |2 le(v) |2+2d125Re(51 ay 51 (v) wz(v))+|a2| 2| ¢2(v)|2;

Ici le coefficient d12 , nombre réel compris entre O et 1 permet de
modérer 1'influence du terme d'interférence : d12 = O élimine toute in-
terférence, comme si les ondes v, et v, étaient incohérentes entre el-
les ; d12 = 1 donne la cohérence parfaite ; dans un cas intermédiaire
(e.qg. d12 = 0,5) on peut parler de cohérence partielle. A cette situa-

tion qu'on peut appeler dépolarisation statistique, nous croyons pouvoir
attribuer une origine physique réelle, car le modéle ne tient pas comp-
te du spin des nucléons ; de plus dans une formule phénoménologique im-—
parfaite un paramétre supplémentaire tel que d12 peut aidér a l'ajuste-

ment, méme s'il n'est pas clairement interprétable.

Nous conclurons ce § 4.1.3 en répétant au statisticen mathé&maticien
que l'application de méthodes bien connues fondées sur le maximum de
vraisemblance, pose en mécanique ondulatoire des problémes nouveaux, du
fait des interférences.

4.2 La statistique descraiptive en faible dimension : Dans 1'étude
des réactions & haute énergie, les physiciens n'ont jamais suivi aveu-
glément des calculs de statistique paramétrique (cf § 4.1) sans en cri-
tiquer les résultats par des méthodes descriptives. L'histogramme et le
diagramme triangulaire de Dalitz sont certes universellement employés
(§ 4.2.1). Recourant parfois 3 des hypothéses physiques simplificatri-
ces (§ 4.2.2), certains auteurs sont parvenus 3 une vision globale de
l'espace des phases, sans pour autant s'aventurer au-deld de la dimen=-
sion 3 (§ 4.2.3). A l'examen sous tous ses angles d'un nuage multidimen-
sionnel, l'ordinateur couplé avec un écran cathodique peut servir comme
une sorte de caméra mobile dans 1l'espace de dimension n (§ 4.2.4) . Et
parvenus d la limite de ces techniques dont les principes statistiques sinon la mise
en oeuvre, sont simples, certains physiciens ont depuis plusieurs an-
nées abordé l'analyse multidimensionnelle (§§ 4.3 & 4.4).
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4.2.1 Histogrammes et diagrammes triangulaires : Dans 1l' analyse
d'un ensemble d'&vénements & haute énergie, l'histogramme est & la fois
1'instrument élémentaire de la découverte d'un sous-canal et celui de la
vérification des résultats les plus précis obtenus par d'autres métho-
des. Montrons cela sur deux exemples.

Dans un texte manuscrit dont quelques copies furent distribuées a
Genéve, l'équipe du M.I.T. (R. Hulzinger & coll.) présente comme suit

l'application & la réaction1fkp > pﬂ+ m° (8 3,9 GeV) de leur méthode
des diagrammes tridimensionnels prismatiques (cf infra § 4.2.3).

"Point n'est besoin de beaucoup d'imagination pour faire les trois

histogrammes des masses invariantes des couples pﬂ+, pr’, n+n°"(cf §§
3.3 & 3.5). On voit immédiatement (cf fig 4.2) sur l'histogramme de la

. . + ++ o
masse m_ un maximum prononcé qui suggére le sous-canal m p > A T »

pTI'+

(pm+)1l° ; et de mé&me sur l'histogramme de m » on découvre le sous-ca-

m+;m
nal ﬂ+p - pd*» p(n+ﬂ°). Mais l'importance relative et le profil exact

+
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Figuie 4 -2 histoghammes des masses invakianles daphis 2307 événements de la aéachion
TTH — pTFC R 39 Gevi chague chéneau des hishoghammes a pout largech 40 Mev;
eg. i y am150 événements frondh [ebquels M prr €8t comphibenire 1200 1240
Mev/c¥ : cest le puc A ole Thitloghamme de gauche, (nephoducil cloppes W.
Hillel gui serwoie c TF. Blau et coll.; Phys. Rev. LeHers ZF (19%1) 1481 ).

de ces sous-canaux restent inconnus. Dans le diagramme triangulaire de

Dalitz, A++ et p+ se manifestent par des bandes denses (cf un cas ana-

logue § 3.5 et fig 3.4) ; et d'autres mécanismes apparaissent que nous
ne préciserons pas ici. Les classes d'événements afférentes aux divers
sous-canaux sont toutefois imparfaitement séparées : la séparation s'a-
méliore grandement quand on considére le nuage des événements sur le
diagramme prismatique tridimensionnel.

W. Kittel (1974) montre d'abord sur la méme réaction nt p-»pﬂ+ m°
@ 3,9 GeV), les mérites du diagramme prismatique. Il prend ensuite (a-

prés A. Ferrando & Coll) la réaction K+p - K° nt p (&8 5 GeV) comme un
exemple des résultats encore plus fins que peut fournir l'ajustement &
des formules analytiques. Dans cette derniére réaction, se distinguent
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deux sous-canaux : K+ p > K° A++ -+ K°(1r+p), et : K+p + K*p ->(K° 1r+) P :
le premier se révéle par un pic A++ sur l'histogramme de la masse inva-
riante m'rr+,p ; le second par un pic K" dans l'histogramme de mK°,1T+
Pour définir un sous-é&chantillon d'événements relevant du sous -canal

K+p -+ K"p, on peut se borner a prendre tous les &vénements pour les-

quels la masse invariante Myo oy est comprise dans 1'intervalle de 1,37
’

a 1,47 GeV/c2 (encadrant la masse moyenne 1,42 du K*). Mais tragons pour

ce sous-échantillon l'histogramme de la masse invariante mo. p : celui-
I

ci présente un pic net au voisinage de la masse A++ : d'od 1l'on peut
conclure que 1/6 environ des é&vénements du sous-échantillon construit
pour le sous—canal K+p - K*p, relévent en fait du socus-canal K+p » K° AH'. Si 1l'on
recourt au diagramme prismatique pour définir un sous-&chantillon relevant du sous-ca-
nal K+p->K*p ! 1'histogramme de m +,p associé .L_ce sous—-échantillon présente encore un
pic visible au niveau de la masse du A ; mais ce pic - les spécialis-

tes disent "ce signal" - est bien moindre. Enfin par ajustement 3 des
formules analytiques (ici il convient de prendre quatre termes ; un ter-

me pour le sous-canal k°att ; et dans le sous-canal K*p trois termes,
classiquement notés s, p, d, décrivant la distribution angulaire de la

- : +
paire k°n* issue du X*) on obtient un fous—echantlllon du canal K p ~

K*p, d'ol le signal A++ a totalement disparu ; et il devient pos sible
de déceler d'autres mécanismes a l'oeuvre dans cette méme réaction.

Pour le statisticien, la morale de ces deux études sera dgnc qu'en
physique des hautes énergies, tout commence et finit par des histogram-
mes.

4.2.7 Le choix des coondonnbes : Nous l'avons dit (cf § 3.1), dans
le cas de n particules émergentes, la sous-variété V des é&vénements
permis dans l'espace des phases a pour dimension 3n- 4 ; mais compte-
tenu de l'invariance par rotation autour de 1l'axe du faisceau incident,
le nombre des param&tres invariants caractérisant un événement i n par-
ticules émergentes est 3n- 5 (cf § 3.2). Sin=3: 3n-4 =75 ;
3n- 5 =4 ; un point du diagramme plan de Dalitz est projection d' une
fibre de dimension 3 de V (cf § 3.4 <n fine) ; cette fibre (compte-te-
nu de l'invariance par rotation) contient des événements qui doivent &-
tre différenciés par deux paramétres invariants ; il manque deux dimen-
sions au diagramme de Dalitz. Dans le cas d'un &vénement & 4 particu-

les émergentes, on a 3n- 5 = 7 : tel guel un nuage dans R7 ne se préte
pas @ l'observation humaine. Avant de recourir & l'analyse statistique
des données multidimensionnelles pour réduire celles-ci & un systéme de
classes ou & des représentations de faible dimension (§ 4.3) on peut
construire de telles représentations d'aprés la structure physique du
probléme : ceci revient 3 faire choix sur V de certaines variables im-
portantes qui serviront de coordonnées pour une repré&sentation 3 deux ou
trois dimensions. Ces variables sont principalement d'une part les éner-~
gies des particules émergentes déji utilisées pour le diagramme trian-
gulaire (§ 3.3), d'autre part les composantes longitudinales des quadri-
moments de ces particules.

On a vu (cf § 4.1.1, fig 4.1) que dans un choc périphérique, les
quadrimoments des particules sont peu modifié&s. Plus généralement on
peut parler de réaction multipériphérique chaque fois que les quadrimo-
mnents {p}ej des particules émergentes sont 3 peu prés situés dans le

plan de R defini par les gquadrimoments {p}1 et {p}2 des particules
initiales. Il est équivalent de dire que dans le syst@éme de référence
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du laboratoire les particules émergentes ont des vitesses (ou des mo-
>
ments pej) presque paralléles a l'axe du faisceau incident, soit de mé-

me sens soit de sens contraire ; les composantes transversales étant fai
bles. Ou encore, de dire, que dans un systéme ol le centre de gr avité
des particules initiales 1 et 2 est immobile (systéme ol 1'axe des temps
est orienté& suivant {P}tot , c£ § 3.1), les particules émergentes ont

des vitesses presque paralléles & l'axe défini par les deux vecteurs
opposés 51 ’ Ez soit dans le sens de l'un, soit dans celui de 1'autre;

comme si chacune des particules incidentes 1 ou 2 avait dans le choc
donné naissance & un groupe de particules &mergentes J1 ou J2 de direc-

tion voisine de la sienne, ce que par un graphe on peut symboliser com-
me suit (cf § 3.5, fig 3-5) : dans le graphe de la figure 4-3, 1'échan-
ge (ligne tiretée) entre les deux moments est d'autant plus impor t ant
que e.g. le groupe J1 peut ne contenir aucune particule identique & 1

(méme & un changement de charge prés).

tejlied,} {ej 15 <}

Figute 4-5 . 744/1/154 mbolibant un événement pout
7 les mbmients Mymcézaé fadles.

Dans beaucoup des expériences réalisées jusqu'd présent, il est
commun que les composantes transverses des {p}ej soient faibles ;etbien

qu'a trés haute énergie les &vénements a fortes composantes transverses
aient une importance essentielle pour révéler la structure de la parti-
cule cible, (ces é&vénements pouvant correspondre d des chocs avec une
infraparticule composante de celle~ci), c'est par les composantes longi-
tudinales que, conformément aux vues de Van Hove (Nucl. Phys. B9 (1969)
331 ; cité d'aprés Kittel, 1974) débute l'analyse statistique.

Revenons donc au cas de trois particules émergentes. En projection
sur le plan engendré& par {p}1 et {p}2 , le quadrimoment {p}ej a pour co-
ordonnées invariantes naturelles Eej/c et pLej (composantes longitudi-
nales du moment, sur un axe orienté par 52 , dans le systéme ol le cen-

tre de gravité est immobile). De plus P.A. Miller (Genéve 1976 ; cf in-

: - : + -
fra § 4.2.3) a considéré les coordonnées isotropes qej = (Eej/c) + pLej

et qej = (Eej/c) - pLej
tionnalité prés elles ont méme expression si on se place dans un systé-
me d'axes ol le centre de gravité n'est pas immobile, e.g. dans le sys-
téme du laboratoire (*).

, dont l'intéré&t est qu'd un facteur de propor-

(%) Sur le choix des variables, ef P. Lutz, thése, (Paris Mati 1977), 2°
Partie Ch II, § C.1 ; et notamment le § C.1.d, consacré aux varia-
bles isotropes.
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Figuie 4-4 - (otdonnées longitudinades clans R “(espace -Lermpis quacludimensionnel) les dleuk gua-
dgwwmw[é )1 etiffs ak/n&mlmﬁm,(ézu/ ue/maym{agwde/m/a‘a/e uaame
ment{'fte delauf&/m&wlz waa/t/anon ueunuza%/mw{audaenn-
m/rm{fr,}got,unmA lal{o ance cles momenls long ifuclinacun) nbhogonal au fécedent ;

hes(s aééVecMa/anék/tm@/on/ W&M)dmec/m

o(ufr/anwzzcc e cone de fumitie .

Considérons un &vénement & trois particules émergentes. Les trois
énergies {Eel ’ Ee2 ’ Ee3} dont la somme est Etot , sont bien représentées

simultanément sur le diagramme de Dalitz (cf supra 3. 3) De méme pour
un triplet de coordonnées isotropes de Miller {qe1 ,qe2 ,qe3} (ou pour
les gq ) 1la représentation triangulaire s'impose, car il s'agit de trois
nombres positifs dont la somme est q:ot' Quant aux trois moments longi-
tudinaux {pLel 1 Prao ’PLe3}’ mesurés, répétons-le, da?f le systéme ol le
centre de gravité est immobile, i.e. Priot = o), ils/ nt somme nul-
le ; on les représente généralement sur le diagramme hexagonal de Van
Hove, que nous expliquerons comme suit (cf fig 4-5).
Dans l'espace tridimensionnel, le point {pLel + Pres ’pLe3} appar-
i U i H = = -
tient au plan H d'équation : Pre1 + Pre2 + Pres Pliot 0, plan per
pendiculaire & la premi&re diagonale du cube construit sur les trois
vecteurs de base 31 ,;2 ,33. Il revient au méme de dire que dans le plan

H, le triplet des moments longitudinaux est représenté par la somme vec-
torielle :

v+ T, o+ ¥
Pre1 V1 7 Pre2 V2 ¥ Pre3 V3 ¢
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ol V1 ; V2 , V3 sont les projections sur H des vecteurs de base. Il est

clair que le point {pLe1 r Pren + pLe3} ne décrit pas le plan H tout en-
tier, car les moments longitudinaux sont bornés
pelons qu'on a 1'égalité (cf § 3.1)

2 2 -> 2 R
Brot/c = ZU(e™m & + | pey M]3 =1,2,3} ;

; de facgon précise rap-

si l'on substitue & lﬁejlz la guantité pLef qui lui est inférieure ou

égale, on obtient une in&galité, 1'égalité n'étant réalisée que si tous

les moments transverses sont nuls, i.e. pour un événement multip&riphé-
rique (cf § 4.1.1 & fig 4-1)

2 2 2 .
):{(cmej +pLej) |3—1,2,3}5Etot/c

Pup= Eeot /4C.

ﬁLﬁ=-£%£/ZC

Figune 4-5 Diagharmme. hexagonal de Voan Hove la pdaclion K s premc?s K°.
Ege,tgic clu K *incident, dmag,;,am be aa%éa/o%e =3 Gcfvl/,-é f ie tolale
dAans un systéme € au cenbte ole 9havilé : Egy = 2,56 Gev; clans m;%m Jae oles
1o, est ovente’ fouk gue le profon incident ait un moment hosikf 254,01Gevse .Le flan
st clivise en six égauk conespondant chacun & une bignafute. eg. + -+ : fop30;
ftl_mr(o;lfll_“a)a. na 7 hﬂomabmmdaw ,W?Ilﬂb
fronlicre de /'/zara,me i 2l piejlf =Eot s @ g: [aréle de bignature +- - de cet hexagone a pous
Gquakion f, g = Etor 12 j oy x s+ 0 = ~Evop /2¢ . Dand le Ssleme du bbotatodte. la yitesse de
Accul du pholon. a frour minimum. 0,03¢, but la (rontishe ol domane des Hiplels freamis
on a renforcé [ake sur /eyuz/v/%go,zc .
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2

. 2 2 .
Dans le plan H, 1l'é&galité z{(c Mg * Prej 2y =Etot/c’ définit

la frontiére du domaine accessible au point figuratif du triplet des mo-
ments longitudinaux. Cette frontiére est intérieure & celle obtenue dans
le cas limite oG les masses mej sont toutes trois nulles (approximation

qui peut toujours étre faite si czm «< E ) : dans ce dernier cas on

a simplement Z{IpLej [13 =1, 2, 3}ei Etott/oct; équation qui définit dans
H une fronti&re hexagonale : c'est proprement l'hexagone de Van Hove .
Sur le diagramme de Van Hove de la figure 4-5, on a, comme sur le dia-
gramme de Dalitz de la fiqure 3-4, considéré la réaction K++p+K° +
+ p &8 3 GeV (i.e. dans le cas ol la quatriéme composante du quadrimoment

du K+ incident est 3 GeV/c, dans un systéme 1lié au laboratoire)

Dans le cas de quatre particules &mergentes, les énergies {Eej} ’
nombres positifs de somme fixée Etot sont bien représentées par un point

intérieur & un tétraédre : c'est la généralisation du diagramme trian-
gulaire de Dalitz (la méme représentation servirait pour les {q;. } ou
les {q;j} de Miller). Quant aux {pLej} dont la somme est nulle on a pour
eux un diagramme de Van Hove généralisé&, construit avec quatre vecteurs
Vj de somme nulle (obtenus e.g. en joignant le centre d'un tétraé&dre

régulier aux quatre sommets) ; au lieu d'un hexagone, on obtient un cu-
boctagdre. Le statisticien habitué aux représentations géométriques des
ordres de préférence (cf e.g. J.P. Benzécri : Sur l'analyse des préfé-
rences ; in Ordres totaux finis, M. Barbut & coll. ; Gauthier-villars,
Mouton ; 1971) imaginera sans peine les constructions de diagrammes
pour n particules : au fond ces représentations dérivent directement

de l'usage des coordonnées rectangulaires dans Rn, leurs harmonieu ses
symétries sont celles de 1l'hypercube, en projection sur un hyperplan...
Du point de vue physique, chaque face du diagramme des moments longitu-
dinaux correspond a une partition de J en deux sous-ensembles Jl et J2'

(cf e.g. fig 4-5 : une signature pour chaque aré&te de l'hexagone ; si-
gne positif J2 , du cb6té de 2 ; signe négatif Jl), donc & un graphe du

type de la figure 4-3 : il ne faudrait pas toutefois se hdter d'adopter
cette décomposition géométrique comme une analyse en sous-canaux !
Selon-nous, la représentation longitudinale gagnerait & &tre modi-
fiée comme suit (x). Pour chaque é&vénement, le systéme des vecteurs Eej
(de somme nulle dans le systéme 1ié au centre de gravité) peut &tre ajus-
té (selon la méthode des moindres carrés ; i.e. l'analyse factorielle )

4 une droite A qui n'est pas exactement celle définie par 31 = - 52
(méme si les composantes transversales sont faibles) ; sur A on peut

compter les moments longitudinaux Ppes d'oll une représentation de 1l'é-
vénement par un point {pl\e‘j} du diagramme de Van Hove ; de plus on re-
tiendra comme une variable intéressante, méme s'il est faible, 1'angle
(;1 + A) qu'on peut appeler angle de diffraction. Ensuite, pour &tud ier
les composantes transverses, on ajustera le systéme des sej d un planp,

(x) Les suggestions de cet alinéa ont fait l'objet de la thése de D.
Matti, citée au début du présent article.



464 J.P., BENZECRI

contenant A et dont on notera l'angle qu'il forme avec 51 Sous 1l'hy-
pothése d'uniforme distribution dans l'espace des phases, la direction
de A est équibrobablement distribuée sur la sphére, indépendamment de la
la direction de Bl : on voit combien 1'hypothése de longitudinalité
(AY/ 61) est €loignée de celle d'uniforme densité ; elle en est si &loi-

gnée que la notion méme d'élément de volume naturel n'est ici qu'un ter-
me de référence lointain, qui pourrait &tre corrigé par l'analyse sta-

=
tistique de la distribution de 1l'angle (p1 + A} en fonction de la posi-
tion du systéme {pAej} dans le diagramme de Van Hove. (Il est classique

de corriger les densités calculées sous l'hypothé&se d'uniforme densité,
en tenant compte de la distribution du transfert de quantité de mouve-
vement) .

4.2.3 Le diagramme prismatique et ses généralisations : Dans le
cas de trois particules émergentes, chaque événement est caractérisé
par 4 paramétres invariants. En prenant ces paramétres deux i deux, on
dira encore que i est caractérisé par ses projections sur deux plans :
par exemple le point iE du diagramme triangulaire de Dalitz (diagramme

des énergies) et le point iL du diagramme hexagonal de Van Hove (dia-

gramme des moments longitudinaux). On s'é@tonnera que ces diagrammes dont
aucun ne tient compte des composantes transverses (souvent faibles, mais
sur lesquelles en toute rigueur on n'a rien postulé&) puissent fournir
une représentation compléte : c'est qu'il y a entre les 12 composantes
des trois quadrimoments des particules émergentes un systéme de rela-
tions déja étudié au § 3.1. Semblablement, on pourrait comme le propose
Miller (Genéve 1976, d&j& cité) utiliser les deux diagrammes triangulai-

. + - . .
res des coordonnées isotropes q et q , mais nous n'en dirons pas plus
ici.

Cependant, comme l'affirme laconiquement 1'équipe du M. I. T. dans
le document déja cité (Genéve 1976) "Faire travailler un ordinateur en
dimension 4 est trivial ; faire voir & un physicien des sous - nuages
(elusters) en dimension 4 ne l'est pas. Il faut un compromis". Au dia-
gramme triangulaire de Dalitz on ajoutera une troisiéme coordonnée : ob-
tenant ainsi un diagramme prismatique. Voici comment :

Sur le diagramme hexagonal de Van Hove, (comme sur le diagramme
triangulaire de Dalitz ; cf fig 3-4), la sous-variété V des événements
permis se projette & 1l'intérieur d'un contour limite. De plus les é&vé -
nements périphériques, i.e. a faibles moments transverses, se trouvent
projetés & proximité de ce contour (cf § 4.2.2) ; ils sont ainsi par u-
ne heureuse analogie, & la périphérie du nuage. Il s'impose donc de
prendre pour troisiéme coordonnée l'angle polaire w du point iL (la va-

leur w = O correspondant au vecteur Vs e.g. & un événement périphéri-

que ol le proton 1 cible donne un nucléon émergent e, qui dans le sys-

1
téme du laboratoire recule dans la direction du faisceau incident, avec
plus précisément, dans le syst@me ol le centre de gravité est immobile
les relations suivantes : Pre1 > O (de méme signe que pLeZ ,moment du

proton incident dans ce systéme) ; Pre2 = Pre3 =-pLe1/2 s cf fig 4-4).

Simultanément, on peut sur des histogrammes contrdler la distributi on
du rayon polaire (plus exactement de son rapport & la valeur maxima per-
mise sur le rayon polaire de iL).

Nous avons déja montré au § 4.1.1 1l'efficacité de ces diagrammes
prismatiques, utilisés depuis 1970 au M.I.T. . Au collogue de Genéve, R.
Hulsinger a pu avec une légitime satisfaction faire é&tat de nombreuses
applications d'un intéré&t certain pour la physique. Bien qu'avec la di-
mension supplé&mentaire w, un nuage uniformément dense dans l'esp ace
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des phases ne se projette plus avec une densité uniforme (comme c'est
le cas sur le diagramme de Dalitz cf § 3.4), il est possible par simu-
lation de comparer les nuages d'&vénements réels & un nuage obtenu par
projection d'un nuage uniforme : on évite ainsi des artefacts. Utilisée
sur des échantillons -fictifs engendrés d'aprés les paramétres des sous-
canaux qu'elle a d'abord elle-méme permis de déterminer, la méthode ap-
parait stable et fidé&le. Cependant il faut rappeler aprés W. Kittel
(1974) que ces calculs ne tiennent pas compte des interférences : la mé-
thode du diagramme prismatique ne suffit pas & construire (e.g. d'aprés
les histogrammes des sous-canaux qu'on a séparés) un modéle semi-empi-
rigue comportant des phases... De ce point de vue le diagramme prisma -
tique suggére seulement des profils de sous-canaux, auxquels on pourra
appliquer la méthode de vraisemblance (cf § 4.1.2) pour en calculer
1'importance relative puis en préciser la forme et concevoir un nouveau
modéle.

Enfin 1'équipe du M.I.T. traite suivant les principes analogues les
événements § quatre particules émergentes. Puisque 3 x 4 - 5=7,1i1 fau-
drait 7 dimensions ! en se bornant aux 6 variables longitudinales (qua-
tre énergies positives de somme Etgt ; quatre moments longitudinaux de
somme nulle) il reste encore & confronter deux diagrammes tridimension-
nels : le diagramme tétraédrique des énergies et le diagramme cubocta-
édrique des moments longitudinaux (cf § 4.2.2).'Comme le dit philosophi-
quement le document du M.I.T. déja cité& "Combiner ces deux diagrammes
en un seul qu'un physicien & trois dimensions puisse comprendre, peut
bien &tre impossible"... Mais il est permis d'aller de 1l'un & l'autre en
projetant ici une sous-classe apparue 1l& ; etc... Toutes opérations qu'un
systéme informatique volubile peut rendre agréables et fécondes ( cf §
4.2.4)

4.2.4 Vues d'un nuage en coupes et en projections : Découvrir les
sous-canaux ; puis séparer des sous-é&chantillons d'événements relevant
de chacun de ceux-ci afin d'en préciser le profil est l'objet de toute
analyse de données issues d'une expérimentation & haute énergie. Un pic
apparait-il sur un histogramme, ou une bande dense sur un diagramme tri-
angulaire ou prismatique ? I1 faut isoler les é&vénements correspondant &
ce pic ou & cette bande ; en préciser la distribution angulaire ; re-
chercher sur l'histogramme de la masse invariante de toute paire (ou
triplet) de particules émergentes, divers signaux parasites (cf §4.2.1) ;
comparer des profils & ce qu'ils seraient sous l'hypothése de distribu-
tion uniforme dans l'espace des phases. Chacune de ces opérations, pri-
se isolément semble simple ; mais les répéter aussi souvent que le vou-
drait la curiosité du physicien est plus qu'une téche fastidieuse:c'est
une entreprise au dessus des moyens naturels dont 1l'homme dispose pour
traiter des informations aussi nombreuses que celles de centaines et de
milliers d'événements ; il y faut un ordinateur couplé avec un &cran ca-
thodique. Fort heureusement les laboratoires de physique qui ont dG au-
tomatiser grandement l'acquisition des é&vénements que recé&lent les cli-
chés de chambre & bulles et plus encore ceux saisis par d'autres détec-
teurs (cf § 4.4.1), comptent des virtuoses inégalables de 1l'infor mati-
que. Les statisticiens qui n'attendent que des listages pour l'anal yse
factorielle ou la classification automatique des données de biologie
végétale et animale ou de sciences humaines, croient ré&ver gquand 1ils
voient avec quelle rapidité les tré&s ingénieux syst@mes congus pour l'a-
nalyse interactive des données de physique de haute énergie s emblent
saisir au vol dans l'espace multidimensionnel les coupes et les projec-
tions qui se succédent sur 1l'écran cathodique(x). Sans décrire aucun de
ces systé@mes, donnons-en un apergu par quelques exemples.

(%) Voir renvoi page suivante.
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Le systéme PAT (Programmed Analysis Technique i objet & Genéve
d'une communication de 1'éguipe du M.I.T. qui 1l'a congu) présente sous
un angle quelconque une vue bidimensionnelle d'un nuage tridimensionnel
(cf supra : diagramme prismatique) soit fixe, soit en rotation continue
L'utilisateur peut, par un crayon lumineux, mettre & part une classe
d'événements ; et demander pour un tel sous-nuage des vues partielles
et des histogrammes. L'ordinateur PDP-10 commandé principalement & dis-
tance, de l1l'écran cathodique ou d'un clavier spécial, litles &vénements
sur une bande magnétique usuelle, et peut garder en mémoire rapide un
maximum de 2400 événements a 3 particules é&mergentes ou 2000 événements
a 4 particules.

Le systé&me PRIMS6 ("Projection, Rotation, Isolation, Maskingin 6 di-

1T (3 14 Gev)

fut présentée a Genéve par P. Lutz, offre d'un nuage de points de RG des

vues bidimensionnelles, prises en guelque sorte par une caméra en mouve-
ment continu, avec la possibilité de couper le nuage au vol, c'est-d-dire de stpa-
rer une classe d'événements encerclée d'un trait de crayon sur une vue
plane (xx).

mensions"), dont 1l'application & la réaction K p K pm

Le NAMELESS (systéme innommé&) réalisé au CERN par E. Pagiola, était
en démonstration pour les participants au colloque de Gené&ve.Ce program-
me interactif d'analyse multidimensionnelle , présente avec une flexibilité
impressionnante les vues planes et les histogrammes demandés au clavier.
De plus il effectue un classement des é&vénements suivant le principe sui-
vant : 1'utilisateur principalement grdce & des bornes choisies au vu des pics
d'histogrammes,définit des sous—-classes d'événements Nc , Nc' ’ Nc,,,,.; chaque &

vénement de l'échantillon traité, est rattaché par le systé&me au noyau Nc

dont il est le plus proche (proximité est & entendre ici en un sens par-
ticulier : pour chaque classe on calcule un critére de compacité :1'adjonc-
tion d'un point modifie la quantité critére ; un point étant dit d'autant
plus proche d'une classe qu'est plus grande l'amélioration qu'il appor-
te au crit@re calculé par la classe) ; les sous—canaux Ic , Ic' y Ic"""’

ainsi obtenus sont appréciés d'aprés divers histogrammes (cf § 4.2.1) ;
l'utilisateur peut alors proposer de nouveaux noyaux N(’: , Né, ’ N'c,, e« 3 le

processus interactif de définition des sous—canaux est arrété quand les transferts
d'individus entre classes, consécutifs aux modifications des noyaux (trans-
ferts recensés par le syst@me) sont si peu nombreux que l'utilisateur n'es-
pére plus d'amélioration.

On le voit, avec le NAMELESS project nous dépassons la statistique
descriptive en faible dimension pour aborder 1l'analyse multidime nsion-
nelle proprement dite, objet du § 4.3.

(x) M. Kerbaol qui, & Rennes, use d'une sortie sur un écran cathodique
non seulement pour voir les cartes planes issues de l'analyse fac-
torielle, mais aussi pour appeler les dossiers relatifs d des sous-—
ensembles 4'individus définis d'un geste du crayon lumineux sur l'é-
eran etc , nous a toutefois confié que le flot d'informations que
peut ainsi débiter méme un petit ordinateur, égare plus qu'il ne
1'inspire le statisticien non averti. Et J.P. Fénelon dit vclontiers
que les étudiants qui apprennent l'analyse des données ne devraient
recevoir que des listages de nombres et &tre ainsi contratints dtra-
cer de leurs mains tous les graphiques.

(%) Cf P. Lutz, Thése (Paris Mai 1977) ; 2° Partie Ch II § B.2.



