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Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol. II-1977-n° 3-p. 313-332 

ACTUALITE : 

ANALYSE DES DONNÉES ET PHYSIQUE CORPUSCULAIRE 

I. — Le modèle physique 

[PHYS. COR.] 

par J. P. Benzécri (1) 

Le présent exposé repose premièrement sur les travaux d'un congrès 
- Topical meeting on multidimensional analyses - tenu au CERN à Genève du 
19 au 2 3 Janvier 1976. On le complétera d'après les travaux récents de 
P. Lutz (thèse Paris 1977) et D. Maîti (thèse 3° cycle Paris 1977). Ce 
premier article décrit le cadre physique où s'inscrivent les données dont 
l'analyse sera expliquée ensuite. 

1 Thème, de, la n.eno.ontn.e. : 

D'abord qu'est-ce qu'un "topical meeting" ? Un sociologue parisien -
Monsieur Tapia - qui a bien voulu recourir à la collaboration statisti­
que du laboratoire et dont la thèse sera peut-être bientôt présentée aux 
lecteurs des Cahiers - a rassemblé des fiches descriptives sur des cen­
taines de réunions de toute sorte : politiques, scientifiques, folklori­
ques ; soi-disant solennelles ou informelles... Quelle diversité ! Nos 
contemporains, piqués d'un invisible aiguillon, aspirent à s'arrêter pour 
s'entretenir à loisir ; et ils s'ingénient à inventer de nouveaux salons. 
Disons en bref qu'un topical meeting n'est pas proprement un congrès en 
ce sens que les participants n'y sont pas réunis en vertu de leur appar­
tenance à une ou plusieurs associations ou sociétés déjà constituées ; ce 
n'est pas un atelier (Workshop) rassemblant des savants déjà à l'oeuvre 
sur un programme de recherches fixé en commun et qu'ils entendent pour­
suivre ; ce n'est pas une école - j'allais écrire école d'été saison sus­
pecte d'oisiveté ! - offrant à quelques disciples, déjà avancés en science 
le spectacle de maîtres réputés. C'est littéralement une réunion (meeting) 
de chercheurs qu'unit un commun intérêt pour un sujet (topic) qui ne bé­
néficie pas encore des efforts concertés d'un atelier ; et ne peut cer­
tes pas être offert en programme à des élèves, ni servir de raison so­
ciale à une compagnie de savants. 

Pour connaître le sujet de notre réunion, il ne suffit pas d'en li­
re le titre : l'analyse des données multidimensionnelles. Il faut prendre 
garde à l'organisateur : le C.E.R.N., Conseil Européen pour les Recher­
ches Nucléaires ; et l'on devinera de quelles données particulières il 
s'agit. Une dernière mise en garde toutefois : quand fut créé le C.E.R.N., 
(en 1952-53) l'énergie nucléaire (qu'on appelait encore improprement a-
tomique) semblait aux profanes, simples citoyens ou ministres, le Nec 
plus ultra de la science ; mais déjà - bien que les forces qui unissent 
les particules au sein des noyaux des atomes demeurent imparfaitement 
connues - la frontière s'était déplacée : la source principale de décou­
vertes relatives à la structure de la matière est aujourd'hui l'expéri­
mentation sur les particules de très haute énergie : non seulement pro­
tons et électrons, mais toute une faune de hadrons et de leptons nés des 
collisions avec des faisceaux très peu denses préparés dans ces fameux 
accélérateurs linéaires ou circulaires qu'on peut schématiser ainsi : une 
sorte de guide d'onde (tube à vide soumis à un champ ; et dont la sec­
tion ne dépasse pas quelques dizaines de cm tandis que leur longueur at­
teint plusieurs km), prisonnier dans une formidable galerie souterraine 
* à suivre 
(1) Professeur de statistique 3 université Pierre et Marie Curie ; Paris. 
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de béton (nécessaire autant pour assurer au guide d'onde une assise par­
faite que pour protéger les physiciens des radiations) . Notre sujet était 
donc : l'analyse des données multidimensionnelles recueillies dans l'ex­
périmentation sur les particules de très haute énergie. Participaient à 
la réunion quelques dizaines de physiciens originaires de divers pays et 
qu'on disait être quasi les seuls à poursuivre l'élaboration statistique 
des données au-delà des dessins d'histogrammes et des calculs de l'éoreu-

2 
ve d'ajustement du x ; s'y étaient adjoints une dizaine de statisticiens, 
militant chacun avec ses armes propres sous la bannière multidimension-
nelle. A cette rencontre brillamment organisée par E. Pagiola, la parti­
cipation du laboratoire avait été préparée par J. Kubler, boursier de re­
cherches à la D. D. (division:données et documents) du C.E.R.N.. 

2 Lo.& donnze.6 Kzlat'Lve.b aux p<vi£>Lcule.6 de. haute. zne.h.alz : 

Ce n'est pas le lieu de faire un exposé de physique qui sans parve­
nir à intéresser les spécialistes de cette science accablerait les lec­
teurs des Cahiers. Nous préciserons seulement les particularités des don­
nées issues des expériences à haute énergie afin de préparer la coopéra­
tion des statisticiens et des physiciens et d'abord permettre à tous de 
saisir l'enjeu des recherches dont nous rendons compte. 

2,1 Le.6 kaute.6 evie.n.Q4.e.& : L'unité communément usitée pour mesurer l'éner­
gie d'une particule élémentaire isolée est l'électron-Volt, eV ; c'est 
l'énergie cinétique, qu'acquiert un électron si partant du repos dans u-
ne zone où le potentiel est x Volt il est accéléré par un champ électri­
que jusqu'à parvenir à un potentiel de (x+l)Volt. Dans les réactions 
chimiques ordinaires les remaniements du nuage électronique mettent en 
jeu des énergies de l'ordre de l'eV : ce qui correspond à la force élec­
tromotrice d'une batterie, laquelle est de l'ordre du Volt. Dans un tu­
be cathodique (e.g. télévision) les électrons sont accélérés par une ten­
sion de quelques centaines voire un millier de Volts : leur énergie in­
dividuelle approche donc du keV (kilo eV) . Mais la notion d'eV ne s'ap­
plique pas qu'à la mesure de l'énergie d'un électron : un eV c'est 

-19 1,6x10 J : on peut mesurer en eV l'énergie d'une particule quelconque 
chargée ou non (on pourrait, au risque d'atteindre des chiffres énormes, 
mesurer en eV le travail effectué par un moteur etc...). Les remaniements 
des noyaux atomiques (que manifeste la radioactivité) ainsi que les dé­
sintégrations nucléaires mettent en jeu des particules animées d'une é-
nergie qui peut atteindre le domaine des MeV. Souvenons-nous de l'équi­
valence exprimée par Einstein entre masse et énergie : on peut exprimer 

2 
en eV la masse de l'électron (plus exactement le produit c m , par le 

2 6 ^ 
carré de la vitesse de la lumière) : c m = 0,511 x 10 eV = 0,511 MeV 

6 2 9 
(Mega = M = 10 ) ; la masse du proton c m = 0,938 x 10 eV = 0,938 GeV 

9 P 
(Giga = G = 10 ). Dès lors que l'énergie d'une particule isolée dépas­
se le MeV celle-ci est susceptible de créer une paire e , e (électron 
usuel négatif ; et antilélectron positif) ; à partir de 2 GeV apparais­
sent les paires p p (proton, antiproton). Aujourd'hui l'expérimentation 
a dépassé le domaine du GeV, atteint couramment les dizaines de GeV, a-
borde les centaines de GeV : à ces hautes énergies (énergies individuel­
les par particule) les chocs ne sont plus de simples réflexions comme en'-
tre de minuscules boules de billard : il y a création de particules nou­
velles elles-mêmes animées de haute énergie. L'intérêt de ces réactions 
peut s'expliquer dans la conception optique qui fut celle de L. de Brogl je 
quand il créa la mécanique ondulatoire (seule capable notamment d'expli­
quer les interférences entre sous-canaux exposées au § 3.6) : qui dit 
haute énergie E dit quantité de mouvement p, élevée ; donc puisque 
p = h/A, très faible longueur d'onde À pour l'onde de L. de Broglie. 
Atteindre une longueur d'onde À très faible permet de faire des obser­
vations très fines : c'est le principe du microscope électronique. A 100 
GeV, par exemple, les protons ont une vitesse très proche de celle delà 
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lumière : la longueur d'onde d'un proton est alors 1,3 x 10" cm. Obser­
ver les réactions entre particules à haute énergie, c'est en un sens ob­
server ce que sont ces particules à une échelle de 10~ cm. . . 

2.2 Le.& xéac£Â.on& à haute. éYizfigle. : Ondes ou particules ? Les réactions 
à haute énergie ne peuvent être tant soit peu comprises que par la méca­
nique ondulatoire ; mais les faits individuels - appelés événements - que 
recense l'expérimentateur relèvent de la mécanique des systèmes finis de 
points. (Nous reviendrons sur cette dualité au § 3.6). Un événement est 
communément défini comme une collision de deux particules produisant deux 
ou plusieurs particules dont les trajectoires divergent à partir du point 
de rencontre des deux particules incidentes. Voici quelques exemples de 
ces réactions, relevés au programme des réunions de Genève : 

ïï p •* p TT TT ; ( 1 ) 

TT p •* p 7T TT+ïï+1T~'iï" ( 2 ) 

K~p H- K°.7r"p ; (3) 

dans ces formules, p désigne un proton (charge positive + e égale en va­
leur absolue à celle de l'électron) ; ir désigne un pion (ou méson TT ; mas­
se environ 1/7 de celle du p ; charge + e, - e ou zéro précisée par un 

signe : TT , TT", TT°) ; K désigne un Kaon (ou méson K ; masse environ 1/2 
de celle de p ; charge + e, - e ou 0.) . La réaction (2) se signale par le nom­
bre élevé de particules émergentes : du choc de TT et p résultent un p , 
trois TT et deux TT . La réaction (3) a ceci de remarquable qu'on ne re­
trouve pas de K" parmi les particules émergentes, bien qu'il en figure 

un dans la paire incidente K"p. On voit qu'il n'y a pas de conservation 
de la masse ; mais la charge totale est conservée, ainsi que le quadri-
moment d'impulsion-énergie, vecteur à quatre composantes : 
tpx / Py f Pz * E/c} = {p}. De façon précise, si l'on note {p^,(p>2 les 

quadrimoments de deux particules incidentes ; et {p} .le quadrimoment 

de la j-ème particule émergente on a , e.g., pour une réaction à 4 par­
ticules émergentes : 

{p>! + {P>2 = {p>el + (p}e2 + (p}e3 + (p}e4. 

De plus le quadrimoment d'une particule a pour norme hyperbolique la mas­
se de celle-ci : 

(E2/c2, - px
2 - Py

2 - p2
2 - m2 c2 

Nous insistons sur ces formules classiques de cinématique relativiste par­
ce qu'elles définissent un cadre géométrique qui devra être celui de 
l'analyse statistique (cf infra pour la géométrie §§ 3.1, 3.2 ; .. . ; puis 
pour l'analyse statistique § 4.2.3...) 

2.3 L'obAe.Kvatlon dz6 ë\vene.mznt6 à haute. ê\ne.>LQle, : Un exposé fait à 
Genève pour des expérimentateurs dont certains avaient participé aux 
journées sur l'analyse des données, nous permet de donner au statisti­
cien l'échelle des corpus d'événements disponibles aujourd'hui et de ceux 
attendus pour l'avenir : selon M. Yamdagni, une expérience au Fermilab 
(U.S.A.) requiert communément la prise de 500 kilophotographies totali­
sant 80 kiloêvénements. Nous traduisons à dessein ces néologismes de 
"kilopicture",^"kiloevent", pour souligner l'immensité du labeur : des 
semaines d'expérimentation proprement dite ; des semaines de travail sur 
les photographies qui recèlent les traces de particules ; des semaines 
aussi pour l'élaboration des données avant d'offrir matière aux spécula­
tions des théoriciens. Et le C E R N entreprend de doter l'Europe de 
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moyens d'expérimentation qui devraient en 1980 recueillir des données 
dix fois plus nombreuses qu'on ne le fait à présent au Fermilab. 

Que sont ces photographies recueillies par millions dans quelques 
très puissants laboratoires des U.S.A. et de l'U.R.S.S. et de l'Europe 
occidentale dont les recherches très coûteuses sont de plus en plus co­
ordonnées ? Elles proviennent des fameuses chambres à bulles. En bref, la 
chambre contient un liquide à basse température (e.g. de l'hydrogène li­
quide) maintenu au voisinage de son point d'ébullition. En accroissant 
quelque peu le volume de la chambre par le déplacement d'un piston, on 
crée un équilibre métastable, que la moindre perturbation locale peut 
rompre en provoquant la création d'une phase gazeuse, sinon par une ébul­
lition tumultueuse au moins par la naissance d'une petite bulle. C'est 
ce qui se produit sous l'action ionisante d'une particule chargée qui 
vient à traverser le liquide de la chambre : un chapelet de bulles ma­
térialise la trajectoire. Celle-ci peut être longue si la particule a 
une énergie élevée ; et elle se termine souvent par une gerbe de trajec­
toires matérialisant un événement (cf infra). L'image des traces de bul­
les est conservée par une photographie ou plus exactement par plusieurs 
photographies, prises de points différents, afin de préciser la disposi­
tion tridimensionnelle (la photographie étant le seul moyen de saisir 
et de conserver les informations compte-tenu du temps très faible dispo­
nible) . L'image prise, on recomprime le liquide et la chambre est prête 
à enregistrer de nouvelles trajectoires ; le rythme des prises de vues 
atteignant aujourd'hui plusieurs par seconde. 

Pourquoi ces photographies contiennent-elles des événements, tels 
que (2) : 

+ + + + -
irp-^pn ÏÏ ÏÏ n TT ; 

c'est que les pions TT de haute énergie envoyés dans la chambre peuvent 
rencontrer le noyau d'un atome de l'hydrogène liquide emplissant celle-
ci : or ce noyau n'est autre chose qu'un proton p. Sur la photographie 
on verra alors la trajectoire pion incident s'arrêter en un point, d'où 
divergent e.g. (cf (2)) les six trajectoires du proton et les cinq pions 
émergents. 

En fait pour le profane, une photographie de chambre à bulles tient 
de la pluie d'étoiles filantes ou du feu d'artifice : les événements ne 
s'imposent pas au regard. Les distingue-t-on, il reste encore à recon­
naître à quelle particule correspond chaque ligne (est-ce un p ? un TT+, 

un TT ,etc.) ; et (pour passer à l'analyse quantitative) à mesurer les 
quadrimoments de toutes les particules émergentes produites dans l'évé­
nement (les particules initiales étant déjà connues à condition que le 

faisceau incident soit pur, i.e. formé e.g. de TT quasi monocinétiques; 
et que la réaction ait lieu sur un noyau d'hydrogène au repos dans le 
système du laboratoire). 

Le statisticien doit au moins savoir que la diagnose des particu -
les et la mesure de leurs quadrimoments requiert la présence de champs 
magnétiques intenses qui courbent les trajectoires et indiquent notam­
ment le signe des particules chargées. Evidemment la reconstitution spa­
tiale des trajectoires ne se peut faire sans la prise simultanée de deux 
vues ou plus. Aujourd'hui la saisie des informations est quasi automa­
tique : l'observateur humain en visant les trajectoires photographiées 
provoque par ses manipulations l'entrée dans un ordinateur, des données 
à partir desquelles un programme élabore la description cinématique des 
événements. L'élaboration n'est pas sans faille ; toutefois les erreurs 
et imprécisions en sont connues des physiciens qui savent quelle est , 
au sens statistique du terme la validité des corpus d'événements qu'ils 
compilent. Cette validité est assez grande car somme toute les vérita­
bles trajectoires présentées sur les images offrent une information très 
redondante même si la structure n'en est pas facile à déchiffrer; Il faut 
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seulement noter, le 'cas des particules neutres : celles-ci sont invisi­
bles, ne créant pas de germes de bulles ; on tente d'en reconstituer les 
trajectoires d'après les particules chargées auxquelles elles donnent 
naissance... Tentatives non toujours couronnées de succès ; et c'est pour­
quoi, à côté des réactions dites exclusives telles que : 

.a + b + c + d + e + f 

(où il est exclu que participe aucune particule non explicitement re­
censée) , on considère aujourd'hui des réactions dites inclusives : 

a + b + c + d + e + .... 

(dont le second membre n'énumère qu'une partie inclue dans l'ensemble 
total des particules secondaires effectivement produites). On conçoit 
que la statistique soit requise pour classer les événements inclusifs. 

Nous avons dit que tout en étant très complexes, les images des 
chambres à bulles sont redondantes. Mais les chambres à bulles ne sont 
pas les seuls appareils qui saisissent des événements de haute énergie. 
Dans ces chambres en effet, la réaction se produit nécessairement entre 
une particule du faisceau incident (e.g. à 30 GeV cf § 2.1) et la matiè­
re du liquide au repos. Or du point de vue relativiste il est équivalent 
de produire un choc entre deux protons à 30 GeV se déplaçant dans des 
directions opposées ou entre un proton à 2000 GeV et une cible fixe (fi­
xe dans le système du laboratoire). D'où l'intérêt de produire des évé­
nements par intersection dans le vide entre faisceaux opposés. De plus 
la chambre à bulles ne peut atteindre le volume qui serait nécessaire 
pour étudier avec précision de nombreux événements. Aussi utilise-t-on 
aujourd'hui pour la diagnose des particules et la mesure de leurs mo­
ments des appareils complexes généralement appelés spectromè très, qui ne 
fournissent pour chaque trajectoire que quelques points d'impacts repé­
rés dans des plans matérialisés par des réseaux de fils conducteurs. Il 
n'est pas nécessaire de rien savoir du processus physique de détermina­
tion des points d'impacts pour deviner qu'il n'est pas facile de recon­
naître parmi des dizaines de points ceux qui s'associent pour ponctuer 
les trajectoires des particules intervenant dans un même événement : et 
c'est là un problème de reconnaissance des formes qui peut bénéficier 
des méthodes statistiques multidimensionnelles (cf § 4.4.1). 

3 Le modèle. théoKJLquz : 

3.0 Solidité de* loi* de. ta physique. Nous l'avons souvent affirmé : 
dans les sciences humaines - psychologie, sociologie ... - et aussi en 
zoologie ou en botanique (mais non en génétique mendelienne) il n'exis­
te généralement pas de modèle mathématique théorique dont le cadre puis­
se être accepté a priori par l'analyse statistique ; et corrélativement 
la forme des nuages de points, traduction géométrique des données re­
cueillies, ne se laisse -pas décrire par l'ajustement de quelques cons­
tantes dans une formule issue de l'arsenal ordinaire de la statistique 
paramétrique. Il n'en est pas ainsi en physique des hautes énergies : 
sans quelques lois fondamentales de la cinématique relativiste et de la 
mécanique ondulatoire - lois confirmées par des dizaines d'années d'ex­
périences - la description même des événements, puis leur confrontation 
seraient impossibles. Et bien qu'il n'existe aucune théorie des interac­
tions entre particules qui soit conforme aux principes relativistes et 
quantiques et fournisse des formules mathématiquement satisfaisantes 
(e.g. des développements en séries convergentes), qu'il n'y aurait qu'à 
préciser pour aboutir aux lois du réel, des modèles qui incorporent dans 
des cadres mathématiques sûrs des hypothèses parfois naïves parfois a-
venturées, peuvent à l'occasion être plus utiles que nuisibles. 

Le statisticien sourcilleux qui aborde la physique expérimentale 
des hautes énergies, s'inquiétera de la pratique répétée de 1 ' ajustement 

2 
par le x <en anglais fit ; en franglais fittage ! cf fig 3.0) 
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*Wifk a {ew euh t we can fit an^fkâia, " 

^tfute 5-0 :fa& méthodes eJtyu&àemewtftaA&nêAcocœ. 
enft/iys/fue c/e&Aaa&â éneipie& (cfoeumené commu­
niqué, fîaA, *7. KuUeA.)* 

des paramètres de formules phénoménologiques. Mais d'une part, objecti­
vement le terrain est solide - la matière a certes des lois stables mê­
me si l'homme ne fait qu'entrevoir celles-ci - ; d'autre part les phy­
siciens ne se rendent qu'à des faisceaux convergents de preuves ; en 
sorte qu'au sein de la physique le libre parcours moyen d'une erreur est 
assez court. De même qu'à la fin du XVII ° siècle, au travers de lentil­
les qui n'étaient que des sphêrules de verre, Malpighi et Leeuwenhoek 
découvraient la vie dans l'infiniment petit et, par des observations ré­
pétées, parvenaient à s'affranchir des mirages ; ainsi, aujourd'hui, la 
physique des hautes énergies accède à son objet. Le statisticien avide 
de science qui coopère à cette découverte peut se résigner à n'être pas 
également expérimentateur et théoricien de la physique : mais après la 
structure des données recueillies (les événements ; cf § 2), il doit con­
sidérer le cadre dans lequel s'inscrivent celles-ci (§ 3). Ce cadre re­
quiert selon nous pour les données, une analyse particulière, dont la 
pratique-présente (§ 4) peut suggérer les voies. 

3.7 L'espace de.6 phaàe.6 : En mécanique classique à tout état d'un sys-
1 2 tême holonome décrit par n coordonnées généralisées q , q , ./ q 
est associé 

et 
un les moments qui leur sont conjugués p , p_ 

point d'un espace de dimension 2n, appelé espace des phases. Les équa­
tions de Hamilton et de Lagrange qui régissent le mouvement de ce point 
dans l'espace des phases, permettent aussi d'étudier le mouvement dans 
cet espace d'une distribution continue de masse ; et ainsi se développe 
la mécanique statistique. Dans les réactions à haute énergie on ne s'in­
téresse pas aux coordonnées de position, mais seulement aux moments des 
particules ; on conserve toutefois l'expression d'espace des phases. 

Prenons par exemple la réaction à quatre particules émergentes 
proposées au § 2.2 : 

1 + 2 •+ el + e2 + e 3 + e4 ; 

le système produit par la réaction pourra être caractérisé par un vec­
teur dont les 16 composantes sont celles des quadrimoments des-quatre 
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particules émergentes ; ce qu'on écrira : 

{{p}el ' {p}e2 ' {p}e3 ' { p }e4 } = {{p}ejl j = 1 4 } = {{p}ej> 

Entre ces 16 composantes, existent 8 relations indépendantes. D'abord 
4 relations liant l'énergie de chaque particule à sa quantité de mouve­
ment {J = mv) : e.g. pour la particule el : 

(Eel/c) = (c
2 mel

2 + |Pel|
2),/2 , 

(où |p|2 = p 2 + p 2 + Pz
2 ; et c est, cf § 2.2, la vitesse de la lumiè­

re) . Ces quatre relations permettraient de se placer dans un espace de 
phases de dimension 4x3 = 12 plutôt que 4 x 4 = 16, puisque les coordon -

nées d'énergie (quatrième coordonnée de {p} = {p, E/c}) sont détermi -
nées par la quantité de mouvement ; mais on ne le fait pas, du moins au 
départ, pour bénéficier de l'invariance relativiste. De plus l'invarian­
ce du quadrimoment fournit un système de 4 équations, déjà écrit au § 
2.2 : 

{p}tot = Wl + (P}2 = <P>el + <p}e2+ <P>e3
 + {pW 

On peut par un changement d'axes relativiste se placer dans un système 
quadridimensionnel dont l'axe des temps est orienté suivant {p} t o t ; 

c'est-à-dire dans un système où sont immobiles le centre de gravité (ou 
centre de masse) des deux particules incidentes, et aussi celui des qua­
tre particules émergentes. Finalement le mouvement des quatre particu­
les émergentes dépend de 8 paramètres ( 8 = 1 6 - 8 = 1 2 - 4 ) ; son point 
figuratif doit appartenir à une sous-variété de dimension 8 de l'espace 
des phases. Cette sous-variété est assez simple ; car on peut la para­
métrer par 9 variables indépendantes liées par une seule relation. En 

effet le système des quatre vecteurs (pel t Pe2 ' P 3 ' P 4^ liés par la 

conservation de la quantité de mouvement : p + p - + p - +p 4 = P t t
 = 0 

(dans le système particulier choisi), parcourt un espace vectoriel de 
dimension (4 x 3) - 3 = 9 ; mais dans cet espace de dimension 9 seuls 
sont permis les points qui satisfont à la relation de conservation de 
l'énergie : 

•tôt*»-*!-! . " V + | p e J i 2 r , 
Cette relation n'est pas simple : mais il est au moins facile de voir 
qu'elle impose à tous les p . d'être bornés en module (e.g. par E Je). 
Donc dans l'espace des phases le point figuratif {{p} .} décrit une sous-
variété compacte de dimension 8 (ou plus généralement, 3n - 4, s'il y a 
n particules émergentes) que nous appellerons sous-variété des événe -
ments permis. Le nuage des points figuratifs représentant tous les évé­
nements de type donné (e.g. TT p •+ p *rr TT TT"; les quadrimoments des par -

ticules incidentes étant fixes : pour TT , faisceau monocinëtique ; pour 
p, noyau immobile de l'hydrogène liquide de la chambre à bulles) s'ins­
crit donc dans cette sous-variété compacte V qui est le cadre obligé de 
l'analyse statistique. Il importe de noter que V est complètement défi­
nie par le moment total (p}tot - {pk + {p}2 et par les masses des par­
ticules émergentes. 

3.2 Elzmznt de. volume. &uti la &ou6-vaKlzte dzà evzne.me.nt6 pznmjjà ; 

zxzmplz dz la dlj^u^lon élattlque. . Il y a plus, la sous-variété V 
est munie naturellement d'un élément de volume dont la définition s'ac­
corde avec l'invariance relativiste : on peut donc parler de nuage de 

http://evzne.me.nt6
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densité uniforme relativement à l'élément de volume naturel de la sous-
variété de l'espace des phases, lieu des événements ; en bref nous di­
rons : nuage de densité uniforme. Pour le physicien, le nuage de densi­
té uniforme constitue une hypothèse nulle aussi naturelle que l'est pour 
le statisticien l'hypothèse d'indépendance entre les deux coordonnées i 
et j d'une correspondance : l'analyse des données devrait donc chercher 
en quoi le nuage des événements recensés s'écarte significativement de 
cette hypothèse nulle. Nous y reviendrons (cf notamment § 3.4 in fine ; 
& § 4.3.3). 

Avec la fonction de Dirac (distribution ô) l'élément de volume por­
té par la sous-variété des événements permis s'écrit très simplement 
comme une mesure sur l'espace des phases tout entier, dont la densité 
est : 

6({p} 
tôt 

Z.{p}ej) x n. ô(c
2mej

2 - l{p>ejl • ) 

Plutôt que de tenter d 'expliquer c e t t e formule aux l e c t eu r s qui n 'on t 
pas la prat ique des d i s t r i b u t i o n s , montrons sur un exemple t r è s simple 
de mécanique non r e l a t i v i s t e ce que peut ê t r e l 'é lément de volume sur la 
sous-var ié té des événements permis. 

Considérons deux faisceaux uniformes de pa r t i cu l e s sphériques iden­
t iques (de mêmes masse e t rayon) se déplaçant à la même v i t e s s e , mais 
dans des sens opposés, à la rencontre l 'un de l ' a u t r e (cf f ig 3.1). Sup­
posons que les seuls événements possibles soient des chocs é l a s t i ques 
entre par t i cu les des deux faisceaux : un t e l événement e s t une réflexion 
des v i t esses donc des quant i tés de mouvement sur le plan tangent au point 
de contact ; on peut le ca rac t é r i s e r par le vecteur p quantité de mou­
vement de la pa r t i cu le 1 après l e choc. L'extrémité de ce vecteur e s t 
sur une sphère de rayon | p | ; de p lus , sous l 'hypothèse f a i t e que l e s 
faisceaux sont uniformes ( i . e . que les impacts des t r a j e c t o i r e s se ré -
pa r t i s sen t équiprobablement sur un plan qui leur es t perpendicula i re) , 
la d i s t r i bu t ion sur la sphère e s t uniforme : autrement d i t e s t un i for ­
me la d i s t r i bu t ion en d i rec t ion des pa r t i cu les ayant subi une ré f lex ioa 
La sous-variété des éléments permis e s t une sphère S ; e t sur c e l l e - c i , 
l 'é lément de volume naturel n ' e s t autre que l 'é lément d ' a i r e usue l . 

axe initial 
de* fatic&uwc 

J'i^uÂe. dt : S UA /A tyhète, S <M6Wénemen& hekê^,ôt aAttoUênfe une $o/tç &&€&**-
AekaUffeôé CanUeu^ià.dBpLèà ; l'aùe,, eu ynaâ&t de cctë. ^one etl ftAœ/tarJtbn/tel/e à. 
la IaAgeu^\clcotB\s\SûnBclBl c^MfiAo^ecJtùn^Aibi /'atce irûh'aldes faisceau^ . 
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Numériquement, un choc est caractérisé par un paramètre unique , 

l'angle 6 = (p, , p . ) formé par les directions initiales et finales de 

la quantité de mouvement de la particule 1. Sur la sphère S on distin -

gue deux pôles opposés, p. , p2 , marqués par les directions initiales 

des deux faisceaux en collision ; les points 6 = cte décrivent sur S des 
cercles, ayant pour axe l'axe initial des faisceaux ; il est classique qu'en 
projection sur cet axe (comme d'ailleurs sur un axe quelconque) la dis­
tribution uniforme de la sphère donne aussi une distribution uniforme . 
Autrement dit sous l'hypothèse de densité uniforme le paramètre cosô est 
distribué uniformément entre 0 et 1 : ceci permet de mettre facilement 
en évidence les écarts à l'uniformité en traçant l'histogramme de cos0. 

Que subsiste-t-il dans le cas général de n particules émergentes , 
des propriétés du cas n = 2 ? La sous-variété V des événements permis nfc 
pas la simplicité d'une sphère ; l'élément de volume naturel sur V n'est 
pas généralement celui associé à une sous-variété de type espace de l'es­
pace des phases (lui-même produit de n espaces hyperboliques).Mais dans 
le système où le centre des masses est immobile, (système où, par con­
séquent les particules incidentes 1 et 2 se déplacent sur un même axe 

dans des directions opposées), l'axe commun des faisceaux (p., =-p3) dé­
finit un groupe de rotation à un paramètre laissant invariant V et son 
élément de volume naturel : en sorte que le nombre de paramètres carac­
térisant un événement n'est pas (3n-4) (dimension de V), mais (3n - 5) . 
Pour être exact, il faudrait toutefois ajouter à cette description ci­
nématique (par les vitesses) la polarisation des particules incidentes 
et émergentes : en effet comme les photons (ondes lumineuses) les par­
ticules (de spin non-nul) ne sont qu'incomplètement définies par leur 
quantité de mouvement. Les états de polarisation conditionnent de façon 
essentielle les amplitudes de réaction (cf § 3.4) ; mais nous ne les dé­
crivons pas ici ; car d'une part l'étude du spin requiert des notions 
de mécanique ondulatoire et de théorie des groupes qu'on ne peut présu­
mer d'un lecteur statisticien ; d'autre part les statistiques d'expérien­
ces comportent rarement des indications de spin : ordinairement, ce sont 
des moyennes relatives à des faisceaux incidents 1, 2 (ou à des cibles) 
non polarisés, et la polarisation éventuelle des particules émergentes 
dans les directions transverses n'est pas observée. Cependant les effets 
du spin apparaissent encore dans la non uniformité de la distribution 
des événements sur V (cf § 4.1.3). Nous avons vu que dans le cas du choc 

élastique de deux sphères, la composante longitudinale de p , (compo­
sante suivant l'axe du faisceau ; i.e. à une constante près, cos 6) est 
distribuée uniformément sur son intervalle de variation. Il n'est certes 
pas vrai qu'en général V muni de son élément de volume naturel se pro­
jette sur une sous-variété linéaire L comme une distribution de masse 
de densité uniforme sur un domaine borné. Mais cela se produit pour une 
certaine représentation bidimensionnelle des réactions à trois particu­
les émergentes, le diagramme de Dalitz dont nous parlerons ci-dessous. 

3.3 QA.aah.ammz tn.Â.an$ulaÀ.Ki d'une. Ke\aat<lon à ttioLb paKtlculzà e\mz>iQznteJ& 

Soit la réaction : 

1 + 2 ->- el + e2 + e3, 

où les particules incidentes (1 et 2) et émergentes (el, e2, e3) ne sont 
désignées que par des indices. Notons E et E les énergies (supposées 

fixées) des particules incidentes dans un système où leur centre des mas­
ses est au repos ; dans ce même système les énergies des particules ê-
mergentes peuvent être notées E - , E^0 , E - ; elles sont liées par la 
relation : ei ed e J 

el e2 e3 1 2 tôt 

http://QA.aah.ammz
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Fixons dans un plan t r o i s po int s é t i q u e t é s e l , e 2 , e 3 . Aux triplets 
{E , E „ , E , } de nombres p o s i t i f s de somme donnée E , correspondent 
biunivoquement l e s po in t s du t r i a n g l e e l , e 2 , e3 : à chaque t r i p l e t 
{E , , E 2 ' E 3 } ' o n a s s o c i e l e barycentre T des p o i n t s e l , e 2 , e3 affec­
t é s des masses E , , E ~ , E - . 

e l e2 e3 

Faire l e diagramme de Da l i t z (en a n g l a i s Dalits-plot) d'un e n s e m ­
ble d'événements produisant t r o i s p a r t i c u l e s e l , e 2 , e3 d ' é n e r g i e s r e s ­
p e c t i v e s E . , E - , E . c ' e s t a s s o c i e r à chaque événement l e p o i n t T r e ­
p r é s e n t a t i f du t r i p l e t {E . , E 2 , E _} : on o b t i e n t a i n s i un nuage de 
po in t s du p lan , qui s ' i n s c r i t dans un t r i a n g l e . Avant de préciser le con­
tour de ce nuage, sa d e n s i t é , l ' i n t e r p r é t a t i o n physique a i s é e à l a q u e l ­
l e c e l l e - c i se prête souvent , nous préc i serons quelques p r o p r i é t é s gé ­
ométriques e t c inématiques . De tou te s l e s analyses mul t id imens ionne l l e s 
du nuage de po int s a s s o c i é à un ensemble d'événements à haute énerg i e , 
l e diagramme de D a l i t z o f f re l e prototype à la f o i s s imple e t e f f i c a c e : 
a u s s i l a s t a t i s t i c i e n ne perd — i l po int son temps à é t u d i e r en d é t a i l 
ce prototype . 

SUouAe 3-5 :devxi/&ww&6 de ktefaêéenJafon. cle&én&çteé de 6ld6 fat/fadeô ém&Lgenà& en 
Cû&u&rvtéô McangcJcuAeà} dflaucktv {Juaryle làocèle dAedanglejàdAoiiti thùznçk eqtlUalélal' 
UciiAymkbutfuwaÀkentte ce. fui eU notammentAech&lcM A celât-ci on/mê­
me. maé6e; /a>dc6 teatotonruM À£cf^&^tdcuA& u6*teUet> JvnM deu* éneA$ùe6 . 



324 J.P. BENZECRI 

La représentation triangulaire relève premièrement de la géométrie 
affine ; on peut toutefois en préciser diverses variantes métriques en 
précisant des angles et des longueurs : 

1° variante : e3 est à l'origine ; le triangle {el, e2, e3} est 
rectangle en e3 et isocèle ; les côtés |e3 el | et |e3 e21 ont pour lon­
gueur E. . On prend e3 el et e3 e2 comme axes 1 et 2 respectivement ; 

au triplet {E , E- , E.,} correspond le point T d'abcisse E1 et d'ordon­

née E, ; la troisième énergie E3 est le produit par \/l de la distance 

de ce point au côté e. e- . 

2° variante : le triangle {el, e2, e3} est équilatéral ; les trois 
côtés ont longueur E ; la distance du point T au côté e2 e^ opposé au 

sommet e, est E , ̂ 3/2 ; l'énergie E1 est aussi en évidence sur les cô­

tés e. e2 ou ex e3 , entre la parallèle à e2 e3 menée par T, et le côté 

e2 e~ lui-même. Et de même pour E e 2 et Ee3- (cf fig 3.3). 

En cinématique relativiste, on appelle masse invariante m 
1 , . . . , 1 . 

d'un ensemble de particules 1,..., i,..., r le quotient par c de la nor­
me hyperbolique de la somme de leurs quadrimoments : 

cm. ^ = |{p}, + ... + {p}H +... + {pï-l ; 

(il revient au même de dire que la masse invariante est l'énergie tota­
le des 2 particules dans un système d'axes où leur centre de gravité 
est au repos) . Précisons cette définition dans le cas des deux particu­
les émergentes e2 et e3. On a dans un système où le centre des masses 
de el, e2 et e3 est au repos, l'équation d'invariance du quadrimoment ; 

{Pel ' Eel / c } + {Pe2'Ee2/
c} + {Pe3 ' Ee 3/

C ={0'Etot/
c} = <P}tot ' 

{Pe2 ' Ee2 / c } + {Pe3 ' Ee3 / c } = {0'Etot/c} " {Pei '
 Eel / c } 

cme2,e3 = I<°'Etot/c} " {Pei '
 Eel / c } I * 

2 
pour calculer le carré de norme hyperbolique m(e , e2) , on applique 

aux quadrimoments la formule valable pour tout produit scalaire < . ,. > 
de signature quelconque (euclidienne, hyperbolique...) : 

Ha - bll2 = Hall2 + Ibl2 - 2 < a , b > ; 

<cme2,e3>2 = "<P}tot"2 + ll{P>el"2 " 2 < {P}tot ' <P}el > ' 

( c me2,e3 ) 2 = <Etot/
c)2 + ( c mel> 2 " 2(Etot Eel / c 2 ) ' 

<me2,e3>2 = ^ t o t ^ 4 + m
el

2 " 2 ( Eto t/
c 4 ) Eel • 

Il résulte de cette formule et des deux autres qui lui sont analo­
gues (relatives à e2, e3 et e3, el) , que la somme des masses invarian­
tes carrées des particules el, e2, e3 prises deux à deux, ne dépend que 
de E. . et des masses des particules émergentes ; on a : 

(n,e2,e3)2 + (me3,el)2 + (mel,e2)2 = {Etot^+m
el

+mJ+me3 
(où l'on a tenu compte de ce que E + E 2 + E - = E. ). Le triplet 
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des masses invariantes des paires {m^^ 2 , ^B3>^ , ™BlfB%}, peut donc 
comme le triplet {Efîl , E e 2 , Ee3>, être représenté par un point du trian­
gle. L'on passe d'une représentation à l'autre du nuage des événements 
par une homothétie et un changement de cadrage dans le triangle ; ainsi 
qu'on le verra de suite sur un exemple (figure 3-4). Du point de vue 
physique, énergies et masses invariantes concourrent à l'interprétation 
du nuage : car le triplet {EQl , E e 2 , Ee3) apparaît comme une projection 
d'un point de l'espace des phases (cf § 3.4) ; tandis que la distribu­
tion des masses invariantes des paires suggère par quels états intermé­
diaires instables est passée la réaction 1 + 2 -*- el + e2 + e3 (cf f ig 
J • -> / • 

3-4 ViaQKammz dz Dalitz zt z&pacz dz6 pha*zt> : Il n'est pas vrai qu ' à 
tout triplet {Eel , E e 2 , Ee3> corresponde au moins un événement 

^p*el ' ̂ p e2*' *pe3* " c h e r c n o n s â déterminer les trois vecteurs (quan­
tité de mouvement) pel , p e 2 , pe3. On a d'abord : 

pour j = 1, 2, 3 : |pej|
2 + <cm e j)

2 = <Eej/c)
2 ; 

d'où les trois inégalités : 

pour j = 1,2, 3 : cm < E /c , 

(l'égalité cmej = E^/c, n'étant réalisée que si pe. = 0, i.e. si la 

particule ej est au repos dans le même système que le centre de gravi­
té). De plus de l'égalité vectorielle : 

Pel + pe2 + pe3 = °' 

il résulte que les trois modules |pej| = ((Ee ../c)
2 - (cm.)2)"* doivent 

satisfaire aux mêmes inégalités que les côtés d'un triangle. On a ainsi 
un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes caractérisant (pour 
une valeur donnée de Efcot) le domaine DT du triangle accessible au point 

T figurant le triplet {E .}. Ces condions permettent de caractériser 
2 *̂  

les triplets ^m
ej,ej'^ P

ermis Pour les masses'invariantes carrées ; puis­
que les m . ., sont reliées linéairement aux E .. 

eJ tej ej 

Prenons pour exemple la réaction : 

K+ + p + K° + p + TT+, 

sur laquelle nous reviendrons au § 3.5 ; fixons E . On a alors pour 
les énergies et les masses invariantes les domaines de la figure 3 4 • 
afin de rendre évidente l'égalité de forme des domaines, on a orienté 
symétriquement les deux diagrammes triangulaires. Le dessin a été fait 
d après 6 points remarquables : les maxima et minima des E .. On a dé­
jà dit que le minimum de E est E = c2m (proton au repos) ; on a a-
- r P P 
l o r s : 

EK° + Bw+ % E to t " C S > ' PK° +K+
=0 

d'où en notant e x = |F>Ko I = I P W + U l ' é q u a t i o n (où on s ' e s t souvenu que 

E e j / c 2 = ( | p e j / c | 2 + mej
2) , /2) : 

(x2 + mKo2)"2+ (x2 + m2+)./2 = ( E t o t / c 2 ) - mp ; 



326 J.P. BENZECRI 

équation d'après laquelle on calcule x, puis EvQ et E x. Le maximum de 

E est atteint quand la masse invariante ra^ est minima, c'est-à-di-

re quand m. K°,TT + + m On a alors (cf § 3.3) : 

E p = «Etot ^ + m p 2 (mKO + m^+)2)/(2 EtQt/c
4) ; 

d'où (ERO + E^+) = E t Q t - E p : d'où E R O et E^+, car lorsque m R 0 ^ + at­
teint son minimum m 0 + m , les quadrimoments {p}T,G et {p} sont col­

is. TT-l- K TT + 
linéaires et donc : 

= Am K„ ; Eff+ Am TT + où A = (EKO + Ew+)/(mKO + %+), 

I l e s t maintenant f ac i l e de remonter du diagramme t r i angu la i r e à 
l ' e space des phases : à p a r t i r d'un t r i p l e t {Eel , E 2 , E 3> (représenté 
par un point du t r i a n g l e appartenant au domaine D déjà délimité) on 
ca lcule l e s modules | p . | e t donc la figure formée par l e s trois vecteurs 
P e j ; mais l ' o r i e n t a t i o n de ce t t e figure plane dans l ' espace t r id imen­
sionnel dépend de 3 paramètres (e .g . : deux paramètres pour fixer la nor­
male au plan ; e t un paramètre de ro ta t ion autour de ce t t e normale) . 
Donc un point du diagramme de Dalitz es t la project ion d'une sous-varié­
té (f ibre) de dimension 3 de la va r i é t é V des événements permis de l 'es­
pace des phases : on a vu en effet (cf § 3.2 in fine) que dim V = 5 = 
d im. t r i ang le + d im.f ibre . 

Jïpu*>3-4 :J)ia^icuwic deDcUity,/touA la Acacliovi K%/t ->K0+n++fi.£/tcfoLe (tfcont/itean-
teduquiuMnwnimtJfa K*UncùdenL ckuu k Juàéême, lie.au lafot*fafc:3GeV.En0teie to­
tale, daM Le Jyélême lit au emnA* dt ftevdt .- fa = 2,$c c&v. Afcuvcke, diaçtemme du éneà. 
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Ceci posé, le diagramme de Dalitz possède la propriété remarquable 
suivante : la variété des V éléments permis, munie de son élément de vo­
lume naturel, se projette dans le triangle suivant D , muni d'un élé­
ment d'aire de densité uniforme. Autrement dit si l'on tire dans V un 
échantillon d'événements distribués uniformément suivant l'élément de 
volume naturel,•les points figuratifs des triplets {E . , E ? , E .,} de 

ces événements forment dans D un nuage uniforme. Cette propriété se 

démontre aisément, si l'on sait calculer sur la définition de l'élément 
de volume naturel rappelée au début du § 3.2. Pour l'interprétation des 
résultats d'expériences, il est essentiel qu'à la non-uniformité du nua­
ge des points dans D_ (non-uniformité dépassant les fluctuations d' é-

chantillonnage), corresponde nécessairement dans l'espace des phases la 
non-uniformité relativement à la mesure naturelle ; (autrement dit le 
rejet de l'hypothèse nulle d'uniforme densité). 

3.5 Canaux, zt & ouà - canaux. : Entre deux mêmes particules 1 et 2, on ob­
serve des réactions très diverses. Par exemple, en se bornant aux évé­
nements à trois particules émergentes, un faisceau de mésons TT~ peut sur 
une cible de protons p (noyaux d'atomes d'hydrogène) produire notamment 
les systèmes suivants (que nous citons d'après, Gasiorowicz *) 

+ - - ° + + « - ° + ° - + •n ÏÏ n ; TT TT p ; Z" TT" K° ; I TT K ; A TT K . 

Ces réactions sont désignées par le terme imagé de canal ; comme si 

la paire ÏÏp avait dans ses transformations, le choix entre plusieurs 
voies : 

1° canal : TT + p -»• TT +ÏÏ + n : deux pions et un neutron ; 
— _ o 

2° canal ÏÏ + p -*- ÏÏ +ÏÏ + p : deux pions et un proton ; 
etc. 

De plus, comme il résulte de la conservation du moment, que l'éner­
gie totale E est supérieure ou égale à la somme des masses des par -
ticules émergentes, on dit que pour une valeur donnée de E , seuls 

sont ouverts les canaux l + 2->a + b + c tels que m + m. + m < E ^ ; 
etc. a b c ^ 

La tâche première du statisticien est d'analyser les événements recueillis dans 
un seul canal ; la comparaison des faits observés dans plusieurs canaux 
(e.g. 1 + 2 -> a + b + c , 1' + 2' •+ a» + b' + c' ) essentielle à la va­
lidation des hypothèses, physiques qu'ils suggèrent ne vient qu'ensuite, 
et l'analyse des données multidimensionnelles y a jusqu'ici tenu peu de 
place. Mais au sein d'un même canal, coopèrent des phénomènes physiques 
multiples : pour le physicien une même cause simple peut être à l'oeu­
vre dans plusieurs canaux ;. et plusieurs causes bien distinctes peuvent 
s'additionner dans un seul canal (non sans interférences ; cf § 3.6) : 
on parle alors de sous-canaux de ce canal. Le statisticien ne peut igno­
rer cette conception : car c'est par les méthodes descriptives élémen­
taires (histogrammes et diagramme de Dalitz) qu'on a reconnu les sous-
canaux dans les données d'expériences ; et c'est en vue de poursuivre 
cette recherche (d'autant plus complexe qu'aux très hautes énergies 
s'ouvrent de nombreux sous-canaux) que le physicien aborde aujourd'hui 
l'analyse multidimensionnelle de grands recueils d'événements. 

Afin d'expliquer ce qu'on entend par sous-canal, partons de deux 
graphes (fig 3-5) dessinés d'après Gasiorowicz pour le canal 

(*) S. Gasiorowicz : Elementary partiale physics ; J. Wiley S Sons 
N. y.j Londres, Sydney ; 1966. 
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h +p-»-K°+ïï + p (dont un diagramme triangulaire est en fig 3-4). 
Ces sortes de graphes, dont l'idée est due à R.P. Feynman, servent éga­
lement aux calculs de la théorie quantique des champs et à l'interpré­
tation des expériences d'interaction entre particules ; le sens n'en est 
toutefois pas exactement le même pour tous. 

S'içute, 3-5 ; aAaMkeS de ^k^nmcm fwuA deuet àouô. can&UM 

de la Aéxcààn- K++-ft -* K°+ 7r++yt 

d dàoite, •• K+tjv^> K*+ -/L ^> H°f 7L++ f, . 

On voit sur chacun des deux graphes de la figure 3-5 deux lignes 
incidentes, ou flèches pointées vers un sommet du graphe, qui représen­
tent les deux particules 1 et 2 : un méson K et un proton p ; et trois 
lignes émergentes qui représentent les particules el, e2, e3, i.e. un 

méson K° , un méson ÏÏ et un proton p. Les lignes intermédiaires (qui sont 
terminées à leurs deux extrémités par un sommet du graphe) décrivent ou 
au moins symbolisent le sous-canal par lequel est passée la réaction. A 

gauche, on dira que K et p incidents ont échangé un méson chargé p : K+ 

est ainsi devenu un K° (non chargé) p est passé en N* (de charge double) ; 
puis le N* s'est désintégré en produisant ÏÏ+ et p. A droite K+ et p ont 
échangé un méson ÏÏ ; d'où passage du K en K* et changement de quanti­
té de mouvement pour le p ; puis le K* s'est décomposé en K° + TT+ émer­
gents. 

Superficiellement, le graphe semble un schéma de cliché de chambre 
à bulles, chaque sommet représentant un événement. En réalité , les li­
gnes intermédiaires du graphe sont généralement virtuelles. Ni le p, ni 

le" N ,ni le K n'ont une durée de vie qui permette d'en observer une 
trajectoire. De plus, si l'on cherche à préciser les événements repré­
sentés par les sommets en attribuant à chaque ligne (considérée comme 
une trajectoire infinitésimale) un quadrimoment (e.g. à gauche {p} , à 

droite{p}7To) en sorte que soit respecté le principe de conservation (e. 

g. à gauche :{p}R+ = {p}RO + ^P^ p)/ °n trouve que le quadrimoment d'une 

particule virtuelle (ligne intermédiaire) n'a pas nécessairement pour 
norme hyperbolique la masse de celle-ci (à la vérité, conformément à la 
4° relation d'incertitude de Heisenberg, cette masse est en elle-même 
définie à une variance près, si la particule a une durée de vie brève) . 

Ce n'est pas le lieu de préciser toute la signification physique et 
mathématique dont sont chargés les graphes de Feynman. Disons seulpment 
quant aux calculs théoriques, que les graphes servent à dénombrer et • 
aussi à calculer les termes d'un développement en série de la probabi­
lité (plus exactement de l'amplitude ondulatoire de probabilité ; cf § 
3.6) du passage d'un état initial à un état final de quadrimoments dé­
terminés. Dans ces développements infinis, (dont la convergence est au 
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mieux incertaine ; souvent impossible ! ) les graphes des sous-canaux 
apparaissent comme des termes du premier ordre fournissant un schéma 
typique d'événements ; on peut encore dire que ces graphes simples re­
présentent des sommes infinies de termes qui leur sont analogues, mais 
plus complexes (avec de multiples lignes intermédiaires ; dont les phy­
siciens symbolisent parfois la présence en substituant aux simples som­
mets ponctuels, tels que ceux de la fig 3-5, des disques hachurés, où 
le lecteur doit imaginer un réseau de lignes..'.). 

Reste à montrer comment, sans qu'il soit besoin de dominer des sé­
ries divergentes, les graphes de Feynman s'ajustent à la réalité sta-

+ • + tistique des événements d'un canal tel que K + p -*• K +ÏÏ + p . Exami-
minons le diagramme de Dalitz de ce canal,dans le plan des masses car­
rées des couples (fig 3-4) : il est manifeste que le nuage des événe­
ments est presque exclusivement formé de deux bandes. Sur l'une (oppo-

2 2 2 
sée au sommet m 0 „+ ; et parallèle au côté ni „0 ; ni + ) , la masse 

2 A , TT 2 4 P'R " 'P 
carrée mv0 + vaut environ 0,8 (GeV) /c ; la masse invariante du cou-

' 2 

pie K°, ÏÏ+, vaut donc environ 0,9 GeV/c : on peut conjectuer la forma­

tion intermédiaire d'une sorte de méson instable K , de masse approchée 

0,9 GeV/c , qui s'est désintégré en Kc et ÏÏ+. Sur l'autre bande, de mê-
2 

me, on a m + ** 1,25 GeV/c , ce qui suggère la formation intermédiai-17 /P ^ 
re d'une sorte de nucléon instable N , ayant cette masse, et qui s'est 
désintégré en ÏÏ et p. La décomposition du nuage en deux bandes a sug­
géré la décomposition du canal en deux sous-canaux, qui sont ceux sym­
bolisés par les graphes de la fig 3-5. 

Cependant, le physicien cherche des structures précises et des 
quantités exactement mesurées. L'existence d'un K* étant envisagée ; il 
faut en proposer la masse et la durée de vie (ou ce qui revient au mê­
me, la dispersion, la variance de la masse) ; il faut en fixer le spin 
etc.. Or la théorie symbolisée par les graphes de Feynman fournit - au 
moins au premier ordre près- une description du sous-nuage des événe­
ments relevant d'un sous-canal donné. Si dans le nuage des événements 
relevés sur les clichés issus des chambres à bulles, on a séparé un sous-
nuage candidat à être le produit d'un sous-canal encore imprécisé, les 
paramètres de ce sous-canal pourront être ajustés suivant le modèle théo­
rique choisi. Il est clair, e.g. que l'on peut sur la bande 

2 
mK°'ïï+ * °'^ GeV/c de la fig 3-4, calculer la masse m avec sa va­
riance ; quant aux informations relatives au spin, e te . , elles sont 
fournies non pas par cette sorte d'histogramme plan des énergies qu'est 
le diagramme de Dalitz, mais plutôt par la. distribution angulaire dans 
l'espace des phases. 

On conçoit que l'analyse en sous-canaux d'un canal comportant de 
multiples particules émergentes se fonde sur la découverte de bandes et 
de branches dans un nuage de dimension élevée. Présentement, le physi­
cien effectue principalement cette analyse en projetant le nuage sur 
des axes ou des plans (cf § 4.2), où pour des raisons théoriques, il 
attend que les bandes ou branches se séparent en des pics distincts de 
l'histogramme. Il découpe ainsi progressivement le nuage des événements 
en sous-canaux auxquels il associe des échanges de particules intermé­
diaires instables (dites encore résonances parce qu'elles définissent 
des niveaux d'énergie privilégiés) dont l'existence ne peut être confir­
mée que par la confrontation des analyses de plusieurs canaux. On peut 
espérer, avec l'ensemble des participants à la réunion de Genève, que 
la découverte des bandes et des branches d'un nuage d'événements béné­
ficiera de plus en plus du secours de l'analyse statistique multidimen-
sionnelle ; mais la séparation des bandes et des branches empiétantes 
est ici rendue plus délicate parce que les sous-canaux ne s'additionnent 
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pas simplement en densité ; ils interfèrent en amplitude. C'est là une 
dernière particularité du modèle théorique, dont le statisticien doit 
être averti. 

3.6 lntzh.hzn.zncz*> znthz Izé éou6-canaux d'un même canal : Voici le som­
maire de ce §. La mécanique ondulatoire décrit pour les particules de 
tout type le phénomène d'interférence, classique en optique. Dans l'es­
pace des phases, les sous-canaux interfèrent comme le font dans l'espace 
ordinaire, plusieurs faisceaux cohérents entre eux. Nous concluons en 
remarquant que l'interaction avec le milieu où on les observe est cause 
que les particules émergentes se propagent en pinceaux étroits, non com­
me des ondes de grande ouverture angulaire : et c'est pourquoi (cf§2.2) 
les événements que recense l'expérimentateur relèvent de la mécanique 
relativiste des systèmes finis de points. 

La mécanique classique conçue par Galilée et Newton et perfection­
née par Lagrancre, Laplace, Poisson, Hamilton, Jacobi,..., décrit le mou­
vement d'un point matériel comme la variation de trois coordonnées fonc­
tions du temps {x(t), y(t), z(t)} et liées par un système d'équations 
différentielles. La mécanique ondulatoire née de l'intuition de Louis 
de Broglie est parvenue à expliquer les phénomènes quantiques (discon­
tinus) systématisés par Planck, Einstein, Bohr..., en associant à une 
particule une fonction d'onde complexe ij;(x,y,z,t) s ' étendant à tout l'es­
pace, et satisfaisant à l'équation de Schrôdinger. Dans cette nouvelle 
mécanique (vieille déjà d'un demi-siècle) l'observation du corpuscule 
en un point apparaît comme un phénomène aléatoire distinct de la propa­
gation déterministe de l'onde \p ; le carré du module ifj donnant seulement 
une densité de probabilité | ty (x,y, z, t) | 2 dx dy dz que le corpuscule ap­
paraisse au point (x,y,z). 

Louis de Broglie vit immédiatement que dans cette mécanique les 
phénomènes d'interférences déjà connus de Newton et expliqués par Fresnel 
pour la lumière, c'est-à-dire pour les photons, devaient s'étendre à 
toutes les particules ; en effet, Davisson et Germer découvrirent bien­
tôt la diffraction des électrons sur un cristal et l'on peut voir dans 
leurs expériences le début de l'observation de la matière par des ondes 
de particules quelconques, méthode dont (après la microscopie et cristal­
lographie électronique) relèvent les expériences de haute énergie (cf 
§ 2.1). 

Schématisons d'après l'expérience des trous d'Young l'essentiel de 
tout phénomène d'interférence. Entre la source lumineuse ponctuelle S 
et l'écran E est interposée une cloison opaque percée de deux trous T 

et Tp. La lumière parvenant en un point de l'écran E est passée soit 

par T. , soit par T„ ; mais 1'éclairement observé n'est pas la somme de 

ce qu'il est quand l'un ou l'autre des deux trous est seul ouvert. Avec 
T seul ouvert on a sur E une plage claire uniforme ; et de même pour 

T« ; avec T.. et T« ouverts simultanément, on observe sur E une alter­

nance de lignes sombres et brillantes perpendiculaires à T T?. On ne 

peut se représenter la lumière comme une sorte de fluide brillant pro­

jeté à partir de S et parvenant sur E soit par T , soit par T» : en 

tout point M de E, il parvient un champ H, qui est la somme des deux 

champs H. , H2 que l'on aurait si un seul trou était ouvert. 

http://lntzh.hzn.zncz*
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ute 3-Q ; ScAémst deâ ùiklféfi 

Le champ est une grandeur algébrique (plus précisément vectoriel­

le) ; l'éclairement en M est proportionnel à |H(M)|2 = |H (M) + H,(M)| 2 

3? | H. (M) | + |H2(M) I . On conçoit que d'un point M à un point M' voisin 

les phases de H 1 et H varient différemment en sorte qu'à une interfé -

rence constructive (e.g. si | n |#| H 2 | : | H| = | H11 + |H2 | ; | H |
 2= 2 (| H 1 |

2 + | H 2 |
2 ) ; 

lumière intense), succède une interférence destructive (H + H 2 = 0 ; 

obscurité). Il importe de rappeler que l'interférence entre les champs 

H1 et H 2 n'est possible en fait que parce que les trous T, et T 2 sont 

éclairés à partir d'une même source S, se comportent comme deux sources 
cohérentes, i.e. entre lesquelles la différence de phases reste cons­
tante au cours du temps (elle est déterminée par la différence entre 
les chemins optiques ST et S T ? ) . 

Avec des ondes de matière pouvant e.g. se propager suivant deux 
voies que nous noterons encore T. et T ? , on aura de même une fonction 

d'onde ip = iK + \\>~ , somme de ce qu'elle serait si une seule des voies 

était ouverte. Et la densité de probabilité d'observer le corpuscule en 
2 

un point M, | TJJ (M) | , ne sera pas la somme de deux termes positifs 
2 2 

| ip < JVI) | et [ xjj ( JM) | , mais le carré du module d'une somme algébrique 
|iK(M) n- I/J_ (M) | (somme de deux nombres complexes) présentant des inter-

2 2 ? 

férences so i t const ruct ives ( | iji | > |I/J..| +1^^1 )# s o i t de s t ruc t ives 
.2 . ,., ,2 , ,., ,2, ( H I*, I*, 

- ) -

Dans les expériences de haute énergie, les événements observés ne 
sont pas la simple apparition d'une particule en un point de l'espace 
usuel, mais l'apparition simultanée de plusieurs trajectoires (e.g. un 
proton et cinq pions) : en bref un événement est comme l'observation 
d'un corpuscule unique, mais en un point de l'espace des phases (plus 
exactement de la sous-variété V des événements permis ; cf § 3.1). La 
probabilité de ces événements est donc régie par une fonction d'onde , 
ou amplitude de probabilité, qui es#t une fonction ip sur la variété V . 
L'hypothèse de distribution uniforme sur l'espace des phases, ( § 3 . 2 ) , 
s'exprime donc en disant que if/ a un module constant. De même que dans 
l'expérience des trous d'Young ijj est la somme de deux termes ip. et ty-

(cohérents entre eux car issus d'une même source) passés par les deux 
trous T et T"2 , la fonction d'onde \\> sur la variété V de l'espace des 

phases se décompose en une somme de termes chacun associé à un sous-canal 
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particulier. Et, ici encore, quant à la densité du nuage des événements, 
l'interférence peut être soit constructive, soit destructive. 

On s'étonnera que la prise d'un cliché dans une chambre à bulles 
équivaille à l'observation d'un point unique dans l'espace de configu­
ration multidimensionnel. A la vérité, en mécanique ondulatoire, la na­
ture physique de tout processus de mesure demeure controversée. En "bref, 
à une grandeur g est associé un opérateur G ; la fonction d'onde^ peut 
être décomposée en combinaison linéaire de fonctions propres ty , de G : 

G *gl = g' * , ; * = Eagl î g, ; lli|/lt2= E|ag,|
2 = 1 ; la probabilité 

de sortie de la valeur g' dans une mesure effectuée sur \\t est le carré 

de module du coefficient | a , | ; de plus après que la mesure a été fai­

te (i.e., après interaction avec l'instrument) le système passe dans 

l'état IJJ , correspondant à la valeur g' obtenue. Dans une expérience de 

haute énergie, l'instrument de mesure est au fond l'espace lui-même de 
la chambre où les particules de haute énergie sont en interaction avec 
la matière et les champs. La fonction d'onde du système de particules 
émergentes produit par une réaction, a une large distribution angulaire 
dans l'espace ordinaire ; ou encore elle est étalée dans l'espace des 
phases ; mais du fait des interactions, le système des particules émer­
gentes est fixé dans un état directionnel qui macroscopiquement est aus­
si étroit que la trajectoire idéale d'un point ; la densité de probabi­
lité des divers états directionnels est fournie par le carré du module 
de la fonction d'onde sur l'espace des phases. Ce phénomène est analo­
gue au passage de ip en i|i , avec une probabilité |a ,|2. Cependant tout 

n'est pas au clair ; notamment quand se forment plusieurs particules 
neutres qui ne laissent pas de trace tant qu'elles n'ont pas produit de 
particules chargées : nous nous bornerons à signaler qu'on rencontre 
ici le paradoxe d'Einstein Rosen Podolsky (*). Le statisticien qui en­
treprend 1'analyse des données de haute énergie doit au moins savoir 
que certaines questions fondamentales qu'il hésite à poser de peur de 
paraître ignorant, ne sont encore claires pour personne ! 

(*) A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen, : Can Quantum-Mechanical Des-
cription of physical Reality be considered complète ?in. Phys. Rev. 
47 pp. 777-780 ; (1935). 


