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ETUDE DE QUELQUES PROPRIETES EXTREMALES
DES FACTEURS ISSUS D’UN SOUS-TABLEAU
D’UN TABLEAU DE BURT

[EXTR. FAC)

par P. Cazes (*)

1. Introduction

Nous nous proposons ici de donner des propriétés extrémales des fac-
teurs issus d'un tableau de Burt, ou d'un sous-tableau de ce tableau.

Aprés avoir défini au § 2 les notations et rappelé 1'é&quation des
facteurs du tableau de Burt, et d'un sous-tableau gquelconque kJJ. de ce
tableau, nous donnons au § 3 une propriété extrémale des facteurs de
Kozee

JJ

Au § 4, nous donnons une autre caractérisation des facteurs du tableau
de Burt, en nous inspirant d'une idée de Carroll reprise par Saporta.

Au § 5, nous considérons le cas particulier du tableau kJJ, o2 1'on
croise les deux ensembles J et J' de questions, les questions a 1'inté-
rieur de chacun des deux ensembles J ou J' é&tant indépendantes. Nous
montrons gue dans ce cas, l'analyse des correspondances de kJJ. est &qui-
valente 3 1'étude de la position respective de deux sous—-espaces. Nous
montrons é&galement que l'analyse de kJJ. est équivalente & celle du ta-

bleau kJ U gr,gu g s et nous donnons une limitation des valeurs pro-
pres.

Enfin au § 6, nous montrons que si J désigne 1l'ensemble des modali-
tés de la question g, I le produit des Jq , et S 1l'ensemble des sujets
ayant répondu au questionnaire, on peut au lieu de raisonner dans RI ’

comme on l'a fait, pour trouver les propriétés des facteurs, raisonner
S
dans R".

2. Notations - Equation des facteunrs.

2.1. Notations

Nous reprenons ici, & quelques différences pré&s les notations de
[Bin. Mult.]}, CAD, vol. II, n° 1.

Soit {Jq!q € Q} une famille finie d'ensembles finis Jq,indicée par
g € Q. On note :

(1) ISUP - Laboratoire de Statistique - Université Pierre et Marie Curie-
Paris.
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u{Jqu € 0} = 1; n{Jqu €eQl =1 (1)

ol le symbole U correspond & l'union disjointe des J_ (cf [Bin. Mult.]
§ 1) et olil 1'on a noté L ce qui &tait noté J dans [Bin. Mult.].

L'on suppose que l'on a un tableau de contingence kI sur I (i.e. un
tableau multiple); l'on désigne par Py la loi de probabilité associée
sur I (pI = kI/n si n est le total des &léments du tableau kI , i.e. le
nombre total de sujets soumis au questionnaire dé&éfini par les J ), et
par kLL le tableau de Burt croisant l'ensemble des modalités de tous
les {Jqlq e Q} avec lui-méme .

Nous désignerons par Py +P; 3 , les lois marginales associées
L]

9 g J
a Py sur Jq et sur Jq x Jq. , et par pJq la loi conditionnelle de Jq
q

connaissant j ¢ J

q' -
Notons que si q = q' , P; 3 n'est autre que le tableau diagonal
q q94J
des {pJ ()3 € Jq} tandis que pJq n'est autre gue la matrice unité.
q
Nous considérerons deux parties quelconques K et K' de Q, d'intersec-
tion vide ou non, dont la réunion n'est pas en général Q.

Nous poserons :

Yy g € K' : Jé = Jq

J=u {Jq]q e K}

J' = U {Jqlq e K'} = v {Jélq e K'}

Cg = Card X (2)
CK'= Card K'

CJ = Card J

C;,= Card J' )

Nous allons &tablir certaines propriétés des facteurs issus du ta-
bleau kJJ. sous tableau du tableau de Burt kLL‘

2.2. Equation des factfeurs

1
Les lois conditionnelles p'g. et p'g associées au tableau kJJ. s'é~

crivant :
J
p'g. ={p'50 |9 ¢« X, @' ¢ K'}
q
1 L]
p'g = {p'g q'lg ¢ K, g' € X'}
q
avec :

J

p'Jq = (1/Cxy) P @
J! J' .
q* q
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L} Jl
p'J a' = (1/cy) pY a'
q q

L}
1'équation des facteurs de variance 1 (wJ ’ WJ ) de kJJ' s'écrit, si
1l'on pose :
I J
W = {¢ g e K};

' J' (3)
= (¢ 9q e xk'):

J' Jg J 3
(1/€) T {v q op;7 'Iq' e XK'} =Vie @
r(4)
J J! J!
(1/c) T e %op_ Tlg e x} = ae” @'
q J
avec :
J 3
qj 2 = .
(1/Cg) I {lle 4l P, lg e K} =1 ;
q
qu r (5)
2 "y = .
(1/cg) & e 9l . g e XK'}y =1
q
Les deux équations (4) impliquant :
J,. J' , g J )
(1/CCpy) E {# Top 9 opJ? 'Iq" € K, q' e K'} = 9
qll [ (6)

. J' w J J'q, '
(/cgey) T le Top,? op; Vg ek, gm ek} =w
q" "a

L]
Danslecz:xsoﬂ!<=K'=Q,J=J'=r_.,goJ=goJ =¢L,
CK = CK' = Card Q, les équations (4) redonnent 1l'é&quation des facteurs

du tableau de Burt kLL'

J . J J
(1/Cy) = {v Top;d [q' e Q) = v @ (7)
ql
avec :
Iq
2 =
(1/CQ) L {le ||pJ lga € Q} 1 (8)
q

oll 1'on a noté CQ pour Card Q, comme CK pour Card K.
Remarques :
1) On peut noter que, du fait de la structure particuliére du tableau

T
kJJ. , si WJ ’ WJ ) est un counle de facteurs non triviaux, wJ (resp

wJ') est de moyenne nulle sur chaque Jq (g € K) (resp. J'q (g ¢ K'));

en effet on a :
¥ 4e Kxkgg (3, 3903 e I) = (1/¢y) = {kyge 3, 393 e 3}

V@€ XK' kg (3, 3030 € a5l = (/) X {kypi (3, 3|30 3}
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Il en résulte que le nombre de facteurs non triviaux de kJJ. est au
plus &gal & min {CJ - Cx ¢ Cyr - CK.}.

Notons que si wx est une fonction de moyenne nulle et variance 1,
sur K muni de la loi uniforme, i.e. :

(1/cg) = {¥¥q ek} =0

(1/ce) = {(eD?|q e X} =1
et si :

¢Jq = o9 87q

J
wJ = {¢ q]q e K} (fonction prenant sur chaque J_ la valeur constante »9)

est un facteur de variance 1 de kJJ. associé & la valeur propre 0. Ce
facteur peut &tre dit trivial en ce que sa présence ne nous apporte au-
cune information quant aux corrélations entre les questions.

Faisant choix d'un systéme de CK - 1 fonctions sur K de moyenne nulle,
de variance 1, et non corrélées, on obtient ainsi (CK - 1) facteurs sur
J de kJJ. associés a la valeur propre 0, facteurs qui joints au facteur
trivial GJ relatif & la valeur propre 1 donnent CK facteurs triviaux

1
sur J pour kJJ.. On construirait de méme Cg facteurs triviaux o7 de
kJJ, d partir d'un systéme de CK' fonctions sur K', de variance 1, non
corrélées, dont la premiére est la fonction constante.

2) Pour rechercher les facteurs non triviaux de kJJ. , on peut se
ramener a diagonaliser une matrice symétrique de dimension r = min
(CJ - CK , CJ. - CK’)‘ Si par exemple Cy-Cg< cJ,-cK., et si HJ désigne
l'espace des fonctions sur J de moyenne nulle sur chaque Jq , espace
qui est de dimension Cy - Cx il suffit de choisir une base orthonormée
de HJ , et d'exprimer les facteurs dans cette base (cf. [Bin. Mult.]
§ 3.5). Notons que 1l'on peut choisir chaque fonction de cette base de
fagon & ce que son support soit un des sous-ensembles Jq de J.

3) Supposons que l'on ait une partition de K (resp. K') en deux
classes K, et K, (resp. K] et Kj}) de telle sorte que :
Vv (@, 9") ¢ KX K' = K, xK! :p v =Py ® pq
1 IqT g Iq Ty
ce qui signifie que toute question g'de K, (resp. g' de Kj) est indé-
pendante de toute question gq' de K' (resp. g de K).

Posons :
J! = vy {Jqlq e K|}
J2 = u {Jqlq e K,}
JUi= U {3l €Ki}

3'2= U (3" lq" € K})
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1]
Soit (¢J, wJ ) un couple de facteurs associés non triviaux (i.e.
centrés sur chaque sous ensemble Jq ou J'q,) et de variance 1 de k

JJ';
on a :

Vv (g, g') € K x K' - K, x K] :

J J' ., J J!'

(4 qopJ a - (v qopJ ) & q’ =0
q

J' ., Jd J'_, J

v T pd = (v 19 oPzr ) 8 9= 90;
qu' ql

L'on déduit alors de (4) gue la restriction de ¢ (resp. 7'y 3 32
(resp. J'2) est nulle, et que si wJ (resp. ¢J.l) est la restriction de
@7 (resp. ¥7') & J' (resp. I'!), (CKI/CK)‘/z o, (Cyq/Cger) 1209y est
un couple de facteurs associés non triviaux et de variance 1 de la cor-
respondance leJ,l croisant J! avec J'!, C

K (resp. CK.) désignant le
1 1
cardinal de K, (resp. Kj}).

L'analyse des correspondances du tableau kJJ. est donc dans ce cas
équivalente a l'analyse des correspondancesdu tableau leJ.x-
2.3. Etude d'un cas particulien.

J
Supposons qu'il existe deux fonctions wJ = {v qlq e K},
Jl
"] {w q’ |g® € K'} telles que pour tout couple (g, q') de K x K' ,
J J'
(¢ a P4 a’ ) soit un couple de facteurs de variance 1 de Py gt :
: ' a q'
J J' J'
@ qop q _ , v 9
Jq aq
', 3 J (8 bis)
e 9 oP q =xr_, 99
J'ql qq
quq' désignant dans la correspondance Py g0 la valeur propre associée

au couple de facteurs (¥ q ’ ¢ q' ).

Considérons les fonctions {w |lg € K}, (resp. {wJ:Iq' € K'}), W
(resp. wJ:) étant la fonction sﬁr J (resp. J') nul?e sur J - J (gesp.
J' - J'_,) et dont la restriction & J (resp. J' _,) est ¢Jq (resp. wJ'q').
Les fonctions {wq[q € K} (resp. {w Iq ¢ K'}) forment dans R° (resp.

) un systéme de fonctions non corrélées. Nous désignerons par HJ
(resp. ) le sous espace de r? (resp. R ) engendré par les

{Wélq € K} (resp. {wg:lq‘ € K'}). De (4) et (8 bis) 1l'on d&duit que :
pl, whc w’
pl w) c '

L]
et donc que 1l'espace HJ (resp. HJ ) est stable pour p'glep'g. (resp.
p'J ,J')
JrePg )-
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L]
Il existe donc une base de n’ (resp. HJ ) formée de facteurs de kJJ..
De fagon précise, si (w ¢J ) ol :

wJ J'

=3 {quglq e kK¥c pJ, v’ T {vq'w;:lq' € K'Y CTH

est un couple de facteurs associés de kJJ. relatif & la valeur propre

A, 1l'on déduit de (4) et (8 bis) que uK = {u9|q ¢ K} et VK'=[vql|q' e K'
vérifient les équations :
A A
(1/cp) uferg = /% v¥
K' _K K
(1/Cxy) V7 oLy, = /X u

v
avec y 4, q' € K x K' : Lk (q) = LK

K ‘q X! (q') =2

qq’
K K' _K
u (resp. v ) est donc vecteur propre de la matrice symétrique LK oL

Kl
(resp. LK.eL ) relatif & la valeur propre AC

K"
L]
Prenant w = 6 . wJ = GJ , on retrouve ainsi & partir des facteurs

triviaux constants des correspondances Py g¢ les facteurs triviaux
Ll

(i.e. constants sur chaque sous ensemble J_ ou J' _,) de kJJ. ; dans ce

A
cas les matrices Lﬁ. et LE sont de rang 1, et ont tous leurs éléments

égaux a 1.
J
Si on a un questionnaire binaire, et si l'on désigne par ¢ g (resp.
J' .
v 9) la seule fonction (au signe prés) centrée sur Jq (resp. J° .) et
Jl

de variance 1, (¥ q’ [4 q' ) est le seul couple de facteurs non triviaux
J’
et de variance 1 de p; ;, . Posant e = {p q|q e K}, ¢ = {p q’ lg'e K"
v
on se trouve dans le cas particulier étudié ici.

L
Le terme général A q' de la matrice Lg. et de sa transposée Li est

alors tel que x;q. est la trace associée 3 la correspondance Py g+ -
De plus les facteurs non triviaux sur J (resp. J') de kJJ. appartiennent
1

a l'espace n’ (resp. o ) puisqu'ils sont centré&s sur chaquedJ _ (g e K)
(resp. J'q. (q' € K')). On est ainsi ramené pour chercher ces facteurs a
: : K' _K . K K' .

diagonaliser soit LK QLK. si CK < CK' , soit LK'°LK si CK' < CK , i.e.

& diagonaliser une matrice symétrique de dimension r = min (CK ’ CK')

au lieu de diagonaliser une matrice de dimension 2r.

J J
2.4. Rappel sun Les opérateurs de projection de R ¢ dans R q' conAd~
dénés comme des sous-espaces de L.

Pour &tudier les propriétés extrémales des facteurs, on se placera

dans l'espace produit RI.
J
Une fonction d'une variable ¢ 9 pourra &tre considérée comme une

J
fonction sur I ne dépendant que de Jq et que l'on peut écrire ¥ qow

ol w§ désigne l'application projection de I sur J
q
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Nous poserons :

J J J
(# 9nl e 9 r Y
a (9)

=
]

J J J J T
v 9@ (6 T lqg' e Q- {q}}|e TcRI} CR

J
(ol & 9" est la fonction constante et égale 3 un sur Jq,); Wq est le

J
sous espace de RI, isomorphe & R q, engendré par les fonctions ne dépen-
dant que de Jq.

Nous supposerons RI muni de la norme (ou pseudo norme si le support
de Py est différent de I) Pr-

On a alors :

J J J_JJ J JJ

< ¢ 941 e 9" 2, . da yq "d'q' (%)
J_ °'J p o7 ' oy P (10)
q q'"I q q' J J

q4q
J J J J

< ¢ qoﬂg P q,ng > p =< ¥ q’ U} g > pJ (11)

q a I q

Afin de ne pas alourdir les notations, quand il n'y aura pas d'ambi-
guité & craindre, nous omettrons souvent les ngq C'est ainsi que 1l'ex-

J J _, J J
pression (10) sera notée < ¥ 4, ¢ 4 5 (ou < ¥ 9 v a'> ).
Ps g,
Jq qu 2 9q
De méme l'on notera v 7 - ¢ 2|
J J_,
(ou llv 9 - wd2 ) pour :
Pr 3,
949 5 7
g I _ ¢Jq' I 2 _ .pJq Jqu’ - v q' qu' 2
I 0Ty 0Ty I|p =l oMy 0Ty Hp
L ' J J
q q q q a'q'
Dans ces conditions l'opérateur de projection de Wq sur Wq. est 1l'opé-
' J J o o]
rateur défini par la transition pJq qui a ¢ 9 associe ¢ qopJq (i.e. qui
Iq I Jg Jqr 1 4
a9 Pem associe ¥ “,p o ).
J J J
q q q
Nous noterons (Aq,)i 1l'opérateur de projection de RI sur le sous-—
Sy
espace Wq’ , opérateur dont la restriction & Wq est pJq.

Nous poserons enfin :

J J , ,
(x) ou an 4 et an q désignent respectivement les projections de
q !

J J sur J tJd_,.
g “q’ q ¢ “q
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J J__ J 3
RY=RrR T (25 %1 ¢ R} ;
J J J
w_ =1 Fnile T r I
q- Jq
J J J J__ (12)
= {» q®{5q'|q'sQ-{q}HV’qeRq}CRI;+
I
w. = {2"|x e R W ;
q De7Ix < RI@ Wy J

on R T° (resp. W _) désigne l'ensemble desfonctions de moyenne nulle de
J
R q (resp. W ), i e. des fonctions de R q(resp. W ) orthogonales & la
J
fonction constante § ¢ (resp. 6 ).

3. Propriéitis extrnimales des facteunrs Lissus du sous tableau kJJ,.

3.1. Enoncé :

A) Les facteurs issus du sous tableau kJJ, rendent extrémales (mini-
misent) la quantité suivante :

J J',
R = (1/C,Cps) £ (19 Fonl -¢ Tonl y2jqg ¢ x, q' € k) (13)
a q'
sous l'une des quatre conditions suivantes :
J 1]
1) (/2 cpz{lly q||2P laek}+(1/2 Cpi) Z{ll¥ qu;, , laex1=1 (14)
J J
J q I q
2)  (/cpzille W2 |gekl = (/e z{ly W2 |q e K'}=1 (15)
g d q
3)  (1/C) T (e qu; lg e K} =1 (16)
J
g 4
4) (/) T {le W2 g e K'} =1 (1
Py
q

J J’
soit (¢7 = {¢ 91q ¢ K}, ¥ {¥ ql|q' e K'}) le couple de fonctions

assurant le minimum de R.

1
Alors sous les conditions (14) ou (15), (¢J, VJ ) constitue un cou-

ple de facteurs de variance 1 de kJJ,. Sous la condition (16) (resp. (17

WJ (resp. wJ ) est de variance 1, tandis que WJ (resp. oY ) a pour va-

riance la valeur propre d laquelle est relative le facteur.

B) Sous la condition (14) (ou sous la condition (15)), les facteurs

issus du sous tableau kJJ. rendent extrémales (maximisent) la quantité

suivante :
J J' .,
T = (1/CKCK,) i<y q°“§ , v 9 °w§, >| g e K, g' ¢ K'} ]
4 a’ (18)

Jq 1 g 1
< 2{e Yomy la e K/, 2 {0 Tomg, la' e K'}/Cy, >
q a'


http://Vh.oph.lete*
http://table.au

[Extr. Fae.] 151

1
Le couple de fonctions (WJ, vJ ) assurant le maximum de T étant un

couple de facteurs de variance 1 de kJJ,.

Remarques : g ,
1) Dans le cas ol K =K' =Q, J_ = J'q ¥ Q-9 4 ; les conditions
(14), (15), (16), (17) sont é&quivalentes; la quantité T s'é&crit alors :

J
T = /el = v 9nl lq e QHI? (19)
q

et 1l'on retrouve la propriétéextrémale donnée dans [ Bin. Mult.] § 4 que
les facteurs issus du tableau de Burt maximisent T, sous la condition
de normalisation :

J
(17c) = {lle W2 |qeqt =1 (20)
o) Py

2) Dans le cas ol CK = CQ -1, Cge =1, et ot {K, K'} constitue une
partition de Q, le tableau kJJ. peut étre considéré comme un tableau
de régression, croisant l'ensemble J' des modalités de la variable a
expliquer, avec l'ensemble J des modalités des autres variables que l'on
peut considérer comme des variables explicatives. Les facteurs (¢J, ¢J')
minimisent donc :
(1/cg) T Ue? onl - ¢Jq,w§ I2]q e K}
q
sous la condition de normalisation :

1]
tednz =1
pJI

3) Sous les conditions (14) ou (15), R=2 (1 - T), et si X est la
T
valeur propre associée au couple de facteurs (¢J, WJ ) rendant extremum

RouT,onaR=2 (1 - VX) et T = /A. Sous les conditions (16) ou (17)
1l'extremum de R vaut 1 - A,

1 L]

4) Il est évident que la fonction constante : WJ = SJ, ¢l = &J est
solution des problémes d'extrema &noncés ci-dessus. En particulier, elle
assure le minimum absolu de R qui vaut zéro, et le maximum absolu de T
qui vaut 1. Une fois enlevée cette solution triviale, on trouvera les
facteurs non triviaux de kJJ..

5) En bref on peut dire que la proprié&té A) exprime que les fonctions
)
wJ et wJ (fonctions sur les ensembles de modalités J et J') considé-

rées comme fonctions sur l'ensemble pondéré I des individus sont aussi

proches que possible l'une de l'autre (R minimum), tandis que la pro-
Al
priété B) exprime que WJ et vJ ont sur I corrélation maxima (T maximum).

3.2, Démonstration

3.2.1. Minimum de R et maximum de T, sous Les conditions (14) et

11s).

La condition (15) impliquant (14) il suffit de faire la démonstra-
tion dans ce dernier cas; il sera alors &vident que la solution véri-
fie bien également la condition (15). Par ailleurs nous démontrerons
en méme temps B), puisqu'en fait on va voir que rendre minimum R sous'
la condition (14) é&quivaut 3 maximiser T sous cette méme condition. En
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effet, développant R, et compte tenu de (14), on a, en omettant les
n§ pour alléger l'écriture :
J J' ., J J!
R = (L/CeC) (Cpv £ Mo WlZac, = lle T2-2{<p 9, o q' 5 |
ge K q'eK!

...la ek, q' e x'}
soit :

R=2(1-1T) (21)

Minimiser R sous la condition (14) est donc bien équivalent 3 maximi-
ser T sous cette méme condition.

M J!

Notons : ¢ = (WJ, ¥~ ) : la quantité 3 maximiser peut s'écrire :

J J' .,
T = (1/¢Cxn) H<w G0 Tslg ek, g e k') = oM, oM (22)
avec pour la condition de normalisation :

J J’'
(1/2c;)zille q"z|q€K}+(1/2CK.)Z{"¢ A2 [qer'l= neeM, oM = 1; (23)

wM est donc vecteur propre de la transition mﬂ = (n-l° U)ﬂ. (24)
Or 1'on a :
%33 =07 Ogug0 =0
va9ekK q' ek :opo, = (1/2 CkCx) Py g (25)
9 q' 9 q'
soit :

C33r = Plgg/?

ol p'JJ. est le tableau de correspondance associée i kJJ. et dont la
somme des €léments vaut 1.

On a de méme, si g(j) désigne la question dont j est une modalité :

. . . 3! A
Vv J, 3' €3 : n;,, =p (3) ¢z / 2¢, ,
33 Tq(3) 3 N k
¥ 3, 3' €J" : n.., =p, (3) 85 /2C4, * (26)
e D 3
¥ jed, ¥3*' € J'" : njj' = 0. )
On en déduit que :
J_ a0, I _ o )
wy = 0 ; Wye = 0 ;
v4qeK, ¥ g e K' : { (27)
J J J' _, J' .,
wgd = /e BT ey T = /ey py @
q' q' q q :
L'équation :
M M
v ouy = uo' (28)

se décompose alors en :
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[
WJ omgu = qu
(29)
[ '
‘PJ owg = IJ‘PJ

soit, y g € K, g' € K' :

J J J
(1/cg,) = {e q'opJ? lq' € X'} = wp 9
1
d (30)

J J' ., '
w/cy) I qopJ 9 lg e x} = 9
q
On retrouve ainsi les é&quations de transition (4) associées au tableau
g3+ ¢ la valeur propre A &tant &gale & M2.

]
Des relations (4) vérifiées par ¢l et w7 1von déduit que ces fac-
teurs .ont méme variance, or ces variances s'écrivent respettivement :

k

J
ledl? = ta/c) T Ul W|q e k)

hed iz = (1/Cy) 2 {qu'qu=|q c k') Gu
et comme d'aprés la condition (14) :

ez + 1ed'nzy 2 =1 (32)
on en déduit :

ez = hed'nz = 1 (33)

les conditions (15) sont donc bien réalisées.

Notons que la valeur extrémale de T &tant M, i.e. /X, la valeur ex-
trémale de R est 2(1 - VX).

3.2.2. Minimum de R sous La condition (16)

Supposons que l'on veuille minimiser R sous la condition de normali-
sation (16).

J
(/e = (e U2|g e k) =1 (16)
qui signifie simplement gque wJ est de variance 1.

Remarquons que R peut s'écrire sous la forme :

R = (1/CKCK') I {aqllq' e K'} ; (34)
avec : !
J J o,
ag =1 (v T-y TY2|q ¢ K

J J n
e T - /ey zie Tia" o KM2|q ¢ K} + [ (35)
J " J ! Al
clltizcyy B e Tgn e x} -9 T2,
En bref, d'aprés le théoréme de Huyghens, l'inertie du nuage de points

J J
{p qoﬂ§ |lg € K} (¢ qo“é étant affecté de la masse unité) par rapport au
g q

point ¢ owéu est €gale & l'inertie de ce nuage par rapport & son cen-
L]
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tre de gravité, augmenté du carré (pondéré par la masse totale C de ce
nuage) de la distance de :

w q o"J. d ce centre de gravité.
q’ 3,
De (35) l1l'on déduit que aq. et donc R sera minimum si ¢ € est la

J
projection de (1/CK) z {o qlq € K} sur l'espace des fonctions ne dé&pen-

dans que de J'q. , il.e. :
1]

' J J'q.
¢ T = /ey £ e Top; Vg € K} (36)
q
Dans ces conditions, on est ramené & minimiser :

- J - J I 2
R = (C Vr o {lle 9 - cg! Ty Topy Tlg" € kMI?|qek, q'ek'} (37)
q“

xSk ")
Développant R, 1l'on obtient :

J J . J,
CxCrrR = El(le AW2+(1/c)lzie Top ) T g € xHI2
qll

K°K' ' (38)
-(2/cy) < WJq, Z{Wanopiqf'lq" € K}>) |qek, q'ek'}
En tenant comp?e du fait que :' ,
<¢Jq, ¢anop§ 3' > = < quopti', WJqucpiq?. > (39)
q

J J* .
puisque ¢ 9Q_ 9 qopJ 9 est orthogonal & l'espace des fonctions ne dé-

J w J'
pendant que de J'q, , donc & ¥ a oPg q" il vient d'aprés (16) :
J g g
R =1 - (1/cicy,) Ellz{e 9p 2" |q € KHI2|q" e K'} (40) .
q

Minimiser R sous la condition (16) est donc équivalent i@ maximiser
la quantité :

J J!
R, = (1/c}c,,) ElIEle 9p_ T'q ¢ kHZ|q' € k'} = o(v7, ¢7) (41)
q

sous la condition :

J
(1/cp) I {le A2 |q € ) = nwd, vJ) =1 (42)
e est donc vecteur propre de la transition :
wg = (n !, o)g
Or 1l'on a, ¥4q, q' € K :
{ J'qll J'q" l }
o =1Iip X p oPyr la" € K'}/cicy, (43)
J J J K"K
Iq%q q q' q"
21
n.., = (1/C) p (5) &3 (44)
J)] K Jq(j) J
d'ol 1l'on déduit :
Ya'_ g qp A" | '}
w = P oP gq" € K'J/C,Cy, (45)
J K™K
Iq q 3* a"
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d'oll 1'on déduit :

J J' w T
(1/ceCy) £ {0 Topy Tops¥ la e X, q" € XK'} = w'lq’ (46)
q qll

On retrouve bien la premiére équation (6) avec u = A, ce qui prouve
que wJ est bien facteur de kJJ. , ce facteur étant de variance 1 d'a-
T
prés (16). La comparaison de (36) qui fournit wJ et de (4) montre bien

Al
que WJ est le facteur de variance la valeur propre, associé a vJ.

n.b. Si WJ est associé a la valeur propre A, R, vaut A, et donc la
quantité R minimisée vaut 1 - A.

4. Propriétiés extnimales du fablLeau de Bunrt.

J
Nous avons déja vu que les facteurs WL = {v qIq € Q} du tableau de
Burt rendent extrémales, sous la condition de normalisation (20),la quan-
tité T définie par (19), et la quantité@ R qui s'écrit dans ce cas parti-
culier.

Ig 1 Iqr 1
R=(1/c?) = {lly onr - o T om2 N2|q, q' € Q}
Q J J
q q
Nous inspirant d'une idée de Caroll, reprise par Saporta (), nous
allons donner une autre caractérisation des facteurs.

(47)

J
Nous allons chercher les fonctions wI, {e qIq € Q} telles que soit
minimale la quantité :

J
u=2 {ale? - ¢ Ll Nzig e ) (48)
q Jq
(ol les a_ sont des coefficients de pondération positifs connus), sous
la condition de normalisation :
leti® = 1 (49)
J I I
14 qowJ doit donc &tre la projection de ¢~ sur l'espace Wq des fonctions
q
ne dépendant que de Jq :
qa I _ I I
¥ oan =y o(Aq) I (50)

(Aq)% désignant l'opérateur de projection sur Wq.(48) s'écrit compte
tenu du théoréme de Pythagore et de (49) :

U

I I
I{agla e Q) -2 {ajlle’oa)li®la e 0}

(51)
I

z {aqlq € 0} - I {aq <9, on(Aq)i > |qg e Q}

Minimiser (51) sous la condition (49) est donc équivalent 3 maximi-
ser :

I

- I I
Ve=rIda, <o, vTea)r > lq e 0}

(x) Saporta se place dans un espace d ¥ {eard J _|q ¢ Q} dimensions,

alors que nous nous plagons dans un espace & = {ecard J lqa ¢ @}
dimensions. q
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avec llelll2 =1 (52)

d'ol l'on déduit immédiatement que wI est le vecteur propre associd a
la plus grande valeur propre de & {aq(Aq)in e Q} :

I 1 _ 1
z {aq 4 o(Aq)Ilq e Q} = Ef (53)
soit d'aprés (50) :
J
r {a_ v qoﬂ§ |lg € Q) = uwI (54)
a q

d'oll 1'on déduit en projetant la relation (54) sur W_ , et compte tenu
de (50) : q
J., J J
z {a, v g oPJq |a' € O} = up q (55)
q q'

L'on retrouve si les a_ sont &égaux et de somme 1, (aq = l/CQ) 1'équa-

tion (7) des facteurs du tableau de Burt k._ avec j = /}.

LL

5. Etude 7u cas ol 4L y a 4indépendance dans chacun des deux groupes
K et K'.

Dans ce cas, on a :

var 9' € K 2 pJqu. = pJch)pJ ; (56)

Les espaces {Wé|q ¢ K} se coupent orthogonalement suivant la droite
des constantes, ce qui revient & dire que les sous-espaces Wq_ orthogo-
naux & la droite des constantes sont orthogonaux entre eux.

Posons W- =® {Wq_]q e K}

(57)
W o=w-@® {18T|A ¢ R}
W est l'espace engendré& par les {Wq[q ¢ K}.
Posons &galement :
I J I
> =1 {p Tory |qa € K} (58)
q

5 3
ot v = {¢ 9|q ¢ K} est une fonction sur J.

Si on se limite aux fonctions de moyenne nulle pI est un €lément de

J
W- dont la composante sur Wq_ est ¢ qoﬂg .
q
on a de méme :
L' (qr q') e K'=PJ. J* = PJI ®PJ| (59)
a q q q'

Les espaces {W'q|q e K'}, (W'q &tant l'espace des fonctions sur I ne
dépendant que de J'q), se coupent orthogonalement suivant la droite des
constantes.

On posera de méme :
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w-' =® {W'q_lq e K'}

Wwo=u-'® {A61|A e R} (60)
Jl
¢|I =3 {¢ qo'ﬂ'g-u g ¢ K'}
' Jl q
oa v = (v 9]q € XK'} est une fonction sur J'. Se limitant aux fonc-
tions de moyenne nulle, w'I est un élément de W-' dont la composante
J'
sur W' est ¢ qoﬁ ' .
a- J a
J J’'

Si ces fonctions ¢ et v sont des facteurs non triviaux (i.e. des
facteurs non constants de moyenne nulle) du sous tableau kJJ. , ils vé-~

rifient les équations (4), et l'on a, en posant :

I _ I
A] =1 {(Aq)Ilq e K}
I I (61)
A'; = I {(Aq)Ilq e K'}
I.,I 1
(1/CL,) ¢' oAl = /X ¢
X o1 (62)

(1/C) wTon'l = /X o't

Se limitant aux fonctions de moyenne nulle, Ai (resp. A'i) est d'a-
prés (57) (resp. (60)) l'opérateur de projection sur W- (resp. W'=) (%).

L'on déduit alors de (62) que l'analyse de correspondance du tableau
kJJ. est équivalente & l'étude de la figure formée par les deux sous
espaces W- et W-' (ou Wet Ww').

De (62) l'on déduit que :

‘pIoA'ioAi = )\ CKCK' ‘pI ]
(63)
I . I I
$loAToA'T = A CCy, ¥
On a donc :
A< 1/CKCK, (%) (64)
I I

puisque A CKCKl n'est autre que le carré du cosinus entre ¢~ et ' .

(*) L'opérateur de projection sur W s'éerit
I _ I
b {(Aq)IIq e K} (Cp = 1) 8 ® Pr

sa restriction aux fonctions de moyenne nulle étant
al =z ()f)q e 1y ; :
T P q € 5 On a, bze@ sdr, une propridété analogue
pour l'opérateur de projection sur W'.

(**) Cette inégalité peut s'établir directement sans passer par L'étude
de W et W', par des considérations de norme.
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5.1. Lien avec £'analyse du tableau de Burt total kLL

On suppose ici que (K, K') est une partition de Q et donc (J, J')
une partition de L.

L'on sait que l1l'étude de la position de deux sous espaces vectoriels
peut se ramener 3 la diagonalisation de la somme des deux projecteurs
sur les sous espaces considérés. Cela revient en fait 3 remplacer deux
directions canoniques associées par leurs bissectrices intérieure et
extérieure.

On a en effet d'aprés (62), en remarquant que si wJ et vJ' sont des
facteurs de variance 1, les fonctions ¢I et v'I respectivement définies
par (58) et (60) sont de variance C, et C

K K' °®
I I I I
14 €' I I [4 Ep’
— + ——| o (Ay + A']) = [— + — (1 + £ VAC C.,)
VCK VCKIJ I I VCK VCK, K"K!

ol € peut prendre les valeurs 1 ou - 1.

On est donc ramené en se limitant aux fonctions de moyenne nulle &
diagonaliser :

I I I
Ar +a'p =2l rla e KUK} = 2Tl € o)

Or c'est justement ce que l'on faisajt dans l'analyse du tableau de
Burt total krn (cf. § 4).

Donc, si les questions dans chaque groupe sont indépendantes, 1l'ana-
lyse des correspondances du tableau kJJ. est équivalente & 1l'analyse du

tableau de Burt total kJ Uugr,2gug' - KLL’

n.b. 8i (K, K') ne constitue pas une partition de Q, et si M désigne
1'union disjointe de J et J', 1l'analyse des correspondances de
kJJ. est équivalente 3 l'analyse des correspondances du tableau de
Burt kMM’

sans passer par l'analyse canonique de W et W', & partir des for-

mules (4), (7) (cette dernidre &tant écrite pour le tableau kMM)’

(56) et (59), et compte tenu du fait que les facteurs non triviaux
sont de moyenne nulle sur chaque ensemble Jq ou J'q.

Notons que l'on aurait pu obtenir directement ce résultat,

5.2. Etude d'un cas particulien lcategorical conjoint Measurement).

On suppose que CK, =1, et que 1'on a un modéle d'analyse de variance
a CK facteurs, additif et sans interaction, ol tout cK uple de modalités

(j1 v Jpgeee,dg 0 ...,jCK) (jq € Jq) est obtenu une fois et une seule.

q
A chacun de ces Cy uples est associé le résultat d'une variable quali-
tative dont les modalités constituent l'ensemble J', et 1l'on désire ex-
pliquer cette variable a partir des CK facteurs précédents.

Pour expliquer cette variable, J. D. CARROLL propose de faire 1'é&tude
simultanée de la position des deux sous espaces W- et W' .

Chaque CK uple &tant obtenu une fois et une seule, on est dans le
cas ol :

¥yq9,9' «e XK, a#q' : Py 3 =P; O P
agq' Tq Jq'
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puisque si cq désigne le cardinal de Jq , On a :
PJq(j) = 1/cq sije Jq

pJqu'(j. 3') = 1/cqege s € I, 3 € Tp 4 (@ # Q)

q' q qQ' !
L'analyse canonique précédente est donc &quivalente (puisque Cp, = 1)

3 l1l'analyse des correspondances du tableau kJJ. ;, ou du tableau de Burt

kLL'

Ayant CK' = 1, les valeurs propres non triviales de l'analyse facto-
rielle des correspondances sont donc inférieures ou égales & 1/CK , les
valeurs propres obtenues lors de 1'étude simultanée de W et W' étant
CK fois les valeurs propres obtenues par l'analyse factorielle des cor-

respondances.

6. Etude dans gS espace des sujets (*)

Dans l'espace des sujets ayant répondu au questionnaire, nous dé-
signerons par x? la fonction indicatrice de la modalité j de gq(j) :
¥ se s : x§ = 1 si le sujet s a répondu j & la question g(j),
sinon x? = 0. '
On a alors :
€ ;Z{s,'e ]’=6S
vag €Q leJ Jq
ot 65 est la fonction constante et &gale a 1.

Nous désignerons par Wy 1'espace engendré par les {x§|j € Jq}‘

Nous supposerons S muni de la mesure uniforme Pg

¥s €8S : Pg 1/Card S

Rs est alors muni de la norme Pg :

o512 =5 {pg (™) ?|s ¢ S} = (1/card §) % {(p®)?|s ¢ S}
S

Les espaces Wq se coupant suivant la droite des constantes, nous dé-

signerons par wq_ le sous espace des fonctions de Wq de moyenne nulle.

J .
Une fonction ¢ 9 = {¢J|j € Jq} peut alors étre considérée comme un
€lément de Wq. Il suffit de poser :

. J

S _ J .S = q _S

g =1 {¢ le] € Jq} " oqu
On a alors :
s S - 3,37 (xS S . .

< Wq ’ ‘qu > ps z {¢ (4 lele> ps|J € Jq r ] € Jql}
or :
x5, x5,> = 1{x% x5,|s ¢ s}/card § = p (3,3"), si JedJ_ , §'ed ..

3 i'" pg i3 I q’ q'

(*) Nous désignerons par S l'ensemble des sujets ayant répondu au ques-—
tionnaire.
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On en déduit que

J J J
S S I I%q q' “aq'
<y e p <y o'"'J : P °1TJ p
4 ! S q q' Jqu,
ol si g =gqg', PJ J n'est autre que la mesure Py portée sur la diagona-

le de J_ x J_. q9q
q g s

D'aprés (10) et (11), on obtient comme produit scalaire <y , ¢S.>
g 9 q’ Pg

la mé&me quantité que lorsqu'on se plagait dans RI, et que v 9 stait

J
considéré& comme une fonction ¢ qo“§ sur I.

I
Il en résulte que toutes les propriétés extrémales trouvées dans R,
se transposent immédiatement dans Rs.
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