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PROBLEME D’ANALYSE DES DONNEES

Proposé en DEA. de statistique de 'Université
Pierre-et-Marie-Curie en septembre 1975

d'aprés In selution proposée par P. Cazes V!

T, Qigine du présent paobiime :

Des &conomistes ont noté un ensemble I de 43 pays suivant un ensem-—
ble ¢ de 15 c¢ritBres tels que Inflation, Balance des Paiements, Stabilité
Politigue etr,.. En combinant linéairement ces notes primaires pondérées
par des ccefficients de leur choix, les experts ont calculéd pour chague
pays 4 notes agrégées : la note d4'évaluation g&nérale EVG, et les notes
FIMN, EXC, POL, {relatives aux finances, 3 1'exécution des contrats et A
la pelitique (*}. :

Les notes primaires, £tant toutes comprises entre D et 4, ont &té
dédoublées, d'od un tableau I'x J {43 pays) % {Z x 15 notes} (oll toutes
les lignes -pays- ont méme total]. L'analyse de ce tableau fournit un
premier facteur général trés fort (T, = 81,7 %); puis un deuxigme fac-
teur 1i& au développement (1 = 6,6 %); et un troisizme dominé par la po-
litigue (15 = 3,8 %). les guatre notes agrégéas, EVG, FIN, EXC, POL pla-
cées en éléments supplémentaires ont un premier facteur nettement prédo-
minant; mais on s'interroge sur le rapport entre la note POL et le troi-
sitme facteur. :

Pour cela il s'impose de faire des calculs de ¢corrélation, de corréla-
tion ré&siduelle, etc... On désire simplifier ces calculs en passant par
les résultats de l'analyse factorielle. D'ed le probléme suivant qui
commence par des questions de cours et s'achéve en une application nunéri-
que.

2. Rappel des notaiions.

I, J, 5 des ensembles finis;

f13 = {fijfi €I, j £3} : une loi de probabilité sur I x J;

fI = {fi|i € I}; fi = E{fij|i € 3} : la loi marginale sur I:

kIS = {k{i,s})}i € I, & ¢ §} : un tableau de colonnes supplémentaires
ajouté a fIJ;

k{s)=i{k{i,s}|i € I} : total de la colonne supplémentaire s.

vi = {w;li € I} 1 un facteur de variance 1 sur I, extrait de fIJ'

{1} ISUP - Leborgtoire de Stetisiique — Universiié Pilerre et Marie Curie-
Paris.

(*) CFf. Pables & l'usage deg investisseurs; d'aprés M. Greenacre; ece
eakier pp. 43-49.
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Fi = {Fa(i)ll € I}; Gg = {Ga(j)lj e J} : ;es facteurs de variance
o
{wéla e A} = i'ensemble de tous les facteurs non triviaux issus de
1J°
3. Enoncé du probleme
21 Soient BI, WI des fonctions sur l'enserble I. Donner des for-

mules exprimant la moyenne moy(eI) et le coefficient de corrélation
corr(eI, ¢I) sur I muni de la loi de probabilité fI'

Q2 Coxprimer en fonction de ¢i et des rombres k{(i,s} de la colonne
supplémentaire s la valeur de Gu(s)(il sera commode d'introduire k(s)
dans la forrule). Réciproquement, exprimer les k(i,s) en fonction de
{Ga(s)la e A}, de k{(s),des facteurs (wila e A} et de fI’

Q3 Donner une condition nécessaire et suffisante sur la forme
de la colonne des k(1,s) pour que : ¥ o e A : Ga(s) = 0.

Q4 Notons : pr(i,s) = k(i,s)/(k(s)fi); donner pour la fonction

prsI = {pr(i,s)|i € I},sa moyenne moy(prSI) et ses corrélations avec

I

les facteurs v corr(prS

’ wI); (on considérera I muni de la loi fI;
cf Q1). o

('1'

Q5 On suppose désormais que Card I = n, et que ¥ i ¢ I : f1 = 1/n.
Exprimer corr(k(I,s), k(I,s')) en fonction des {Ga(s)la e A},
{Gu(s')|a € A} (on a noté k(I,s) la colonne supplémentaire s considérée

comme fonction sur I).

Q6 Trouver un nombre p tel que :
corr((k(I,s) - p k(I,s")), k(I,s")) = 0.
La différence k(I,s) - p k(I,s') pourra étre appelée : colonne s privée
de sa composante dans la direction de la colonne s'.
Q7 Expraimer en fonction de p et des facteurs {Ga(s)lu ¢ A},
{Ga(s‘)|a € A}, le coefficient de corrélation entre k(I,s) - p k(I,s"')

et le facteur wg (ot R € A).

Q8 D'aprés le tableau 1 ci~joint relatif aux éléments supplémen-

taires de l'analyse cui est & l'origine du présent probléme, calculer

le coefficient de corrélation entre le troisiéme facteur et la colonne
POL privée de sa composante dans la direction de EVG. (On limitera les
calculs aux cing premiers facteurs. Dans qguel sens varierait ce coeffi-

cient si on substituait & WE ce méne facteur privé de sa composante dans

la direction ce LVG.

JSUP | &rs) |0=4 |(X=2 =3 (=4 |K=5
EVG 990}0.284 |-0.020{-0.004 | 0.005 |-0.002
POL |1040 |0.283(_0.035| 0.052{0.005 0.012
EXC |100%|0.278|_0.003]_.0.028|0 019 |-0.009
FIN 959 |0.312 |-0.044|-0.021|0.001 | 0.015

TABLEAU1 masées et cootalmmées des bliments bufspléomentacies
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4. SOLUTION PROPOSEE.

4Q1. Pour toute fonction YI définie sur I, On note :
moy(YI) = Z{fiyili e I};
var(YI) = Z{fi(\(i - moy(YI))ZIJ € I};
et de méme pour deux fonctions telles que al et U :
covar(8T,yT) = z{fi(ei - moy (81)) (¥ - moy(wT)) li e 1};
corr(SI,wI) = covar(eI,wI) X (var(BI)'var(wI))_I/z.
4Q2. Notons pi le profil de 1'élément supplémentaire s :
p; = {pjli € 1) p§ = k(i,8)/¥(s).
pi est une mesure de masse totale 1; la différence (p?—fI) est donc une

mesure de masse totale zéro. Dans l'hyperplan hI des mesures ce masse

totale 0 (sur I) on a le systéme orthonormé aes vecteurs axiaux facto-

. e o1
riels e , (mesures ayant pour densité ¢ ), {eallu e A} :

e,r = {eai|l e I}; e . = 9 *f ;

Ce systéme n'est pas nécessairement complet; 11 l'est généralement si
Card I < Caréd J. Les Ga(s) sont les coordonnées cCe (pi—fl) sur ces axes :

s . or.S .
Gy (s) <(py-fp), eyp 2 £1 = “{pl eal/fill e I}

DS wilie 1) = Dlk(i,s)/k(s) wili e 1)

(ol 1'on a tenu compte de ce que < fI' ey > = 0). Si le systéme e.1
est complet, on a :

pi = £+ Z{Ga(s)eaIIa ¢ A}

k(i,8) = k(s)+£,(1 + Z{Gy(s) olla ¢ a)

4Q3. Sous réserve que le systéme {eaIIQ ¢ A} soit complet, la nulli-

té de tous les Ga(s) équivaut 4 ce que p? = f.

4Q4. Il importe ici de se souvenir que la mesure de référence fI
étant fixée une fois pour toutes, a toute fongtlon EI correspond une
mesure (ef)I ayant 6 pour densité : (ef)l = elfi; et aue
moy(SI) = masse totale (Gf)I = Z{elfl|i ¢ I}. Par exenmple, la fonction
prIs = {pr(i,s)|i ¢ I} est la densité du profil pi de 1'élément supplé-
mentaire s; moy(prIs) = masse (pi) = 1. Le coefficient de corrélation
entre deux fonctions 91 et wI de moyenne nulle, n'est autre que le cosi-
nus de l'angle formé par les vecteurs (Bf)I, (Wf)I de YI (resures de

masse 0 ayant 6 et ¢ pour densité), par exe:ple :
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Is I
Cer(prIs, wi) Corr(pr™~ -1, wa)

cos((p? - fI), eaI)

< - £, e, /lpp - £

’ s _ .
Ga(s),"pI fI“,
si le systéme orthonormé {euI|a €A} est complet dans Hp, (cf Q3) on a :

Ip; - £412 = £{G (s)?|a c A}

corr(prIs, wi) = Ga(s)/(Z{GB(s)zlﬁ € A})l/2

405. Si les fi sont égaux, la fonction k(I,s) et la densité prIs

du profil de s sont proportionnelles entre elles; on doit donc calculer

1
corr(prIs, prIs ). D'aprés les principes rappelés en Q4 il vient :

corr(k(i,s), k(I,s")) = cos((p? - fI). (p?l- fI))
=< S - £p, @S- £ > /(pf - £0-1pF - £1).

S1 le systéme {ealla e Al est complet dans HI, les produits scalaires
et les normes peuvent &tre calculés dans ce syst@me d'axes orthonormé :

< (P? - £ (Pil’ £1)> = L{G, (s) €y(s') o ¢ A};

“pi - £,07 £{G,(s)?|la e A};

s'_ 2 _ 1y 2
Ipy - £,01% = ${G (s*)?|a e a}.
4Q6. On appligque les mémes principes :
corr ((k(I,s) - pk(I,s')), k(I,s"))
L}
)

cos ((k(s) (pS = £1) - pk(s') (p5 - £1)), (3 - £1)).

S

corr((k(s)prI - pk(s')prIsl), PrI

Ce coefficient de corrélation s'annule si :
s ' s'
k(s) < (p§ - £7), (pF - £1) > = pk(s")Ipy - £,01%;
sous l'hypothése que {eaIIa ¢ A} est complet, cela fait :
p = (k(s)/k(s")) (Z{G,(s) Ga(s')lu € A}/Z{Gu(s')zlu e A}).
4Q7. Dans la méme voie, on trouve :

corr((k(I,s) - pk(I,s')), ¢£)

cos ((k(s) (p5 - £1) - pk(s") (BS = £1)), egy)
k(S)GB(S) - pk(s')GB(S')

(Z((K(s)G, (s)-pk (s")Gy (s")) 2o ¢ AD) /2

(formule ot l'on s'est souvenu que cos(aI, bI) = <ay, by /(HaIﬂ-ﬂbIH))
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408. L'objet de cette huitiéme cuestion est de préciser 1l'interpré-
tation du facteur 3 : il apparait d'abord que ce facteur est fortement
1lié 3 1l'indice POL qui caractérise (selon les données cu Pr. Haner) les
conditions politiques; on va tenter d'obtenir entre POL et ¢; une quasi
identité en retranchant leurs composants dans la direction de la note
EVG d'évaluation générale.

Notons s = POL; s' = EVG; on a k(s) = 1010; k(s') = 920;
{6 (s") - G (s)} = {+.001; +.015; -.053; +.000; -.014}

d'old l'on tire (cf Q6), p=1,0194. Pour calculer corr(k(I,s)—pk(I,s‘),¢§),
calculons (au millidme prés)

] — - [] —t .
B, = G,(s) - p(k(s')/k(s)) G,(s") = Gy(s)= G (s") + 8.10 G, (s');
{Bala =1,..., 5} = {-.000; -.015; +.053; +.000; +.014}
On a d'aprés Q7 :
corr (k(I,s) - pk(I,s")),¢0) = 2,/(£{B%|x = 1,..., 51)'/% = 0,932;

c'est bien un coefficient trés voisin e 1. Reste & apprécier ce que de-
vient ce coefficient si ¢, est lui aussi privé de sa composante p'k(I,s) dans

la direction de EVG. On a :

corr (k(I,s) - pk(I,s'), ¢ - p'k(I,d))

cos (((p§ - £1) = plk(s')/k(s)) (B3 = £)), e, - o'¥(s")pT )

Sl
cos(uI, e,r - o'k(s')pI )
= . 'y S' . ! - oSt
<up, ey; - p'k(s")py >/ lugl - te. - p'¥(s")p] § )
1
(o l'on a &crit en bref u; = (p; - £7) - p(k(s')/k(s))(pi -£1);
l'adjonction du terme en p' ne modifie pas le produit scalaire du numé-
1]

rateur (p a été justement choisi pour que <Uyy pi > = (0); de plus e,
se trouve quelque peu raccourci quand on lui retranche sa compcsante
dans une direction, quelle qu'elle soit (1c1 celle cde EVG); donc la
corrélation ne peut &tre qu'accrue par le terme en p'; un calcul numéri-

. s . - N - Ty
que précis montre qu'au demeurant cette variation est inférieure & 10 !
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