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ESTIMATIONS DE LA FONCTION MAXIMALE
DE HARDY-LITTLEWOOD

PAR NOEL LOHOUE

REsSUME. — On montre que la fonction maximale de Hardy-Littlewood est de type
(p, p) sur certains groupes de Lie et variétés de Cartan-Hadamard.

ABsTRACT (Estimations of the mazimal Hardy-Littlewoord function)
We prove LP boundness of Hardy-Littlewood maximal functions on a class of Lie
groups and Cartan-Hadamard manifolds.

1. Introduction

On se donne un espace métrique M muni d’une distance § et d’'une mesure do
qui charge les boules de M de centre arbitraire et de rayon quelconque d’une
masse finie. Si f : M — C est une fonction do mesurable, on s’intéresse a la
fonction f* définie par

*(z) = su o o
r@ =sw o [ 1swlaew)

r>0

ot B;(r) désigne la boule, au sens de 0, de centre z et de rayon r, |B,(r)| sa
mesure.
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324 LOHOUE (N.)

On voudrait prouver des estimations du style, pour 1 < p < o0, il existe une

constante C(p) telle que
11l < C@IN £l

Ceci est un vieux théme et l'on sait bien que cette inégalité ne peut pas étre
prouvée en toute généralité pour tout triplet (M, 4, do).

On s’intéresse dans cet article & deux situations particuliéres o ’on veut uti-
liser la géométrie de (M, d, do) pour donner une réponse positive a la question
ci-dessous.

a) M est un groupe de Lie non moyennable, la distance § est la distance
de controle associée & un systéme de champs de Héormander invariants a
gauche et do est la mesure de Haar sur G, bi-invariante.

b) M est une variété de Cartan Hadamard avec quelques contraintes sur la
courbure ; la distance associée sur M est la distance riemannienne et la
mesure est induite par cette structure.

Ces deux exemples ont on point commun; le volume des boules de grand
rayon croit exponentiellement, ce qui rend toutes les techniques usuelles inuti-
lisables : on ne peut faire appel au lemme de recouvrement que pour les boules
de rayon plus petit qu'un nombre donné. Par contre, si M est & courbure de
Ricci positive ou nulle, on sait qu’alors M est un espace de nature homogéne
et on a droit & tout.

L’énoncé général suivant indique la direction que ’on veut suivre.
PROPOSITION 1. — Soit (M;d) un espace métrigue muni d’une mesure do

comme décrit ci-dessus. On suppose qu’il existe une constante 0 < C' < oo telle
que pour tout couple de point (x,y),

| Bz(r)|
| By (r)]
pour 0 < r < 1. Soit 0 un point distingué de M. Alors, pour tout ¢ > 0, il
existe pour tout 1 < p < 0o, une constante Cc(p) telle que

| (1+1Bo@®)) |, < C-@)I£llp-
ot & est la fonction 6(z) = §(z,0).

cl<

<C et |Bz(2r)‘<C’Bz("')}v

Les deux résultats sur lesquels on veut s’attarder sont indiqués ci-dessous.

REMARQUE. — La proposition 1 s’applique si G est un groupe unimodulaire,
¢ une métrique invariante a gauche sur G et do la mesure de Haar. Dans
le premier résultat on va essayer d’enlever € pour un cas particulier. Pour
énoncer ce premier résultat que I’on veut démontrer on aura besoin de quelques
notations.
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ESTIMATIONS DE LA FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTLEWOOD 325

Notations. — Soit G un groupe de Lie connexe, unimodulaire, non compact,
non moyennable. On note

G =H® Gy
sa décomposition de Levi. On suppose que la partie résoluble distinguée H
de G est unimodulaire, a croissance polynomiale, de dimension D & l’infini
(voir [9] pour la notion de dimension & ’infini). On suppose aussi que la partie
semi-simple G est de centre fini, connexe, de dimension topologique my.

On note G l'algébre de Lie de G, H celle de H, Gy celle de Gy et o la
représentation de Gy sur H. Alors H = ;- H; ol 0|3, = 0; est une sous-
représentation irréductible de Gy et de poids a,, ..., Qm, ,, m;. On pose

m,m;
0= Z M5
=

Par la suite on va considérer une distance de contréle associée & un systéme
de Hérmander particulier pour des simples raisons d’exposition. La considé-
ration d’un systéme général alourdirait considérablement le texte sans simplifier
la compréhension des idées développées.

Notons Gy = kg @ pg une décomposition de Cartan de Gy, Kg le sous-groupe
compact maximal associé & kg. On considére sur py une base orthonormée pour
le produit scalaire (X,Y )y = —B(X,00Y) ou B est la forme de Killing, ©¢
I'involution de Cartan.

Soit Xl, e ,Xv r un systéme de Hormander de champs invariants & gauche
sur G tels que :
e Xi,...,X, sont dans H et X;,...,X,; est un systéme de Hormander
sur H ;

o Xyi1,...,Xs sont dans kg et Xsy1,..., X, dans pg et les Xq,..., Xy sont

linéairement indépendants.

On considére sur po le produit scalaire (.,.); tel que (X;, X;)1 = &
pour s + 1 < 4,5 < k. On prolonge ce produit scalaire & G de telle sorte que pg
et ko soient orthogonaux.

On pose

Yo = sup || Ad(K)]],
k'€Ko

ot || Ad(k')|| est la norme de Ad(k’) agissant sur pp muni du produit sca-
laire (.,.)1.
Soient
lodl = sup fleigll, B =5l

]

On note &y la distance sur Gy, invariante & gauche dont la restriction au
plan tangent a l'origine correspond au produit scalaire (X,Y),.
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326 LOHOUE (N.)

Soient AT une chambre de Weyl positive associée & la décomposition de Gy =
ko @ po et 2p la somme des racines positives comptées avec leurs multiplicités
relatives a At.

Soit ’Hilj I’espace radiciel de poids a;; > 0 sur A, si H?j est I’espace radiciel
de poids —a;; ; on suppose que K est transitif sur les sphéres de H}j @ H?j.

Sous ces conditons on a 1’énoncé suivant :

THEOREME 2. — On suppose qu’il existe 0 < € < % tel que
< Db

120 + Ollo = 2[|pllo(L — €)
Alors pour tout p > 1/(1 — ) il existe C(p) telle

1> < C@)I fllp

ot ||2p + ©llo, 2||pllo est la norme de 2p + O, 2p donnée par le produit sca-
laire (., .)o.

0 <1

REMARQUE. — L’exemple type ol I’hypothése du théoréme s’applique est
R2 ® SL(2,R). Les groupes concernés sont non moyennables et non semi-
simples. Ils échappent & un controle brutal par Kunze-Stein. On va utiliser de
la géométrie pour s’y ramener.

Au cours de la preuve du théoréme on montrera aussi ’énoncé suivant :

PROPOSITION 3. — Soit § une métrique comme ci- dessus. Soit x, la fonction
caractéristique de la boule de rayon r, notée B, ; on considére B, = x./|Br|
ot |By| est le volume de B,.. Si1/(1 —¢) < p < 1/e, il existe a(p) > 0 telle que

1Brllp—p < CLe™ P 04 Cy est une constante
La proposition 3 est un cas particulier d’une conjecture de [8].

THEOREME 4. — M est une variété de Cartan-Hadamard et les LP que l’on
consideére sont relatifs a la mesure riemannienne. On fait sur M les hypothéses
sutvantes :

a) La courbure de Ricci de M est minorée par —b? o b € R*.

b) Pour tout = fizé, on note ©,(s,w) la densité de volume en coordonnées
polaires exponentielles au point © de M et H,(r,w) la courbure moyenne
de la spheére de centre x et de rayon r évaluée au point exp, rw, et l’on
suppose que

oo = inf Hy(r,w) >0

x,r,w
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ESTIMATIONS DE LA FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTLEWOOD 327

c) Soit hy(y) = e ¢=0@V) = [fsns @m(r,w)dw]_l avec y = exp,Tw,
linverse de l’aire de la sphére de centre x et de rayon r pour la mesure
induite. On suppose qu’il existe 0 < o < o telle que

d290m (r) (dﬁom (r) )2 dey 2
- - >
dr? dr T dr to20

0l T = sup| =1 Hao(r,w) et que

lim M <Cl

=00 Uo(a,y)

ot Gy (x,y) est la fonction de Green de A + o2 et Cy une constante qui

ne dépend pas de y.

Sous les hypothéses a), b), c), il existe une constante 1 < py < oo telle que

pour tout pg < p il existe C(p) telle que

15l < C@IIFp-

COROLLAIRE 5. — On suppose que la courbure C' de M wvérifie l’inégalité

5
b2 <C < —d? avec O<a<b<za-

Sip > po =a/(3a —2b) alors il existe C(p) tel que || f*|, < C)|fllp-

Ce corollaire est établi dans [4].

2. Démonstration des résultats

L’idée générale de la preuve consiste a utiliser la troncature de [2] :

fi@) < ilirl) | Bo ( )N Js, (r) /®)]doty)

+ Sup == |f()]do(y) = fi () + f5(2).

r>1 | By ( N B, ()

Sous les hypothéses de la proposition 1 d’aprés les résultats classiques pour
tout 1 < p < o0, il existe une constante C(p) telle que

11l < C@IIFp-

Cette inégalité vaut pour les boules du théoréme 2 d’aprés [7] ainsi que pour
celles du théoréme 4 car M est a géométrie bornée et ’on utilise un lemme de

recouvrement pour les boules de rayon plus petit que 1.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



328 LOHOUE (N.)

Dans les trois cas, il faut s’occuper de f5(z). On remarque dans les trois
cas que

-1 1
@< [t {B0 7 | 1)),
? M | | |Bx(6(z,9)) 17l
Mais par hypothése |B,(1)] > C~1|By(1)| ot 0 est un point distingué sur M,
comme |B,(r)| est croissante |B,(§(x,y)| > C~1|By(1)| pour §(z,y) > 2 et

fi(@) < Gy / 1£()|do (v)

1<8(z,y)<2

1 . )
e /5<z,y>>2 By T Wdo®) = £ @) + fi ().

Comme || f5]l, < Cpllfll, pour tout 1 < p < oo, il faut étudier f;, que l'on
note S(f) pour simplifier.

2.1. Preuve de la la proposition 1. — On considére le noyau
1
K(z,y) = o= lo@y)>2
[Bo (3, m) "=
ol 15(4,4)>2 est la fonction caractéristique de {z,y € M ; §(z,y) > 2}.
Alors pour z fixé (resp. y fixé), K(z,y) comme fonction de y (resp. fonction
de z) est dans L1'°°(M) uniformément en z (resp. en y). On a en effet
1 1
e <o (1)) |-
[{y; K(z,y) > a}| < Yo | - -
ou v, est I'inverse de la fonction r — |B,(r)|. On a de méme
1
|{z; K(z,y) > a}| = ‘Bz {'Yy <5)} (
et par hypothése
1 1 C
nol <ozl e | [y ()] <elm b (3)]1- 5
’ (T)’— | y(T)| € Yy o > y | Vy o o
d’ott le résultat annoncé.

Comme |K(z,y)| < C, pour tout x (resp. tout y fixé), K(z,y) comme fonc-
tion de y (resp. fonction de z) est dans LP (M) pour tout 1 < p < o0, il s’ensuit
d’aprés [3] que

ISl < Clifly
sil/g=1/p+1/r—1=1/p—1/r'. Choisissons r’' tel que e > 1/7’ et r > 1, Alors
d’aprés ce qui a été dit précédemment la fonction de z, (1+ |Bg(6(0,z)|) "¢, est
dans L™ (M) et

| (1 +1Bo[6(0,2)) ™" S(£)|| < ClIfll,»

d’ott le résultat de la proposition.
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2.2. Preuve du théoréme 2. — La proposition suivante sera déterminante par la
suite.
PROPOSITION 6. — Soit G = H ® Gy comme ci-dessus. On considére zyg =

(z1,y1) avec z1 dans H et y; dans Go. Alors si 0y désigne la distance de
contréle associée au systéme de Hérmander dans H,

log [611 (21, €)] < B (20,€) +C

ot, C est une constante, pourvu que dg(z,1,e) > Cq et dg,(e,y1) > Co ot Cy
est une constante suffisamment grande.

Preuve de la proposition. — Soient X;,..., X, comme précédemment. Si X;
est dans H,on a X f(x,y) = df(z-yexptX;,y)/dt|,—o pour toute fonction C*°
f:G— C. Alors

=~ d

Xjf(z,y) = Ef(x - exp 7yt X, Y) |i=0

ou 7, désigne la différentielle de Pautomorphisme y — 7, : t,(z) = = - y.

En particulier, si y = exp Hy avec Hy € Ag ou Ay désigne le sous-espace abé-
lien maximal de pg correspondant & A(J{ et si X est dans un espace radiciel H,;,
on a _ N

X f(z,exp Hy) = (HO)X;ﬁng(x, exp Hy)

o X ;1) désigne le champ des vecteurs invariant a gauche sur H induit par Xj;.

Soit 9 : [0,T] — G une courbe minimisante pour la distance dans G. On a

P(t) = (wi(t),w2(t)) avec wy € H et wy € Gy,

P(0) =e, Y(T)=(x1,y1), y1=kiexpaky,
Y'(t) = (&) ij £)X; |9/ (t)  avec Z [5(t)
Soient f : G — C une fonctlon C*®et1<j<{Ona

Xjipef = d%f@ﬁ(t) exp sX;)[s=0 = d%f (W1(t), wa(t)) (exp sXj, €) s=0
ol on a posé wy(t) = k1 (t) exp a(t)ka(t),
flwi(t), w2 (b)) (exp sXj, e)] = f(wi(t) - wa(t) - exp s X, wa(t)]
Fl(@1(t) - exp 87, X, wa (1))
Y 0 exp 55, ] o = = f [(1(0) X 5Ty X, (1)

ds
= Tun () Xj [p () [w1(t), wa(t)]. O
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330 LOHOUE (N.)

On considére enfin une base Yi,...,Y,,, de H de vecteurs radiciels et Hy
dans A expHy-Y; = eo‘"f(HO)Yj. Sil<j</¥¢ ona

T ()X = Tha (1) Ta(t) Tha (8) X
= 0, Thy (¢) Ta(t) Yo
= 0,006, (k2(t)) Tat) Yo,
= a0, 00, 0, (ka(t)) €22 Doy o (ks (t)) Yy
= a0, 90, 0, (ka(t)) a5 20Dy 0 (ky(t)) Xy,

ou l'on a utilisé la sommation muette. Par ailleurssi £ +1 < j <k, on a
~ d ~
) Xjlypwy f = s (wi(t),wa(t) expsX;),_, = X} f

Mais ¢'(t) = (w](t),w5(t)); Vexpression de fjlw(t) pour 1 < j < £ prend la
forme

a’>%a; 4,00, 0, (k1(t)) @y .0, (k2 (t)) ealz’ls(a(t))ng(l)-
D’apres (*),

w/1 (t) = 'lpj (t)aflz,flg aje e%t2,03 (a(t))wel’ez (kl (t)) P, .0, (k’g (t)) 352(1)'

3

Si X désigne la projection sur le plan engendré par (fl, . ,3(:[1)

— (1)

(Ull (t) = ¢J (t)aez7e:3 a’jy’el ea£2,43 (a(t))goel o (kl (t))SOZQ,ZIZ (kQ (t)) X(ngg)
= P;(t)a’>%aj e, €2ty o (k1 (1)) 9oy 0 (Ra()) Ugy 0, X1
soit
Wy, = ¥j()a2%as e @ gy o (k1 (1)) 0oy 0 (k2 (t)) Usy e,

Comme K est compact, Supycy, [¢¢, 6, (k1(t))| = a1 est fini. Mais

1/2
|¢j(t)aj,51| < (Z |a’j,€1 |2) = a2, Sup |U¢3,f4| =as
et
(**)  |w,|(t) < afajagerszts @),

Puisque ¢'(t) = 377", 0; (t)E(Vj lp(t) = w1 (t) +ws(t), on a
¢
=
wi(t) =D Wi (X |-
j=1

La majoration (**) montre que
()] < cellel o
ot ||a(t)|| est la norme donnée par la forme de Killing.
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ESTIMATIONS DE LA FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTLEWOOD 331

On voudrait montrer que
Ja(o)] < 2.
Les X;, £+ 1 < i < k engendrent un systéme de Hérmander sur Gg d’o une
distance associée notée d1. Alors 61 (eq, wa(t)) < d(e, 9(t)) < fot ds =t.

On désigne I’élément neutre de G par e = (eq, e2). Soit 1(s) une courbe dans
Go qui joint es & wo(t) telle que

k

n'(s) = Z ng(s)fﬂn(s) avec Z |n§(s)|2 =1,

i=0+1
n(r) = ws(t), & (ez,wa(t)) =7

7(s) = exp X (s)k(s).

Comme

wa(t) = ki(t) exp a(t)ka(t) = ku(t) exp a(t)ky (k1 (D)k2(t),
= exp Ad (k1(2)) a(t)kr()k2(2),
X(r) = Ad (k1) a(t), k(7)) = k1 (t)ka(?)

7'(5) = Ad(k~1(8)) X" () oxp x(s)0(e) T 2(5)

ou Z provient des champs sur Ky, on a

I )11y = Z\m *IXidn)II

i=4+1

= ||Adm(s) ‘exp X (s)k(s) + Z(S)Hi
= |Ad(E= () X' (3)|[; + | Z(s)]I;

et | X7(s)]l1 < [|Ad(k () (s)]|x avec nh(s) = S5 4y mis) Xs, don
X" s)]l, < sup |Ad(E) | - 7]l = 7o-

Alors
X, < [ 1K G, ds < ror = 2061 (e, 2(6)
0

a(t) = Ad(k™(t)) X ()
la® ], < W[ X®], <361 (e;wa(t)) <At
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2.3. Preuve de la proposition 3. — Ecrivons
1 / 1 1
o | Xr(hg)dh = —— xr(hg)dh + Xr(hg)dh
|B(r)] |B(r)] 5(hg,e)<1 |B(r) 5(hg,e)>1

= Fi(g) + F2(9)-

La norme de F; comme opérateur de convolution de L”(Gp) est dominée par
¢/|B(r)|; par conséquent, il suffit d’estimer celle de F». Pour tout £ > 0 fixé,

B 1 / xr(hg)dh
~B)IE Jshg,eyz1 1B()[PE
< C / xr(hg)dh

T B(M)IF Jsthg,ey>1 1 + |B'=(8(hg, €))]

9 —B.r
= WFZE(Q) <ce P TFy(g)

ou (] est une constante qu’on choisira comme il convient.

Fy(g)

Les calculs pour F3 . sont les mémes que pour la fonction £ que nous allons
définir ci-dessous. On va d’ailleurs voir que

sup Fy . (k1 expaks) < Fp.(expa) avec de bonnes propriétés.
k1,k2

3. Suite de la preuve du théoréme 2
Soit
1 15 (2) 1

= ——1B\?) Y — =

[B[6(0,2)]] |B(6(x,0))[+C
ot 1pe(x) est la fonction caractéristique du complémentaire de la boule de
rayon 1 centrée a l'origine de G. D’aprés [6] et le théoréme de Kunze-Stein [6],
il suffit de voir que la fonction

El(a:):/HE(h:c)dh

est dans LP(Gy) pour une valeur de p inférieure a celle de 1’énoncé. En effet
comme H est moyennable, E donne lieu & un opérateur borné sur LP'(G) si
et seulement si E; donne lieu & un opérateur borné de LP*(Gy) (ceci résulte
de [6]) et il en est ainsi si E; est dans LP(G).

On veut d’abord estimer F4(z) pour 41 (e, &) trés grand. On pose

E(x)

x = kexpak;
et I'on voit que

(***) d(hkexpaki,e) > d(hkexpa,e) — C
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ESTIMATIONS DE LA FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTLEWOOD 333

car par hypothése 0;(e,2) est trés grand comme c’est une distance quotient
0(hkexpaky,e) > 61(e, &) qui est trés grand. Alors
1 < Cy
| B[6(hkexp aky,e)]| — |Blé(hkexpa,e)]|
En effet, soient r,s > 0; alors B(r + s) = Uyep(r) By(s). S1 Y est un sous-
ensemble fini de B(r) dont deux points yi,y2 avec y; # yo satisfont l'inégalité
0(y1,y2) > b o b est une constante positive

U By (3b) C B (r + 1b)
yey

et Card(Y)|By(3b)| = CardY Cj < |B(r + 1b)|. Soit Y C B(r) fini, maximal
pour la propriété : tous les points y1, y2 de Y avec y; # yo satisfont d(y1,y2) > b.
D’aprés la maximalité de Y, on a l'inclusion B(r + s) C (J,ey B(y,s +b) et

|B(r + s)| < Card(Y) |B(s +b)| < Cy ' |B (r — 1b)| - |B(s + b)|.

Silonposer+ ib=r; et s—ib=s1,0na
|B(r1 — s1)| < C; 'B(r1)B (51 + £b)

pour r1 > %b et s > —%b; en particulier pour s; > 0, on trouve avec 'inégalité
d(hkexpa,e) < c+ d(hkexpaki,e)

|B[6(hkexpa,e)]| < |B (5(hkexpaky,e)) + c)
< C; ' |B|(6(hkexpa,e]| - |B(c+ 2b)|
d’out 'inégalité ci-dessus.

Soit r trés grand ; on veut estimer | B, (r)| = |B(r)|. Soit 71 = supycx, 6(k, e);
si (g, e) est trés grand et que g = ky exp Xko, k; € K, X dans a, g € Gy

d(exp X, e) — 271 < §(g,e) < d(exp X,e) + 27
Par ailleurs §(exp X, e) < dg,(exp X, e1) ot dg, est la distance induite sur Gy.
Comme
b, (exp X, €) < [ X[|5(g,€) < [ X + 71,
on a

B'={g=kiexpXky, | X[ <r—1-2v},

BIB(l) CB(T)v BIB(]'):{(gxmgy)a gGB/,(s(l’,y,e) < 1}7

/ dz 2/ dzx.
B B’-B(1)

T
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La trace de la boule B(1) sur H sera notée B”(1). Alors
B'oB"(1)Cc B(r) et B'oB’(1)={(9,z), g€ B',z € B"(1)},

/ dm>/ dg/
’ B//(l

Quitte & diminuer l'intégrale ci-dessus, on peut trouver des boules D?,n
dans H' de petit rayon, pour une bonne m étrique K invariante, telle que
pour tout z; C DY, , expz; € B'(1) et 2 = [[j=, expz; € B"(1). Sia € AT,

gm0
alors expa-x = HFI expAdaz;.

Si x; est dans ’espace radiciel d’indice n, x;, on 'indexe z, ; et on a
j y Lg »J

m
[T explei @ ;).
j=1

Sike K,ona
k- H exp e (W, ;= H exp (W Adk -z, ;.
j=1 j=1

Comme on a supposé qu'il existe des sous-ensembles D;,, dans ’espace ra-
diciel H;, tels que pour tout z;, € D;,

[Zjnll <1, [jn,a] = ajn(a)zjn avec aj,(a) >0,

on a

/ dx >C; >0,
H" KHn 1expD

dg/ dx 2/ Sh™(a
// gB’' (1) aca™ H ( )

llal|[<r—1-2y aex+

x/ dk/ dzrda
K e[ KWLy exp 9@ D],
= / - I sh™(a)da / de

@pt
lall<r—1-2y aex+ KLy e e @ D]
=/€ N II Sh™(a daezaﬂ""(“)/ dz

aca n

lall<r—1-2y aex+ K[ TnZiexe DY,
> C ShMa Emijai,j(a)d
2 Co [ o+ (a)e a

a

la||<r—1-2y acXt

> ) /a€a+ eZp(a)+0(a)da > Cteer||2p+9”,r€.
a(a)>VE

llal|<r—1-2y
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Nous sommes donc amenés & estimer
1g:(hkexpa)dh B dh
/H |B{6(hkexpa),e]}| +C1 /H |B[6{(kk—1hkexpa),e}]| + Ci
dn’
u |B(6(kh exp a),e))| + C4

02/ |B(§ hexpa e))|+ C1 (d'aprés (7).
Sidg(h,es) <1-6(h,e) <1, dapres [9] et
dh
/6H(h,e2)<1 |B(6(hexpa),e))|+ C
! = F{(expa).

< O Bl(expa), Ol + G

La restriction de § & G est une distance invariante & gauche; par conséquent,
Fj§ est dans LP(Gy) pour tout 1 < p < oo et

/ 15:(hgk)dh / dh
|B(6(hgk, e) |—|—C’_ |B[6(hg, )]|—|—Cl

Pour estimer F1, il suffit donc d’estimer
/ dh
6m (h,e)>1 |B{6(h exp a, 6)}| +C

Mais si € > 0, on a

= Fj(a).

§¢(hexpa,e)d—t(hexpa,e)elrll1=e)d(hexpa.ez)

r(a) = /5H(h,ez)21 e2lelli=e)s(hexpa.c2)| B(§(hexpa,ez))| + C

<dg (expa e) e 2lPl(1=e)dc (exp ase)

/ 2lpll(1—e)3(hexp a.e2)
X
su(eny>1 | B((hexpa,e))| +c

Pour évaluer la derniére intégrale, on va utiliser ’estimation

e2llell(1—e)d(hexpa,e) o —12p+6]|5(h exp a7e)5f(h expa, €)

< e—{|\2p+9ll—2Hp||(1—6’)}5(hexpa&)’ cre
puisque [|20 + 0] > 2[lol|(1 ).
Mais d’apreés la proposition 1, on a
e2lell(1—e)d(hexp a.e) o—12p+0]|5(h exp a,e)(;f(h expa, €)

< C (55 (h, e))~ I2eH0I=2lPllA=N}/5.
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Mais par hypothése

1\ P/
| {057 (h,e2) > a} | = | B( —1/v||<c( )
«

et
dh

/Me wy>1 {01 (h, €2) J2PHOT=2T1(1=<"7} /8

<C da
= J, aP8/(Izetol=2lpll(1=¢")

d’ou la finitude de l'intégrale si p1(¢) = 1/(1 — €). Il s’ensuit que

Fyo(kexpak’) < cdg (expa e) e 2lpll1=e)dc, (expase)

< o0

Comme on ne s’intéresse qu’aux a grands, Fho est dans LP*7°°(Gy) et
d’aprés [6], Popérateur de convolution associé est borné sur LP(Gy et d’apreés [5],
E donne lieu & un opérateur borné sur L?(G).

3.1. Démonstration du théoréme 4

1) Comme la courbure de Ricci est > —b?, si 'on note A le laplacien de M,
on a d’aprés le théoréme de comparaison (voir [1])

A?" < Ab’l‘b

n—
ou r désigne la fonction distance sur M d’un point distingué et r, la fonc-
tion distance sur la variété simplement connexe hyperbolique de courbure de
Ricci —b? et de dimension n. Si 6(s,w) désigne la densité de volume en coor-
données polaires exponentielles au point x de M, on en déduit que

1
p— 10'(s,w) < cl(s,w)

pour s > 1, et tout point w de la sphére-unité de T, M. Alors
/ ' (s, w)ds gc/G(s,w)ds,
1 0
/ [O(r,w) —0(1,w)] dw < c/ / 0(s,w)dsdw
b 0 V=,

n—1
sir est assez grand, 15 fz: O(r,w)dw > fz L 0(1,w)dw alors
O(r,w dw<c/ 0(s,w)dsdw.
En 1 Z:n 1
Il s’ensuit que pour r assez grand,
/ 0(r,w)dw < ¢|B,(z)|
En—l
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ot B,(x) désigne la boule riemannienne de centre = et de rayon r et |B,.(z)]
son volume.

On commence la preuve du théoréme comme pour celle de [1]. En effet

F@) < Swesr, i [ 196140 )
1
S do (y).
+ uprZro |B ( )| B, (x) |f(y)| (y)

On choisit rg trés grand pour que l'inégalité

1
— 9(r,w)dw>/ 0(1,w)dw
10 o1

En—l
soit vérifiée pour tout r > rg.

On continue comme précédemment et 1’on s’intéresse a

1
|Br(2)] /B, (a)

1
< /M Inf (1, w) |f(y)| da(y)
1
<[ peldews [ p i)

P
277 /M /5 W)

do(z) < C|f]I5-
Car M est & géométrie bornée. Il ne nous reste plus que la fonction

1
fola) = /6 o Ty i)

D’aprés la premiére partie le noyau intéressant & étudier est

f3(x) = Sup,>,, = £ (y)| do ()

Kil ((5(1‘,];)) = /; ¢ [5(:17,:[/),111] dw lﬁ(w,y)Z'm

n—1

puisque
£@) < [ K@o)lfe)]do)
M

On se propose d’estimer K (z,y). On considére un systéme de coordonnées
polaires au point = dans T,M. On note (r,w) un systéme de coordonnées
polaires en zg, r = 6(z,y) le volume de la boule de centre z de rayon r vaut
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z)| = [y fzi(j,lw)dw et laire de la sphére e?(") = fzi(j,lw)dw pour §(z,y)

suffisamment grand, le laplacien de la fonction 9, (y) = e~%=@¥) vaut

_ [ @) |, (00} Galrw) dda(r)] pisenn
Ayte(y) = [_ dr2 +< dr ) Oy (rw)  dr ’ .

Mais 6, (r,w)/0(r,w) = H(r,w) ou H(r,w) est la courbure moyenne de la
sphére centrée en z et de rayon r évaluée au point de coordonnées polaires (r, w).
Il existe par hypothése o telle que 0 < 0 < gg et

* d2¢m(r) do.(r) 2 do(r) — o (r
) [_ dr? +[ dr}_T dr +02}e¢()20.

Alors

Az (r) des(r) 2 des(r) 2| —pa(r)
{_ dr2? { dr2 } — H(r,w) dr torpe 20
et la fonction 1, (y) = e=¥=((=¥) est A + o sous harmonique.

Mais si f est une fonction M — C, C* a support compact, f(z¢) =0

/muvwwomwmrsiAmumwwwmwmn

G| - )] Ol w)ar

< % (/O g{(r w)‘ze(r w)dr)l/Z. (/Oo |f (r, w)|?6(r, w)dr>1/2,

// If(rwlﬁ(rwdrdw<—// drdw

et | £]3 < —*<Af7f>
(A =ap)f, f) 20
et sie >0, (A — (o) f, f) > (e — o?)| fI3.

Par conséquent
A + o2 est inversible sur L?(M)

d’ou lexistence d’une fonction de Green pour A 4 o2 : G,.

On peut appliquer le principe du maximum & ¥ et G, avec l'opérateur
elliptique A + o2. Malheureusement la constante o est positive et on ne peut
Pappliquer brutalement.

a) Comme M est & géométrie bornée pour é(z,y) = ro > 0, C;! <
G,(z,y) < C, ou C, est une constante finie qui ne dépend ni de z, ni de y.
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b) On considére 'opérateur
(GE) YA +0)G% = A+ ViegGE = AZ
ou G5 (y) = Go(,y).
¢) Pour 6(z,y) > o, AZGZ = 0. Si ¥%(y) = e~ %= Aﬁ(g—;) > 0 d’aprés
ce qui a été dit précédemment.

d) De plus AZ est sans terme constant et par hypothése
x
im 270
y—o0 Gy (y)
le principe du maximum appliqué & 1 et ¥*/G% pour AZ dit que
P (y) < CoGy(y) = CoGo(z,y)
pour tout y avec d(x,y) > ro. Il existe pg, 1 < pg < 2 tel que

|| Gateitsensnimiow)| <ol
Soit 2 =~ Inf(8f, £)/(f € C(M), | 72) soit

Gz, y) = / o™ P (2, y)dt
0

ou P; est la solution fondamentale de ’équation de la chaleur. On a déja vu
que G, est fini partout, elle est méme C'*° en dehors de la diagonale.
On considére ’ensemble I' = {z,0 < Rez < 1}. On définit

oo
G.(z,y) = / o092 P, (. ) dt
0

Alors pour Rez = 1, || [, G=(z,9)f(y)do (y)|2 < cl|f]2-
Pour Rez =0, || [}, Gz(z,y) f(y)do (y)|lp < ¢|l fll, pour tout 1 < p < 2. En
effet

| / / VR @,y)dtf () do (y / / Py(a,9) |1 (4)] do (y)dt.

Comme p2 > 0, on a ||Pfa—2 < e™# *t pour ¢ > 1 et par interpolation

| Pellp—p < e 28 /P't pour t > 1.

Il s’ensuit que
b 2
Gt < COISly, v Go= [ e Ryt
0

1/ps = (1 —s) +1/p; on peut choisir
o2 1 1— o2 o
s§=—Hy — = .
e ps 3(2-2) (u*-ep

2
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Comme p est voisin de 1 et e arbitraire, on voit que pour tout p tel
que po > 1[1+02/p%], on a

H/M Gol@,9)f () do )| < Collfllpo-

Po

Alors

< Ccr(pO)”fH;Dm

Do

H /M Go (2,9)Ls(a,y)>r, (4) f (y)do (y)

< C(J7p0)||f||po'

Po

H/M Vo (2,9)1s(w,y)>r (¥) f(y)do ()

Par conséquent

”f?llpo < C(p7p0)||f||l)0 et ”f*”Po < C(P0)||f||po-

Comme l'inégalité est vraie pour p = +oo, il s’ensuit que ||f*|, < C(p)||fllp
pour tout p > pg.

Ce qui termine la preuve du théoréme.

3.2. Démonstration du corollaire. — Nous n’insisterons pas sur la preuve de
ce corollaire qui est une conséquence facile des théorémes de comparaison —
voir [1].
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