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REsuME. — Nous montrons une version explicite du théoréme de Beilinson pour la
courbe modulaire X (N). Ce résultat est la premiére étape d’un travail reliant, d’une
part, la valeur en 2 de la fonction L d’une forme primitive de poids 2, et d’autre part,
la fonction dilogarithme associée a la courbe modulaire correspondante, dans ’esprit
de la conjecture de Zagier pour les courbes elliptiques. Comme corollaire de notre
théoréme, dans le cas out IV est premier, nous répondons & une question de Schappacher
et Scholl concernant 'image de I’application régulateur de Beilinson.

ABSTRACT (Value at 2 of L-functions of modular forms of weight 2: an explicit version
of Beilinson’s theorem)

We prove an explicit version of Beilinson’s theorem for the modular curve X1 (V).
This result is the first step of a work linking the value at 2 of the L-function of a
newform of weight 2 on the one hand, and the dilogarithm function associated to the
corresponding modular curve on the other, in the spirit of Zagier’s conjecture for elliptic
curves. As a corollary of our theorem, in the case N is prime, we answer a question
raised by Schappacher and Scholl concerning the image of Beilinson’s regulator map.
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216 BRUNAULT (F.)

1. Introduction

Soient N > 1 un entier et X;(N) la courbe modulaire (compléte) définie
sur Q associée au sous-groupe de congruence

c

(1) Ti(N) = {(a Z) € SLy(Z) | ¢ =0 (mod N), a=d =1 (mod N)}.

Bloch et Beilinson [6], [4], [5], [22] ont développé des conjectures générales
prédisant en particulier, dans le cas de la courbe X;(N), la valeur spéciale en
s = 2 de la fonction L(h'(X1(N)),s) a un facteur rationnel prés. Ces travaux
ont permis & Goncharov et Levin de démontrer la conjecture de Zagier, reliant
la valeur spéciale L(E,2) associée & une courbe elliptique E définie sur Q, et
la fonction dilogarithme elliptique [27], [14].

La conjecture de Beilinson fait intervenir une application régulateur dont
la source est le groupe de K-théorie algébrique Ko(X1(N)) associé & X1(N).
La définition de cette application est la suivante. Soit F' = Q(X1(NV)) le corps
des fonctions de X7 (V). Pour toutes fonctions rationnelles u,v € F*, la forme
différentielle

(2) n(u,v) =log |u| - dargv — log |v| - d argu
est de classe C* hors des zéros et poles de u et v dans X5 (N)(C). On définit
(3) 7w 1 K3(F) — Homg (' (X1(N)),R),
{u,v} — (w»—>/ n(u,v)/\w).
X1(N)(C)

L’application régulateur ry s’obtient alors en composant 7y avec ’homomor-
phisme naturel K5(X;(N)) — Ko(F). Nous écrirons

(4) ry : Ka2(X1(N)) ®2 Q — Homg (Q' (X1(N)),R).

Apreés tensorisation de (4) par C, nous obtenons une application, que nous
noterons encore ry, définie sur Ko(X1(N)) ®z C et a valeurs dans le dual
de So(T'1(N)). Rappelons maintenant les résultats de Beilinson.

Soit f € S2(['1(N)) une forme parabolique primitive (propre pour 1al-
gébre de Hecke, nouvelle et normalisée), de caractére 1. Soit x un caractére
de Dirichlet pair de niveau arbitraire. Beilinson a montré (voir [4], [23]) que
la quantité L(f,2)L(f,x,1) est égale a <TN(’Yf,X), f> pour un certain élément
Yix € Ko2(X1(N)) ®z C défini & laide d’unités modulaires de niveau divisible
par N. Un autre ingrédient important est I'existence d’un caractére x tel que
L(f,x,1) soit non nul. Cependant, la méthode de Beilinson souffre des impré-
cisions suivantes :

1) L’écriture de v¢,, comme symbole de Milnor n’est pas explicite.
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THEOREME DE BEILINSON EXPLICITE 217

2) Le régulateur associé & -y, est calculé & un facteur algébrique prés.

3) Le caractére x est choisi parmi une infinité de caractéres.

Cet article précise les points 1) & 3) ci-dessus. Le résultat principal s’énonce de
la maniére suivante. Soit O* (Y1 (N )) le groupe des unités modulaires définies
sur Q de X;(N). Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair et non
trivial, il existe une unique unité modulaire u, € O*(Y1(N)) ®z C satisfaisant

1 r x(n) - Im(z)*®
(5) log|u, (2)| = P !1_{111 Z Nmz + n?® (z € H),
Re(s)>1 \(m,n)€Z?

ot le symbole ’ indique la sommation sur (m,n) # (0, 0).

THEOREME 1.1. — Soit f € So(T'1(N)) une forme parabolique primitive, de
caractére . Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair, primitif et
distinct de 1 et 1, le symbole {ug, uyy } appartient & Ko(X1(N)) ®7zC, et nous
avons

(6) L(F.2)L(f v 1) = W(w({uw%x}),ﬁ

La démonstration du théoréme 1.1 reprend la méthode de Beilinson en ex-
plicitant chacune de ses étapes. L’intérét de la formule (6) réside dans le fait
qu’elle utilise uniquement des unités modulaires de niveau N. Signalons aussi
que Kato [15, § 7] et Scholl [25, Thm. 4.6.3] ont obtenu des formules expli-
cites pour des intégrales de nature analogue. Le lien entre ces formules et la
formule (6) n’est pas clair pour 'auteur.

REMARQUE 1.2. — Pour obtenir une information sur L(f,2) a partir de la
formule précédente, il est nécessaire que L(f,x,1) soit non nul. Un théoréme
de Merel (voir ’appendice de [8]) entraine ’existence d’un caractére pair x mo-
dulo N tel que L(f,x,1) # 0. Il serait donc utile de lever ’hypothése x primitif
dans le théoréme 1.1, et de montrer que le caractére x vérifiant L(f, x,1) # 0
peut étre supposé distinct de 1 et ).

Le membre de droite de (6) est lié [8, Prop. 17] & la fonction dilogarithme G 2
associée & X;(N), définie par Goncharov [13, Def. 9.1, p. 390]. Le théoréme 1.1
peut donc étre vu comme la premiére étape d’un travail reliant la valeur en 2
des fonctions L des formes modulaires de poids 2 d’une part, et le dilogarithme
associé & X (N) d’autre part, dans D'esprit de la conjecture de Zagier pour les
courbes elliptiques.

Une idée de Merel (voir [8, Thm. 93]) permet d’exprimer le membre de droite
de (6) comme combinaison linéaire explicite de symboles modulaires associés
a f. Les coefficients de cette combinaison linéaire sont essentiellement les pé-
riodes de la forme différentielle n(ug,uyy). Lorsque f est la forme primitive
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218 BRUNAULT (F.)

associée a une courbe elliptique F définie sur Q, on peut alors obtenir une
formule pour L(FE,2) en divisant les deux membres de (6) par la période réelle
de E.

Ces deux résultats feront 'objet de publications ultérieures.

Le théoréme 1.1 permet d’apporter une réponse a la question suivante,
soulevée par Schappacher et Scholl, concernant I'image de I’application régu-
lateur ry [23, 1.1.3]. Notons f(\N le sous-groupe de K3(F') engendré par les
symboles {u,v} avec u,v € O* (Y1 (N)), et posons

(7) Ky = (Ky ®2Q) N (Ka(X1(N)) ©2 Q).

Notons Vy ’espace d’arrivée de 1’application régulateur (4).
QUESTION 1.3. — Le groupe rn (K ) engendre-t-il 'espace vectoriel réel Viy ?
THEOREME 1.4. — Lorsque N = p est premier, le groupe r,(K,) engendre V,,.

REMARQUE 1.5. — Notons T C End¢(S2(I'1(IN))) Palgebre de Hecke, engen-
drée par les opérateurs de Hecke T}, (n > 1) et les opérateurs diamants. Nous
proposons les deux problémes suivants, variantes de la question de Schappacher
et Scholl :

1) Le groupe rn(Ky) engendre-t-il Vy comme T ®z R-module ?

2) Existe-t-il v € Ky tel que rn () engendre Viy comme T ®7 R-module ?

Notre travail s’articule de la maniére suivante. Les sections 2, 3 et 5 sont
essentiellement des rappels sur des notions classiques : fonction de Green, séries
d’Eisenstein et unités modulaires. La section 4, consacrée au calcul d’une inté-
grale par la méthode de Rankin-Selberg, constitue le coeur de la démonstration
du théoréme 1.1. Dans la section 6, nous construisons des éléments dans le
groupe K5(X1(N))®zQ a partir de certaines unités modulaires de X;(N). En-
fin, les sections 7 et 8 contiennent respectivement la preuve des théorémes 1.1
et 1.4.

En terminant cette introduction, je souhaite remercier chaleureusement Loic
Merel et Jorg Wildeshaus pour leurs encouragements et conseils quant a la
rédaction de cet article.
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THEOREME DE BEILINSON EXPLICITE 219

2. Fonction de Green sur une courbe

Soit X une surface de Riemann compacte, connexe, non vide. Une forme
volume sur X est une 2-forme différentielle réelle de classe C*° sur X, partout
non nulle et d’intégrale 1 (voir [18, IT, §1], [17, p. 329]). Fixons une forme volume
volx sur X.

Soient Ax = {(z,z) |z € X} la diagonale de X x X et C(X) le
corps des fonctions méromorphes sur X. Le diviseur d’une fonction méro-
mophe f € C(X)* sera noté

(8) (f) = ords(f) - z.
reX

Le support de f, noté Supp(f), est 'ensemble des zéros et des poles de f, ainsi
9) Supp(f) = {z € X | ord,(f) # 0}.
Nous rappelons maintenant les propriétés de la fonction de Green associée 6 X .
Cette fonction joue le role de hauteur archimédienne en géométrie d’Arakelov
[18, chap. II].
PROPOSITION 2.1 (Arakelov [2]). — Il existe une unique fonction
(10) Gx : X xX-Ax — R,
appelée fonction de Green associée & X (et & volx), de classe C* et vérifiant
les trois conditions suivantes.

1) Pour tout x € X, nous avons
(11) 9,0,Gx (z,y) = imvoly (y € X — {z}).

2) Pour tout x € X et pour toute coordonnée holomorphe locale z(y) au

point x vérifiant z(xz) = 0, la fonction

(12) y — Gx(z,y) —log|z(y)],

définie sur un voisinage épointé de x dans X, s’étend en une fonction de
classe C*° sur un voisinage de x dans X.

3) Pour tout z € X, nous avons
(13) Gx(z,y) -volx = 0.
yeX

Démonstration. — L’existence de Gx est démontrée par Arakelov [2, §1-2].
Coleman [18, II, §4] en a également donné une preuve. L’unicité de Gx résulte
quant & elle facilement des propriétés 1), 2) et 3). O

Nous mentionnons maintenant, sans les démontrer, quelques propriétés sup-
plémentaires de la fonction de Green.
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220 BRUNAULT (F.)

4) La fonction Gx est symétrique : nous avons
(14) GX(xvy):GX(yvx) (m,yEX, x;éy)

5) La fonction Gx a une singularité logarithmique le long de Ax. Cela signi-
fie que pour tout 2o € X et pour toute coordonnée locale holomorphe z(z)
au point xg, la fonction

(15) (z,y) — Gx(z,y) —log|z(x) — z(y)|

s’étend en une fonction de classe C* sur un voisinage de (zg,zq)
dans X x X.

6) Pour toute fonction méromorphe f € C(X)*, il existe une constante Cy € R
telle que

(16) loglf(y)|=Cr+ > orde(f)-Gx(z,y)  (y€ X —Supp(f)),
z€Supp(f)
Nous avons en outre Cy = [, log|f] - volx.

7) En utilisant le langage des courants, nous pouvons condenser les proprié-
tés 1) et 2) de la fonction Gx en une seule équation : pour tout z € X,
nous avons

1 -
(17) TaaGX (CL’, ) = VOIX _6:1;7
™

ou §, désigne le courant d’évaluation en z.

3. Séries d’Eisenstein

Dans cette section, nous suivons de prés I'exposition remarquable de Sie-
gel [26, p. 1-73]. Le lecteur pourra y trouver les démonstrations que nous avons
omises.

Nous allons introduire certaines séries d’Fisenstein, fonctions analytiques-
réelles sur le demi-plan de Poincaré H, invariantes sous l'action d’un sous-
groupe de congruence de SLy(Z). Soit N > 1 un entier.

DEFINITION 3.1. — Pour (u,v) € (Z/NZ)?, 2 € H et s € C, Re(s) > 1,
posons

(18) Eu’,u (27 3) _ Z / Im(z)s

m=u (N) |7’7’LZ t n|2s 7
n=v (N)

ot le symbole ’ indique que 1’on exclut le terme éventuel (m,n) = (0,0).
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Nous aurons également besoin de certaines combinaisons linéaires des sé-
ries E, ,. Les séries suivantes sont un cas trés particulier de fonctions zéta
d’Epstein.

DEFINITION 3.2. — Pour (a,b) € (Z/NZ)?, 2 € Het s € C, Re(s) > 1, posons

27 (ma+nbd) | I s
e N miz
(19) sz = Y =

(m,n)ez?

|mz + n|?s

Par définition, nous avons

(20) Cap = Z e K (autbn)

(u,v)€(Z/NZ)?

D’autre part, la transformée de Fourier inverse donne

1
(21) Buv=1353 D, e 5@,
(a,b)€(Z/NZ)2

Pour (a,b) € (Z/NZ)? et z € H fixé, la fonction s — (, (2, s) admet un prolon-
gement méromorphe au plan complexe [26, th. 3, p. 69]. Lorsque (a,b) = (0,0),
le prolongement a un unique pole en s = 1; ce pdle est simple et de résidu égal
a 7. Lorsque (a,b) # (0,0), le prolongement est holomorphe sur C.

NOTATION 3.3. — Pour z € H, posons
. lim (Ca v(z,8) — L) si (a,b) = (0,0),
(22) Cap(2) =1 s—1
Ca,b(z7 1) si (a’ b) 7é (07 0)

D’aprés (21), les fonctions s — E, ,(z, s) admettent également un prolonge-
ment méromorphe au plan complexe. Elles possédent un unique pdle en s = 1;
ce pole est simple et de résidu égal & m/N2. En accord avec la notation 3.3,
nous posons
(23)

Eyo(2) = lim <Eu(z s) — 1\]2(:_1)) ((u,v) € (Z/NZ)?, z € H).

Passons maintenant aux deux formules-limite de Kronecker. Ces formules
donnent une expression de (; ,(2). Pour z € H, nous poserons y = Im(z). La
premiére formule-limite [26, th. 1, p. 17] s’écrit

(24) Go0(2) = 2m(y —log2 —log y/y — 2log|n(2)[) (2 € H),

ou v désigne la constante d’Euler et

(25) e?™) (2 € H).
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La deuxiéme formule-limite de Kronecker [26, th. 2, p. 40] s’écrit de la fagon
suivante. Soit (a,b) € (Z/NZ)? avec (a,b) # (0,0). Choisissons un couple de
représentants (&, b) de (a,b) dans Z2. Alors
i—b
p <a _ z’z)

(27) 19(7,1.1 Z) _ e”éz( iTw —lTI"UJ) H(l 27,7r(w+nz))(1 _ e—2i7r(w—nz)).

. o2 b2
(26) Cap(2) = —5z—y — 2mlog

)

ou nous avons posé, pour w € C et z € H,

Les séries d’Eisenstein F, , vérifient la propriété de modularité suivante

Euw(92,8) = Eyu)4(2, 5) ((u,v) € (Z/NZ)2, g€ SLQ(Z)).

u,v)g désigne le produit du vecteur ligne (u,v) par la matrice g. On déduit

(28)
u (
( 8)
9)

(2 By (92) = B{u)y(2)  ((u,v) € (Z/NZ)?, g € SLa(Z)).

En particulier, les séries E; (z) (et donc les séries () sont invariantes par
la transformation z +— z + N et admettent un développement de Fourier
(non holomorphe) en la variable e . Ce développement de Fourier se dé-
duit des formules-limite de Kronecker. Pour z € H et oo € Q, posons g = e™*
et ¢® = 2™, Pour tout entier » > 1, notons o(r) la somme des diviseurs
positifs de r. Nous avons alors

2

(30) ¢ool2) = 7T3—y — 7r10gy+27r(7 —log2+ Z @(qr —HIT)) (z € H).
r=1

Ecrivons ensuite le développement de Fourier de ¢*,, avec a € Z/NZ, a # 0.

a,0’

Notons (Nze%. Nous avons alors, pour ,z € H
* CN +CN T —r
(BL) o) = ~amlog 1= ¢+ 7 30 (30 ST (),
r=1 d|r

Ecrivons enfin le développement de Fourier de ¢ b avec a,b € Z/NZ et b #0.

Notons

BQ(X):X2—X+é

le deuxiéme polynoéme de Bernoulli, et définissons une fonction 1-périodique
Bs sur R par

(32) By(x) = By (a: — LxJ) (z € R),
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ou || désigne le plus grand entier < z. Alors la quantité By(b/N) ne dépend
pas du représentant b de b dans 7Z et nous avons

— (b > . ,
(33) Cap(2) =212 B, (N>y+7r2ar-qN +a,-qvy (z e H),
r=1

ou les coefficients a,. sont donnés par la formule

(34) aw= 3 ST ) & (r>1).
d| d d| d B
r/d=b (N) r/d=—b (N)
DEFINITION 3.4. — Pour toute fonction £ : Z/NZ — C, nous définissons les

séries d’Eisenstein E, et E; par

(35) Ep= Y (()Eo, et Ej= Y ()E,.

vEZ/NZ vEZ/NZ

Les propriétés suivantes des séries E, et E; nous seront utiles.

1) Les séries Ey et E}, vues comme fonctions sur H, sont invariantes sous
Paction du groupe I'1(N). Si M est un diviseur de N et £j; est une
fonction de Z/MZ dans C, il en va de méme des séries Ey,, et Ej ,
puisque I'1 (N) C I';(M). En particulier, toutes ces séries induisent des
fonctions sur la courbe modulaire Y;(N)(C) := I'1(N)\'H. De plus, ces
fonctions admettent des singularités au plus logarithmiques en les pointes
de X1 (N)(C).

2) Les applications £ — E; et £ — Ej sont C-linéaires.

NOTATION 3.5. — La transformée de Fourier £ : Z/NZ — C de ¢ est définie
par

_ 2imbvy

(36) Wy= Y tw)-e "% (beZ/NZ).
v€EZ/NZ

Nous considérerons également ¢ et 7 comme des fonctions N -périodiques
définies sur Z. Le développement de Fourier de E; se déduit aisément de celui
des séries (g p-

PROPOSITION 3.6. — Soit £ : Z/NZ — C une fonction de somme nulle. La
série d’Fisenstein E; admet le développement de Fourier

67 56 = (3 D)y T NS d) + i) @ + 7).
nez r=1 dlr
n#0
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Démonstration. — Nous avons

Ej(z)= ) t)E;,(2)

vEZ/NZ

= Yty X e L)

vEZ/NZ (a,b)€(Z/NZ)2

= D (Y ).

beZ/NZ a€Z/NZ

Puisque ¢ est de somme nulle, nous avons Z(O) = 0 et le terme correspon-
dant a b = 0 dans la somme ci-dessus disparait. Nous déduisons de (33) que
pour b € Z/NZ, b # 0, nous avons

> Gu2) _27TNB2( ) y—|—7rz (Zd+2d)(qr+qr)

a€Z/NZ r=1 dlr dlr
d=b(N) d=-b(N)

Il en résulte
=2 X ( ))~y+jvl (X d@@ i) ) @ +a).
bEZ/NZ r=1 d|r

La fonction By est donnée par la série de Fourier suivante, qui converge nor-
malement sur R [9, (1.56), p. 14] :

2iTnx

271'2 n?2
nezZ
n#0

By(z) = (z € R).

Nous en déduisons aisément

> By = 5 Y
neZ
n#0

beZ/NZ
ce qui achéve de montrer (37). O

Il est amusant de constater que le développement de Fourier de la série
d’Eisenstein E; fait intervenir naturellement la transformée de Fourier de £.

4. Calcul d’une intégrale par la méthode de Rankin-Selberg

L’espace S3(I'1 (IV)) des formes paraboliques de poids 2 pour le groupe I'1 (V)
s’identifie canoniquement & I’espace Q' (X1(N)(C)) des 1-formes différentielles
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holomorphes sur la surface de Riemann compacte X;(N)(C), au moyen de l’ap-
plication f — wy := 2iwf(z)dz. Dans cette section, nous calculons l'intégrale

(38) / E; cwy A EE*A/,
X, (N)(C) X

lorsque f est une forme primitive (propre pour 'algébre de Hecke, nouvelle
et normalisée), et x (resp. Xx’) est un caractére de Dirichlet pair modulo N
(resp. modulo un diviseur M de N). Il n’est pas difficile de montrer que 'inté-
grale (38) converge absolument, en utilisant la propriété de singularités au plus
logarithmiques des fonctions E} et E)*? .

Rappelons que la série L associée a une forme parabolique f € So(I'1(N)),
avec f(2) = 3.0° | an,e?™* est définie par

(39) L= e (Refs) > g)

n=1

Cette fonction admet un prolongement holomorphe au plan complexe.

NOTATION 4.1. — Pour tout caractére de Dirichlet x modulo m > 1, la série L
de f tordue par x est définie par

(40) L) = 30 X (e > 2,

n

ot par convention x(n) = 0 lorsque (n,m) > 1.
Cette fonction admet aussi un prolongement holomorphe au plan complexe.

THEOREME 4.2. — Soit f € S3(I'1(IN)) une forme primitive, de caractére .
Soient x un caractére pair modulo N et X' un caractére pair modulo un divi-
seur M de N. Nous avons

(N , _
(41)/ EX-wi\NOE% = _”%-L(fﬂ)!l(f,x’,l) sith= XXy
XV X

0 sinon,

ou X'y désigne le caractére de Dirichlet modulo N induit par x'.

Nous allons reformuler le théoréme 4.2 en utilisant la forme modulaire uni-
verselle [21].
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Rappelons que 'algébre de Hecke T C End¢ S2(I'1(IN)) est le sous-anneau
engendré par tous les opérateurs de Hecke T, (n > 1) et les opérateurs
diamants (d) (d € (Z/NZ)*). Nous avons un isomorphisme canonique [21,
lemma 9]

T®C = Home(S2(T1(N)),C), T+ (f = ar(Tf)),

ot a;(.) désigne le premier coefficient de Fourier d’une forme modulaire. La
série L (éventuellement tordue) de lalgébre de Hecke est définie par

(42) L(T,s) = iTn ® ni L(T, x,s) = iTn ® @ (Re(s) > g)

Elle est a valeurs dans T ® C et admet un prolongement holomorphe au plan
complexe. Via l'isomorphisme (42), on a

<L(T73)7f>:L(fvs) et <L(T7Xa8)af>:L(f7X75)

pour tout f € S3(I'1(N)). La fonction L(T,s) s’interpréte aussi comme la
fonction L de la forme modulaire universelle {2 définie par

(43) Q=2ir Y T, e*™*dz € Q' (X;(N)(C)) ®z T.
n=1

Pour tout caractére de Dirichlet ¢ modulo IV, notons
(44) TV ={T € T®C|To(d) =1(d) - T pour tout d € (Z/NZ)*}.

la composante Y-isotypique de T ® C. Nous avons une décomposition canonique
de T ® C en produit de sous-algébres

(45) TeC=]]TY,
¥

le produit étant étendu aux caractéres de Dirichlet 9 pairs modulo N. Les pro-
jections de L(T,s) et L(T,x, s) sur TY seront notées respectivement L(TY,s)
et L(TY, x, s).

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant, qui entraine le théo-
réme 4.2.

THEOREME 4.3. — Soient x un caractére de Dirichlet pair modulo N et le
caractére de Dirichlet pair modulo un diviseur M de N. En posant ¢ = x X'y,
nous avons

(46) / E;-QAJE% = _in P L(T%,2)L(T?, X', 1).
X1 (N)(©) X M
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Démonstration. — Nous pouvons distinguer deux grandes étapes. La premiére,
de nature globale, utilise la méthode de Rankin-Selberg et exprime l'inté-
grale (46) en termes d’une convolution de séries de Dirichlet, cf. (54). Pour
une introduction & la méthode de Rankin-Selberg, voir [28, 3. B]. La seconde
étape, de nature locale, exprime la série de Dirichlet précédente comme un
produit eulérien (lemme 4.4). Il est & noter que jusqu’au bout du calcul, nous
tiendrons compte des facteurs locaux aux mauvaises places, c’est-a-dire aux
nombres premiers divisant V.

Notons I le membre de gauche de (46). Montrons que I appartient a TY.
Les séries d’Eisenstein E} et EZ vérifient, avec d € (Z/NZ)* et z € H,
X

(47) By ((d)2) = X(DEL(2),  E5((d)2) = Xn (d) EX(2)-

Si nous effectuons le changement de variables z — (d)z dans l'intégrale I, nous
obtenons

I = x(d)xn(d) E} - (d)*Q A OE%,,
X1(N)(C) x

ot (d)*Q désigne 'image réciproque de la forme différentielle 2 par I’automor-
phisme (d). L’isomorphisme (42) étant compatible & Paction des opérateurs
diamants, nous avons (d)*Q2 = Q ® (d), ou (d) agit dans le membre de droite
par multiplication sur le facteur T du produit tensoriel. Il en résulte

Io(d) = x(d)xy(d)I = y(d)I

pour tout d € (Z/NZ)*, d’ott I € T¥. Dans 'intégrale I, nous pouvons donc
remplacer () par sa composante de caractére 1

(48) Q¥ € Q' (X1(N)(C)) ®c T,
Remarquons que
(d)*Q¥ = (d) - Q¥
pour d € (Z/NZ)*, c’est-a-dire Q¥ € So(T1(N),9) Rc T, ou Sa(T'1(N), )

désigne le sous-espace des formes de caractére 1.

Pour calculer I, nous pouvons considérer l'intégrale étendue au domaine
['1(N)\H. Nous allons remplacer E} par une somme indexée par I'e,\I'o(IV),
ou I'o, est le sous-groupe de SLy(Z) formé des matrices ((flilf) avec k € Z.
La fonction E} est définie en appliquant le procédé (23) a la fonction E,.
Remarquons que le résidu en s = 1 de la fonction s — E, (z, s) est indépendant

de z. Or
/ Q"P/\gEi\/:/ d(—E% - Q%) =0,
Y1(N)(C) X Y1 (N)(C) x
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d’apres la formule de Stokes. Pour calculer I, nous pouvons donc remplacer EY
par E,(.,s), puis faire s =1 :

I=(I(s) _, = (/ EX(.,s)-QMaEi,)
= Yi(N)(©) x

Le caractére analytique de la fonction I(s) pour s # 1, et la possibilité d’in-
tervertir le signe [ et l'opération (.)s—1, résultent du fait qu’en chaque pointe
de X1(N)(C), la fonction z — E, (z,s) posséde un développement de Fourier
qui converge uniformément sur tout compact par rapport a4 s. Maintenant, nous
avons

s=1

S

x(n)y

By(zis) = 3 x@Bou(zs)= 35 TEE
ve(Z/NZ)* m=0 (N)
(n,N)=1

En introduisant le p.g.c.d. d = (m,n), nous obtenons

Z Z |mz+n|2s

d>1  m=0(N)
(d,N)=1 (n,N)=1
(m,n)=d

x(V)y®
Z Z d?s |,Ll,Z + V|25

d>1 (,v)=1
(d,N)=1 du=0(N)
(dv,N)=1

x()y
=L(x.28) ), oo
oy e vl

H=0(N)
(v,N)=1

0(N)}/ %1, [( Z)] — [(ed).

Puisque —1 agit sans point fixe sur ’ensemble des couples (u,v) ci-dessus,
il vient

Or nous avons une bijection

Loo\Lo(N) = {(p,v) =

|
_
=
M1l

EX(Z,S) = 2L(X728) Z X(’Y) Im(ryz)sa
YET o0 \T'o (N)

ott nous avons posé x(v) = x(d) pour v = (*}) € ['y(N). Pour z € H, notons
z = x + 1y et posons
= dxAd
(49) Q¥ ABEZ = F(z) - =Y,
X Yy
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avec F' : H — TY de classe C*. La forme différentielle Q¥ AOE% est de caractére
X'

X = XIIV’ tandis que dx A dy/y? est invariante sous I’action de SLo(R). Nous
avons donc

(50) F(yz) = x(MF(z) (v €To(N), z€H).

Nous en déduisons

dz A dy
y2

dz A dy

=21(29) | > e Rz G
DUV er \To(N) Y

16s) = 200 29) | > xmme)F)-

T (N\H L er \To(N)

L’espace S3(I'1(IN)) étant trivial pour N = 1 ou 2, nous pouvons suppo-
ser N > 3; par suite le morphisme I';y(N)\H — To(N)\H est fini, de de-
gré 2¢(N). Par conséquent

dx A dy
Y2

165) = oML, 29) [ S Im(y2)* - F(2)

Lo(N)\H ~€ET oo \[o (N)

—eL(629) [ m( F(e) - S

Foo\H

La derniére égalité est le point-clé de la méthode de Rankin-Selberg.

Développons maintenant F' en série de Fourier

(51) F(z +iy) Z Fo(y)e?™me,

meZ

Un calcul simple utilisant la définition de Q¥ et E , ainsi que le développement
de Fourier (37), donne

~ 16i7° 5o~ rny
(52) Fo(y) = —— ¥ D cne (y > 0),
n=1
(563) avec ¢, =TV Z dx'(d) € TV (n>1),
d|n

ot nous notons T¥ I'image de T}, dans T¥ pour tout n > 1. Noter que dans
Punique cas M = 1, la formule (37) ne s’applique pas & f = X/, mais (30)
permet quand méme de mener le calcul, aboutissant au méme résultat. Il vient
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; dz A d
I(s) = x,zs// * 3 Fulperme . L

MEZL Yy
s dy
:¢(N)L(X72S) FO( ) 2
0 Y
16171'
= ]\/}& L(x, 2s) ch/ ye 4 dy.

Puisque [;°y*e~*™¥dy = T'(s + 1)/(47n)*"!, nous obtenons

(54) I(S) _ 1617r]\4§0(N) (i )S+1) L(X 28) Z niil’

les coefficients ¢, étant donnés par (53). Nous voici arrivés au terme de la
premiére étape du calcul.

LEMME 4.4 (une convolution de séries de Dirichlet). — Soient ¢ un caractére
de Dirichlet modulo N et x1, x2 deux caractéres de Dirichlet arbitraires. Posons

(55) T () = Y da(@dxa(5) (=),
d|n

Nous avons alors pour s € C, Re(s) > 3

iT#) A UXl,Xz(n) _ L(TwaX%S) 'L(Td]?th - 1)7

(56) L(xix2,2s — 2)

n=1

ot nous avons posé L(x1x2,8) = > meq ¥(n)x1(n)x2(n)/n®.

Démonstration. — Nous avons pour tout € > 0 les estimations 7}, = O(n%“)
et 0y, 1o (n) = O(n'T¢), ce qui montre la convergence absolue de la série du
membre de gauche de (56) pour Re(s) > 2. La fonction arithmétique oy, , est
convolution de deux fonctions multiplicatives. Elle est donc faiblement multi-
plicative i.e. vérifie

Ox1,x2 (mn) = Ox1,x2 (m)UXth (n) ((mvn) = 1)

Il en va de méme de la fonction n +— T¥ - 1/n°. Il suit que le membre de gauche
de (56) admet Pexpression en produit eulérien

(57) 11 (i Ty, Paxe Wl)) .

as
p premier \a=0 p
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D’autre part, nous avons formellement

1
(58) »(T%, X) Ty - X = e TY[[X]],
-3, T X+ i) X
ot 1 désigne 1'élément unité de T¥. Nous pouvons calculer oy, ,,(p®) grace a
la multiplicativité de x1 et x2. Nous trouvons

at+1l _ a+1

x2(p) (px1(p))
x2(p) — pxa(p)

si x1(p) # 0 ou x2(p) # 0;

si x1(p) = x2(p) =0 et a = 0;
0 si x1(p) = x2(p) =0et a > 1.

Tx1x2 (P") = 1

Il en résulte que, pour p premier tel que x1(p) # 0 ou x2(p) # 0, le facteur
local en p du produit eulérien (57) est donné par

x2(p) . 1
x2(p) =pxa(P) 1-T7 - x2(p)p~* + ¥ (p)x2(p)2p 25
__pal) 1 :
x2(p) =px1(p) 1T - x1(p)p'=* + ¥(p)x1(p)2p3~2

soit aprés simplifications
(59) (1= v@xi(@)x2(p) - p* ) - Lp(T, x2(p)p™*) - Lp(T*, xa (p)p' ™),

et ce dernier résultat est encore valable lorsque x1(p) = x2(p) = 0. Pour tout
caractére de Dirichlet ¢, nous avons

(60) H Lp(Td’,e(p)p_s) = L(']Td’,e,s) (Re(s) > %)

p premier

En prenant le produit sur tous les nombres premiers & partir de l'expres-
sion (59), nous obtenons le résultat souhaité. O

Suite et fin de la démonstration du théoréme /.5. Reprenons 1’égalité (54).
Utilisons le lemme 4.4 avec x1 = x’ (modulo M) et x2 = 1 (modulo 1). Il vient

__16i(N) T(s+D) o D(TVs+1) LTV
M= amen PO T g ag)
im3 s
e R )

puisque L(¢x’,s) = L(¢¥x'y,s) = L(x, s). La fonction

s — N2°(21) T (s)L(T, s)
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admettant un prolongement holomorphe au plan complexe, il en va de méme
de la fonction s — I(s). En évaluant en s = 1, il vient finalement

I=1(1)= —m% - L(TY,2)L(TY, X', 1).

Cela achéve la démonstration du théoréme 4.3. O

REMARQUE 4.5. — Il n’y a pas de raison a priori de se limiter & la torsion par
un caractére dans le théoréme 4.3. La formule (46) reste-t-elle valable si ’on
remplace x’ par une application paire quelconque de Z/MZ dans C?

5. Unités modulaires

En vue d’obtenir une version explicite du théoréme de Beilinson, il est né-
cessaire d’établir un lien précis entre les séries d’Eisenstein introduites dans la
section 3 et les unités modulaires. Les résultats que nous présentons ici sont
classiques [16].

Soit Py ’ensemble des pointes de la courbe modulaire X;(N)(C), de sorte
que X1(N)(C) = Y1(N)(C) U Py. Par définition, une unité modulaire est une
fonction méromorphe v € C(X7(N))* vérifiant Supp(u) C Py (par abus de
langage, nous dirons que u est & support dans Py). Le groupe des unités mo-
dulaires sera noté O*(Y;(NN)(C)). Notons Div’(Py) le groupe des diviseurs de
degré 0 sur Py. Le théoréme de Manin-Drinfel’d [12] énonce que I’application
naturelle

O*(Yi(N)(C)) ®Q — Div’(Py)®Q, u®l+— (u)®1
est surjective. Nous en déduisons une suite exacte
(61) 0—C*®C— O0*(Y1(N)(C)) ® C — Div’(Py) ® C — 0.

L’ensemble Py est décrit par Py = I'y(N)\P!(Q). Par définition, la pointe in-
finie co € Py est la classe de oo € P1(Q). Nous choisissons le modéle de X; ()
sur Q tel que cette pointe soit définie sur Q [10, 9.3.6].

Le groupe I', opére par multiplication & droite sur SLy(Z), et nous avons

une bijection
SL2(Z)/Tee — P1(Q), K“ b)] — 2

cd c

Soit Ex lensemble des éléments d’ordre N du groupe additif (Z/NZ)%. On
dispose d’une bijection En = T'1(IN)\ SL2(Z) faisant correspondre & z € Ey
la classe d’une matrice (¢ 2) € SLy(Z) telle que (¢,d) = « (mod N). On en
déduit les identifications suivantes

(62) Py =T (N)\PY(Q) = T1(N)\SL2(Z)/Tos = En/Tec.
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NOTATION 5.1. — Pour tout (u,v) € Ey, nous notons [u,v] € Py l'image par
la bijection (62) de la classe de (u,v) dans En/Ts.

LEMME 5.2. — Pour toute application ¢ : Z/NZ — C de somme nulle, la série
d’Eisenstein E} induit une fonction Y1(N)(C) — C de classe C*, qui vérifie
00E; = 0.

Démonstration. — Nous avons vu dans la section 3 que E; : H — C est de
classe C*° et induit une fonction sur Y;(N)(C). Montrons que cette derniére
fonction est de classe C*°. L’identité (37) nous permet d’écrire E; = E; + Es,
ot E; (resp. Es) est une fonction holomorphe (resp. antiholomorphe) sur H.
Notons 7 : H — Y7(IN)(C) la projection naturelle. Soit zo € H. D’apres |7,
Ex. i), p. 75], nous pouvons trouver une coordonnée locale holomorphe u (resp.
v) au point zg € H (resp. 7(z9) € Y1(N)(C)), de telle sorte que la fonction
7 soit donnée au voisinage de zp par v = w(u) = u"™, ol n est un entier > 1
(l'indice de ramification de 7 en zp). Dans ces coordonnées, nous avons donc

(63) E;(v) = Er(u) + Ex(w).
Soit ¢, = e+ . Nous avons Ey (uCn) + E2(uy) = By (u) + Ea(u) d’aprés 'équa-
tion (63). Par conséquent, la fonction

ur— Ei1(uCn) — E1(u) = Ex(utn) — Ea(u)

est holomorphe et antiholomorphe, donc constante au voisinage de 0. Cette
constante vaut E1(0) — E1(0) = 0, d’ou Eq(ul,) = E1(u) et Ex(ul,) = Ea(u).
Donc E; (resp. E5) induit une fonction holomorphe (resp. antiholomorphe)
de v. D’aprés (63), la fonction E; est alors de classe C°>° sur un voisinage
de m(20) dans Y7 (IN)(C) et vérifie 9E; = 0 sur ce voisinage. O

Toute unité modulaire v € O* (Y1 (N )((C)) induit une fonction holomorphe
sur H et ne s’annulant pas. Cette fonction est invariante par z — z+1 et admet
donc un développement de Fourier

(64) u(z) = Z anq” (z € H, g = e%")
n=no

avec an, # 0, de sorte que ng = ords (u). Nous définissons alors

(65) U(00) 1= an,,

et nous dirons que w est normalisée lorsque u(oco) = 1. Par C-linéarité,
les définitions de (u), log|u| et u(co) s’étendent au cas ol u appartient au
groupe O*(Y1(N)(C)) ® C. Remarquons que l'application u — %(cc) scinde la
suite exacte (61).
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PROPOSITION 5.3. — Soit £ : Z/NZ — C une fonction de somme nulle. Il
existe une unique unité modulaire uy € O* (Y1(N)(C)) ® C vérifiant

1 _
(66) log |ug| = =-E; et up(oo)=1€C*®C.
m

L’ordre de uy en une pointe P = [u,v] € Py est donné par

(67) ordp(ug) = —m Z U(au + bv) - B, (;{) .

(a,b)€(Z/NZ)?
De plus, Uapplication £ — uy ainsi définie est C-linéaire.
Démonstration. — Soit P = [u,v] € Py une pointe, avec (u,v) € En, et

g= (i ’?) € SLy(Z) une matrice telle que (v, ) = (u,v) (mod N). D’aprés (29),
nous avons

Ej(g2) = ) Uw)Ej,(92)

wEZ/NZL
= Z e uw vw )
wEZ/NZ
1 — 27 (guw+bvw *
= Zé N2 Z o7 W (awwrbvw)  ¢x 1 (2)
wEZ/NZL (a,b)€(Z/NZ)?

S Uau+bv) - y(2).

(a,b)€(Z/NZ)2

Puisque £(0) = 0, nous pouvons omettre le terme (a,b) = (0,0) dans la somme
précédente. D’aprés les développements de Fourier (31) et (33), nous voyons
que E;(gz) admet un développement de Fourier de la forme

(68) Ej(g2) = Kpy+ago+ Y 0grq¥ + eV,
r=1

ou Kp, ag, et By, sont des nombres complexes (Kp ne dépend pas du choix
de la matrice g). La constante Kp est donnée par

22 -~ = b
(69) Kp="5 > lau+bv)- BQ(N).
(a,b)e(Z/NZ)?

Un paramétre local en la pointe P € Py est donné par

(u,N) 2i7r(;,N)z

(70) qgp=q N =e

Fixons une forme volume volx, (ny sur X;(/N)(C) et notons G x, (n) la fonction
de Green associée, définie dans la section 2. Notons 7 : H — Y;(N)(C) la
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projection naturelle. D’aprés (12) et (70), nous avons Uestimation

(71) Gx,(n) (P,W(gz)) =log |gp| + Oy—oo(1)

21 (u, N
Définissons une fonction ¢ sur Y;(N)(C) par
. N Kp
(72) ¢p=FE, +§ Z W'le(N)(P’-)-
PepPy

D’apreés le lemme 5.2, la fonction ¢ est de classe C*™. D’apreés (12), (68) et (71),
la fonction ¢ s’étend en une fonction de classe C*° sur X;(N)(C). Nous avons
sur Y7 (N)(C) (et donc sur X;(N)(C))

27 u, N)
PePn
_ N Kp 1
= 9 (u’N) VO X1(N) .
PePyn

D’aprés la formule de Stokes le(N)(C) 004 = fXI(N)(C) d(0¢) = 0. Comme
volx, () est d’intégrale 1, nous en déduisons

(73) > =

PePn

Il en résulte ¢ = 0, c’est-a-dire que ¢ est constante sur X;(N)(C). D’aprés
la suite exacte scindée (61) et (73), il existe une unique unité modulaire u, €
O*(Y1(N)(C)) ® C telle que

. N
(74) divug = 9.3 Z
PePn

K —~
o ;).[p] et Uy(oo)=1€C*®C.

D’apreés (16), il existe une constante C' € C telle que

N Kp
(75) 10g|u4|:C—ﬁ Z W'le(N)(Py')-
PePy
Nous déduisons de (72) et (75) I'existence d’une constante C’ € C telle que
E*
(76) log |U£| =C"+ 2
T

Pour déterminer C’, considérons les développements de Fourier des deux
membres de (76). D’aprés la définition (65) de up(c0), le terme constant du
développement de Fourier de log|us| vaut log |az(c0)|, c’est-a~dire 0. Or, le
terme constant du développement de Fourier (37) de E; est nul. Nous avons
donc C' = 0. L’identité (67) résulte de la définition de u,. D’aprés cette méme

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



236 BRUNAULT (F.)

identité, I’application ¢ — div uy est C-linéaire. Or, u, n’est autre que 'image
de div u, par I’application linéaire

Div’(Py) ® C — O*(Y1(N)(C)) ® C

scindant la suite exacte (61). Donc £ — uy est C-linéaire. O

Nous appliquons maintenant la proposition 5.3 dans le cas ot ¢ est un carac-
tére de Dirichlet x pair modulo N. Nous convenons d’étendre x par 0 en une
application de Z/NZ dans C. La somme de Gauf de x est définie par

(77) )= > x(w)e ¥

v€EZ/NZ

La condition que x soit de somme nulle équivaut & ce que x soit non trivial.
Dans ce cas, 'unité modulaire u, est donc bien définie. La proposition 5.3 peut
étre précisée de la maniére suivante.

PROPOSITION 5.4. — Pour tout caractére de Dirichlet x modulo N, pair et
non trivial, le diviseur de u, est donné par

(78) )= -2 S 50 0,0

vE(Z/NZ)*/£1

Démonstration. — Calculons ordp(u,) pour P = [u,v] € Py. Nous avons

ordpu) =~ 2 >?<au+bv>.32(]”v>

(a,b)€(Z/NZ)2

1 _ 2im(autbr)w l~)
S oy e ooy MO B ().

(a,b)€(Z/NZ)? we(Z/NZ)*

_2imauw

Or nous avons ) ,cz/yze~ N = 0siu # 0.1 en résulte ordp(uy) = 0
si u # 0. Supposons maintenant u = 0, ¢’est-a-dire P = [0, v] avecv € (Z/NZ)*.
Nous obtenons

rip) =3 3 xwe B (L)

bEZ/NZ we(Z/NZ)*
1 I oy L 2)
=-% 2 X(w) B <N> = —X(v) =35,
bEZ/NZ
comme dans la démonstration de la proposition 3.6. Il en résulte (78). O
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REMARQUE 5.5. — Pour tout v € (Z/NZ)*/+1, la pointe [0, v] n’est autre que
I'image de la pointe co par 'opérateur diamant (v). Elle est donc définie sur Q.
De maniére générale, le groupe Aut(C/Q) agit sur Py par la régle suivante [23,
3.0.2]

(79) [u,0)7 = [e(0) 'u,v]  ((u,v) € En, 0 € Aut(C/Q)),
ou € : Aut(C/Q) — (Z/NZ)* est le caractére cyclotomique, défini par

2in 2ime(o)

oleN)=e N

Nous allons maintenant étudier le corps de définition et le corps des coeffi-
cients de I'unité modulaire u,. Pour cela, nous aurons besoin de la définition
suivante. Notons O* (Y1 (N )) le groupe des unités de 'anneau des fonctions ré-
guliéres de Y7(N). 11 est naturellement inclus dans O*(Y;(N)(C)). Pour tout
sous-corps K de C, désignons par Y7(N)k Pextension des scalaires de Y;(N)
aK.

DEFINITION 5.6. — Soient u € O*(Y1(N)(C)) ®7 C et K, L deux sous-corps
de C. Nous dirons que u est définie sur K et a coefficients dans L lorsque

u e O*(Yi(N)k) @z L C O*(Y;(N)(C)) @ C.

LEMME 5.7. — Pour toute fonction de somme nulle £ : Z/NZ — C, lUunité
modulaire uy est définie sur Q et a coefficients dans Q(£), le corps engendré
par les valeurs de £.

Démonstration. — Posons L = Q(Z) Notons Div& Py le sous-groupe de
Div® Py formé des diviseurs qui sont globalement invariants par Aut(C/Q).
Nous avons un diagramme commutatif

0-Q®L —— O*(Yi(N)) ® L —— Divg Py ® L — 0

o | |

0> C*®L — O*(Y1(N)(C)) ® L — Div’ Py ® L — 0,

ot les fleches verticales sont injectives et les lignes sont exactes (I’exactitude a
droite de la ligne du haut résulte du théoréme Hilbert 90). L’application v —
u(00) scinde de maniére compatible les deux suites exactes du diagramme (80).

D’aprés (67), nous avons ordp(ug) € L pour toute pointe P € Py. Soit
o € Aut(C/Q). Le changement de variables a = ¢(0)a’ dans la formule (67)
montre que

ordpe (ug) = ordp(uy) (P € Py,o € Aut(C/Q)).
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En conséquence D = divuy € Div% Py ® L et uy n’est autre que 'image de D
par 'une des deux compositions du diagramme commutatif

Divy Py ® L ———— O*(Yi(N)) ® L

! !

Div’ Py ® L O0*(Y1(N)(C)) ® L.

Par suite, nous avons u; € O*(Y1(N)) ® L. O

6. K5 de la courbe modulaire X; (V)

Le groupe de K-théorie de Quillen Ko(X;(N)) associé a la courbe X;(N)
admet, aprés tensorisation par Q, la description explicite suivante. Notons
F = Q(X1(N)) le corps des fonctions de X;(N). L’application symbole modéré

a=(d .
(81) Ky(F) 2228 @ Q(py,
PeX1(N)(@
ott Q(P) désigne le corps de définition de P, est définie par
{f,9} — (=1)erdrDerdr(o) (pordr(a) /gordr (D) (p).

La localisation en K-théorie algébrique entraine alors un isomorphisme [11]

(83) K3(X1(N)) ® Q = Ker(0 ® Q).

Etant données deux unités modulaires u,v € O* (Y1 (N )), nous pouvons for-
mer le symbole de Milnor {u,v} € K5(F). Dans la proposition suivante, nous
donnons une condition suffisante sur u et v pour que {u,v} appartienne a
K5(X1(N)) ® Q. Notons Dy C X1(N)(Q) Vorbite de la pointe infinie sous
P’action des opérateurs diamants. Rappelons qu’une unité modulaire u est nor-
malisée lorsque le développement de Fourier de u s’écrit u(z) = e2™™m* 4
> nom an €2 avec m € Z.

PROPOSITION 6.1. — Soient u,v € O*(Y1(N)) des unités modulaires ¢ sup-
port dans Dy et normalisées. Alors le symbole modéré de 1’élément 2{u,v} €
K, (F) est trivial. En particulier, on a {u,v} € Ko(X1(N)) ® Q.

Démonstration. — 1l suffit d’établir Op{u,v} = £1 en tout point P € Dy.
Lorsque P = oo, c’est évident puisque u et v sont supposées normalisées.
D’autre part, nous avons

o n{u, v} = 800{()\>*u, (A)*v} ()\ €(Z/NZ)*] + 1).

TOME 135 — 2007 — N° 2



THEOREME DE BEILINSON EXPLICITE 239

Les unités modulaires (A\)*u et (A\)*v sont & supports dans Dy. Il nous suffit
donc de montrer ’assertion suivante : pour toute unité modulaire normali-
sée u, I'unité modulaire uy := (A\)*u est plus ou moins normalisée i.e. véri-
fie wy(00) = £1. Considérons le diviseur de u comme une fonction paire de
(Z/NZ)* dans C, et décomposons cette fonction suivant les caractéres de Di-
richlet (pairs) modulo N

(84) (u) = Zax by avec £y = Z x(v) - [0,v].

ve(Z/NZ)* /+1

Puisque le diviseur de u est de degré 0, la somme porte sur les caractéres non
triviaux. D’aprés la proposition 5.4 et puisque L(x,2) # 0 pour tout caractére
de Dirichlet x, nous pouvons écrire

(85) (u) = Z al, - (uy) (a), € C).

x#1

Dans le groupe O*(Y;(NN)) ® C noté multiplicativement, nous avons donc

(86) u=C-[[ux®ay, (CeQ ®C).
x#1

Puisque les unités modulaires u et u, sont normalisées, on a C' =1 et

(87) uy = H Uy x ® Ay (ux’,\ = (A}*ux).
x#1

Le noyau du morphisme naturel Q* — Q* ® C étant réduit a {1}, il suffit de
montrer que u,,x est normalisée. Puisque (uy x) = (A\)*(uy) = X(A) - (uy), nous
pouvons écrire

(88) Uy = COxx-uy ®X(A)  (Cyr € Q" ®C).
Mais alors, pour A\, 4 € (Z/NZ)*/ £1, on a d’une part

(89) Uy = Oy - Uy @ X(A)

et d’autre part

(90) Uy ap = (1) ux x = Oy aCrp - Uy ® X(A) X (1),

ce qui entraine C) », = Cy 1Cy, .. L’application A — C,  est donc un homo-
morphisme de groupes. Puisque Q* ® C est un groupe sans torsion, on en déduit
Cy,» =1, ce qui montre que 4, x = u, ® X(A) est normalisée. O
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7. Démonstration du théoréme 1.1

Donnons-nous une forme primitive f € S2(I'1(N), 1) et un caractére x mo-
dulo N, pair, primitif et distinct de 1 et 1. Les unités modulaires Uy et Uy, sont
normalisées, et & support dans Dy d’aprés la proposition 5.4. Par conséquent, la
proposition 6.1 s’applique et {ug, Uy, } appartient & Ko(X:1(N))®C. Le régula-
teur associé a cet élément s’exprime a l’aide d’une intégrale de Rankin-Selberg,
comme le montre le calcul suivant.

(rv ({ug, upx}), ) = /X 0 N(ug, Uypx) A wy

:/ (log lug| - d arg uyy — log |uyy| - d argug) Awy.
X1(N)(C)
Pour toute fonction rationnelle u # 0, on a

logu —1 1 (d da
dargu = dIm(logu) =d (oguogu) - = (7“ _ #)

21 2t \ u U
1 1 1/d du
dlog|u| = dRe <logu) = d(ogu;—()gu> =5 <7u + ?u)

et par suite
1 du
dargu Awy = —Z—Tu Awy =id(log|u| - wy).
i u

Pour toutes fonctions rationnelles u,v # 0, une intégration par parties et la
formule de Stokes donnent

/ log |u| - d(log |v] - wy) :—/ log v] - d (log |ul - wy).
X1(N)(C) X1 (N)(C)

I1 vient donc

(v (s uand) £) = =20 [ loghu] - d{logug] - w))
X1(N)(C)

Zi/ log |tyy | - ws A Olog |ug]
X1(N)(C)

24 3 ok
X1(N)(C)
Le caractére x étant primitif, nous avons ¥ = 7(x)x, d’ou Ei = T(X)E;. On

utilise alors le théoréme 4.2 avec M = N, ce qui donne

2 ¥ cwr A OEX
<TN({U>?7U¢X})’ > (X) /Xl(N) wa f/\aEX
2¢(N)

_Nﬂ'T(X) (f7 ) (f7Xa1)~
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Cela montre (6) et achéve la démonstration du théoréme 1.1.

8. Question de Schappacher et Scholl

Schappacher et Scholl ont soulevé le probléme suivant [23, 1.1.3] concernant
limage de 1’application régulateur r définie en (4).
Rappelons que F = Q(X(N)) désigne le corps des fonctions de X;(N).

Notons Ky le sous-groupe de K3(F) engendré par les symboles {u,v} avec
u,v € O*(Y1(N)) et posons

(91) Ky = (Kny®Q)n (K2(X1(N)) ® Q),

ot l'intersection est définie via (83). De maniére informelle, K est formé des
éléments de K2(X1(N)) ® Q que 'on peut écrire en termes de symboles de
Milnor associés & des unités modulaires de niveau IN. Notons Vy ’espace d’ar-
rivée de ry.

QUESTION 1.3. — Le groupe rn (K ) engendre-t-il 'espace vectoriel réel Vi ?
THEOREME 1.4. — Lorsque N = p est premier, le groupe 7,(K,) engendre V,,.
Démonstration. — Rappelons succintement la définition des symboles de Ma-

nin [20]. Pour tous points «, 3 € P!(Q), notons {«, 3} le chemin géodésique
reliant a & B dans le demi-plan de Poincaré. Pour tout x € Ejp, choisissons
une matrice g, = (ZZ) € SLy(Z) telle que (¢,d) = = (mod N), et notons
&(z) Vimage dans X;(N)(C) du chemin {g,0, g,00} (elle ne dépend pas du
choix de la matrice g,). Le cycle £(z) est appelé symbole de Manin associé
a z. D’aprés [20, 1.6], les symboles de Manin engendrent le groupe d’homologie

relative H1(X1(N)(C), Py, Z). Ils vérifient les relations de Manin

(92) &)+ &(zo) =0 et &(z)+&(xr)+E(xr?) =0  (z € Ep),

0 -1

avec 0 = (0 _1) et T = (1 -]

1 0 ), matrices d’ordres respectifs 2 et 3 dans
PSLy(Z).

Supposons maintenant N = p premier. L’ensemble des pointes de X7 (p)(C)
s’écrit
93) Py ={[0,\,A € (Z/pZ)"/ £ 1} U{[\0], A € (Z/pZ)"/ £ 1}.

L’involution d’Atkin-Lehner W, : z +— —1/(pz) sur X;1(p)(C) échange les
pointes [0, A] et [A,0]. Pour tout A € (Z/pZ)*/ £ 1, notons uy € O*(Y1(p)) @ Q
Punique unité modulaire vérifiant

(94) divuy =[0,A] — [0,1] et ux(o0) =1,
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ce qui est possible d’aprés le théoréme de Manin-Drinfel’d [12] ou bien la pro-
position 5.4. D’aprés la proposition 6.1, nous avons

{ux, uu} € K2(X1(p)) @ Q (A w e (Z/pz)*] £1).

En particulier {uy,u,} € K,. Notons 1, le caractére trivial modulo p.
Soient x, x’ # 1, deux caractéres pairs modulo p. Par linéarité et d’aprés (78),
nous avons la formule suivante dans V, @z C

(g u}) = TODEOGD S )y (fr ).
A\ p€(Z/pL)* /£1

Puisque 7, ({uy, uy'}) € 7p(K,) ® C, il suffit de montrer que I’espace vec-
toriel complexe V engendré par les rp({ux,uxl}) est égal & V, ®r C. Les
unités modulaires u, étant propres pour l'action des opérateurs diamants,
il en va de méme des symboles {u,,u, }. L’application régulateur étant com-
patible aux diamants, il suit que l’espace V est stable sous ’action de ces
opérateurs. Il suffit donc de montrer que pour tout caractére 1 modulo p,
les composantes 1-isotypiques de V et V, g C sont égales. Or nous avons
(V, @ C)¥ =2 So(T'1(p), 1)V, et puisque p est premier, espace Sz(T'1(p), ) est
engendré par les formes primitives de caractére 1. Pour toute telle forme f,
nous avons d’aprés le théoréme 1.1

2(p—1
(ro({ug wyn}), ) = pfrp_T(X))
Pour toute forme primitive f, on a L(f,2) # 0. L’endomorphisme de
S2(T'1(p), ) associant & une forme primitive f la forme L(f,2)f est donc
un isomorphisme. On est finalement ramenés au probléme suivant : mon-
trer que les formes linéaires f — L(f,x,1), avec x caractére pair modulo p
et x # 1,1, engendrent le dual de So(T'1(p), ).

Notons HY = H1(X1(p)(C), Py, %) la composante 1/-isotypique du groupe
d’homologie relative Hy(X;(p)(C), P,,C). Notons également H; (X:(p)(C),.)
le sous-espace invariant par la conjugaison complexe agissant sur X;(p)(C).
L’intégration induit un isomorphisme

(95) Sa(T1(p),¥)" = Hif (X1(p)(C), ).

L’image de la forme linéaire f — L(f, x,1) par cet isomorphisme s’exprime en
termes de symboles de Manin. Un calcul classique [20, th. 3.9 et 4.2.b)] donne
que la forme linéaire f +— L(f,x,1) correspond au cycle

T v ¥ -
0 6--"0 5 xo{Se) AL,

P e@ivny-
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ott ’on note ¢¥ la projection d’un cycle ¢ sur la composante -isotypique. Nous
avons Wp{v/p, 00} = £(1,v), d’on
7(x 7 _ _
07 W= -8 07 avee &LY)= 3 XWED ).
P ve(Z/p)*
Notons AY le sous-espace de H; (X1 (p)(C),) engendré par les cycles £(1, x)¥,
avec X # 1,,%. Il suffit de montrer AY = H; (X1 (p)(C), ).

D’aprés le théoréme de Manin, 'espace HY est engendré par les cycles £(x)?,
ot x € E,. Puisque £(Az)¥ = 9 (\)&(z)¥ pour tout A € (Z/pZ)*, il suit que HY
est engendré par les cycles £(0,1)¥ et £(1,v)¥, avec v € Z/pZ. D’aprés la pre-
miére relation de Manin £(1,0) = —£(0,1), et HY est encore engendré par
les £(1,v)Y, avec v € Z/pZ. Le bord de £(1,0)¥ étant non nul (par un cal-
cul direct), et la conjugaison complexe envoyant £(1,v) sur £(1,—v), il suit
que Hi (X1(p)(C),1) est contenu dans le sous-espace de H¥ engendré par les
cycles £(1,v)¥ + £(1, —v)¥, avec v € (Z/pZ)*. Or, nous avons la formule

(1, %)Y = Z x(v)E(1,v)¥ (x caractére modulo p).
veE(Z/pL)*

Par transformée de Fourier inverse, 'espace H; (X;(p)(C),) est contenu dans
le sous-espace de HY engendré par AY, £(1,1,)% et £(1,1)¥. Pour nous déba-
rasser de ces deux derniers cycles, nous utilisons la premiére relation de Manin :

L) == ¥ Y G

vE(Z/pZ)* \e(Z/pZ)*

__ S BEOw, N

p—1
v€E(Z/pL)* Ne(Z/pL)*

1 — _
-1 Z Z b (pw)é(p, pw) = —€(1,4)".
we(L/pL)* ne(Z/pZL)*

Nous devons maintenant distinguer deux cas. Si ¢ = 1,, alors (1, 1p)¢ =0
et 'on a bien AY = H; (X;(p)(C),1). Supposons maintenant 1) # 1,. Nous
savons que H; (X1(p)(C), ) est contenu dans le sous-espace de HY engendré
par AY et £(1,1,)¥. Mais le calcul du bord donne

L1 = 5 BN £0,

AE(Z/pL)*
ce qui entraine AY = H;' (X1(p)(C),v). O
REMARQUE 8.1. — La question 1.3 admet une généralisation naturelle pour

tout sous-groupe de congruence I' C SL2(Z) tel que la courbe modulaire as-
sociée & I' soit définie sur Q. Pour I' = T'g(p), avec p premier tel que le genre
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de Xy (p) est non nul, ’analogue du théoréme 1.4 est faux [23, 1.1.3 (i)]. On voit
donc que les propriétés d’engendrement des groupes Ko associés aux courbes
modulaires Xo(N) et X;(N) différent sensiblement. En particulier, étant don-
née une courbe elliptique E sur Q de conducteur N, il semble plus naturel de
paramétrer E par X;(N) pour obtenir des informations sur la valeur spéciale
L(E,2).

Le théoréme 1.4 suggére également la question suivante. Soit X;(N)z un
modeéle propre et régulier de X;(N) sur Z. Un tel modéle existe d’aprés la
résolution des singularités [1], [19], [3]. On définit un sous-groupe K5(X1(N))z
de K>(X:(N)) par

D’apreés [24, rem. p. 13], ce sous-groupe ne dépend pas du choix du modéle
(propre et régulier) X;(N)z. L’inclusion K3(X;(N))z C K3(X1(INV)) identifie
alors K2(X1(N))z ® Q a un sous-espace vectoriel de Ka(X1(N)) ® Q. Conjec-
turalement [11], I'espace vectoriel Ko(X1(N))z ®Q est de dimension finie égale
a g1(N) = genre(X1(N)). D’autre part, Schappacher et Scholl ont démon-
tré [23, 1.1.2 (iii)] que Ky C K2(X1(N))z @ Q.

Par souci de simplicité, supposons maintenant N = p premier impair. Au
cours de la démonstration du théoréme 1.4, nous avons construit des éléments
{ur,u,} € K, pour \,p € (Z/pZ)*/ £ 1. Par antisymeétrie, ces éléments sont
en nombre £(p — 1)(p — 3). D’autre part, nous avons Pestimation g1 (p) ~ 35p
lorsque p tend vers l'infini [10, 9.1.6]. Ceci impose des relations (conjecturales)
entre les symboles {uy,u,}. Est-il possible de les expliciter ?
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