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VITESSE DANS LE THEOREME LIMITE CENTRAL
POUR CERTAINS SYSTEMES DYNAMIQUES
QUASI-HYPERBOLIQUES

PAR STEPHANE LE BORGNE & FRANCOISE PENE

RESUME. — Nous présentons une méthode permettant d’établir le théoréme limite
central avec vitesse en n~1/2 pour certains systémes dynamiques. Elle est basée sur une
propriété de décorrélation forte qui semble assez naturelle dans le cadre des systemes
quasi-hyperboliques. Nous prouvons que cette propriété est satisfaite par les exemples
des flots diagonaux sur un quotient compact de SL(d, R) et les « transformations » non
uniformément hyperboliques du tore T? étudiées par Shub et Wilkinson.

ABSTRACT (Rate of convergence in the central limit theorem). — We present a method
which enables to establish the central limit theorem with rate of convergence in n—1/2
for certain dynamical systems. It is based on a strong decorrelation property that
seems to be quite natural for quasi-hyperbolic systems. We prove that this property is
satisfied by the diagonal flows on a compact quotient of SL(d, R) and the non uniformly

hyperbolic transformations of the torus T3 studied by Shub and Wilkinson.
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396 LE BORGNE (S.) & PENE (F.)

Introduction

Ce travail est une contribution a 1’étude des propriétés stochastiques des
systemes dynamiques déterministes. Le probleme général est le suivant. On se
donne :

e un systéme dynamique probabilisé (Q, F,v,T), c’est-d-dire un espace
muni d’'une tribu F, une mesure de probabilité v définie sur F et une
transformation mesurable T : Q — 2 préservant la mesure v,

e une fonction f définie sur  a valeurs réelles,

et on cherche a décrire les propriétés du processus stationnaire (f o T™). On
sait maintenant depuis longtemps que certaines propriétés d’hyperbolicité du
systeme permettent de mettre & profit les méthodes probabilistes pour étudier
le comportement asymptotique du processus (f o T™) (cf. [12], [27], [31], [9],
[4]). La décroissance des corrélations (cf. [7], [31], [3]), le théoréme limite central
(TLC) (cf. [30], [27], [31]), les principes d’invariance de Donsker et Strassen (cf.
[4], [6], [11], [19], [23]) ont fait 'objet de nombreux articles.

Nous nous intéressons ici a la question de la vitesse de convergence dans
le TLC. Etablir le TLC pour une fonction f, c’est montrer l'existence d’une
constante o > 0 telle que la suite (1/(ov/n) Z;ol foT*),>1 converge en loi vers
une variable aléatoire gaussienne centrée réduite V. La vitesse de convergence
dans le TLC s’obtient en majorant en fonction de n la quantité

n

sup u(o\l/ﬁZfoTkgx)—P(Ngx).
k

z€eR —1

Lorsque le systeme (2, F,v,T) est un systéme d’Anosov, on peut établir
(grace a la technique basée sur la perturbation d’opérateur développée dans [12]
ou [14]) une vitesse en n~ 2, donc aussi bonne que celle obtenue par Esseen [10]
pour les suites de variables aléatoires indépendantes.

Dans le cas des suites de différences de martingales, les vitesses que 'on peut
obtenir dépendent d’hypotheéses de moments (cf. [2], [13]). Il semble difficile
d’appliquer ces méthodes dans les cas qui nous occupent ici. D’abord 'action
de la transformation sur les fonctions réguliéres ne fait pas apparaitre direc-
tement une suite de différences de martingale : il faut compter avec un terme
pertubateur de type cobord. Ensuite les résultats de [2] et [13] comportent des
conditions de controle non-stationnaires qui sont évidemment violées dans les
cas qui nous intéressent. Par exemple, la vitesse en n~2 prouvée dans [2] Dest
sous une hypothése portant sur les cubes des variables qui n’est généralement
pas satisfaite dans notre cadre.

En toute généralité, la décroissance exponentielle des corrélations n’entraine
pas le théoréme limite central. Dans cet article nous nous proposons de montrer
que :
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VITESSE DANS LE THEOREME LIMITE CENTRAL 397

e si on renforce convenablement cette propriété de décorrélation, alors on
peut démontrer un résultat de vitesse de convergence en n~2 dansle TLC ;
e ce renforcement peut étre facile 4 obtenir (& partir de la propriété de
décorrélation « classique » quand on en dispose).
Depuis les travaux de Esseen, différentes méthodes ont été employées pour
obtenir une vitesse dans le TLC. Nous suivrons ici la méthode développée par
Rio [28] (voir aussi [17], [15], [26]) .

Notations. — Tout au long de ce travail nous noterons E, [.] 'espérance rela-
tivement a la mesure v :

Bf)i= [ fav

Pour toutes fonctions f,g dans L2(£2,v) & valeurs complexes, nous utiliserons
les écritures suivantes :

<fvg>:EV[fg] et Covu(fvg):Eu[fg]*Eu[f]'Eu[g]'

Etant donnée une suite stationnaire de variables (X)g>0, pour tout entier
naturel n, nous noterons

Sy = iXk,
k=1

avec la convention Sy = 0.

Le résultat suivant (prouvé dans [17]) résulte de la démonstration de Rio [28].

THEOREME 1 (voir [28]). — Soit (Xg)r>0 une suite stationnaire de variables
aléatoires réelles bornées centrées définies sur un méme espace probabilisé telle
que, pour tous entiers naturels a, b, c vérifiant 1 < a+b+c < 3, la série suivante
soil convergente :

(1) Zp sup HE[XI?erXIIC)JquIngT|X07 te 7Xk] - E[X;clerXIIc)Jqungrr] ||oo

k>0
>1 =
P=2 g>pr>p

Alors, la limite suivante existe :

1 1
= lim —(E[S,%])?
e Sio =0, alors la suite (S,)n est bornée dans L>.
e Sio >0, alors la suite de variables aléatoires (S, /+/n)n>1 converge en
loi vers une variable aléatoire N de loi normale centrée de variance o et
il existe un nombre réel R > 0 tel que, pour tout entier n > 1, on ait

sup u(&gx) —P(N <uz) gﬁ-
z€R \/ﬁ n
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398 LE BORGNE (S.) & PENE (F.)

En étudiant en détail la démonstration de Rio, on s’apergoit qu’il utilise en
fait la propriété suivante (qui découle de I'hypothese (1) et peut la remplacer
dans I’énoncé de son théoreme) :

Il existe une suite @, telle que la série szlp - pp converge et telle que,

pour toute fonction continue F : R* — R et pour tous entiers j < k < k+p <
k+q<k+r, on ait

|Cov(F(Sj-1, Xj, Xi, Xe), X{4 p X0 o X600 < 1F(Sj=1, X5, X, Xo)|| 1 p-
On peut encore affaiblir les hypotheéses et montrer le résultat suivant.

THEOREME 2. — Soit (Xi)r>0 une suite stationnaire de variables aléatoires
réelles bornées centrées définies sur un meéme espace probabilisé. Supposons
qu’il existe trois nombres réels C > 1, M > max (1, || Xol|eo) €t 7 > 1, et une
suite de nombres réels (§p¢)p vérifiant szlpman:07,..,p/T &pe < o0 tels
que, pour tous entiers naturels a,b, c vérifiant a + b+ ¢ < 3, pour tous entiers
gk, lip,q,s vérifiant 1 < j < k<L <Ll+p<Ll+q<{L+s, pour toute fonction
différentiable F : R* — R, nous ayons

|Cov(F(Sj—1, X, Xis Xe), Xo4p" Xetq" Xogs°)|
<C-&sp(|F(Sj—1, Xj, Xi, Xo)| 12

—l—H sup |DF(Sj_1 +U,Xj+’U,Xk+’LU,Xé+Z)|OOHL1),
ul,|v] <M
lwl,|z|l<M
(en identifiant, pour tout (u,v,w,z) € R*, DF(u,v,w, z) d un vecteur de R* et
en notant |.|oo la norme supérieure sur RY). Alors, on a les mémes conclusions
que dans le théoréme 1.

C’est ce théoreme que nous allons utiliser.

Donnons quelques exemples de suites de (€, ¢)p.¢ satisfaisant la condition du
théoreme :

* toute suite (§p¢)pe telle que &, = &, avec szlpép < 400 convient

(nous retrouvons ainsi le théoreme de Rio);

* toute suite (£,¢)p.¢ de la forme &, = (14 ¢°)5P (avec 3> 0 et & €10, 1[)

convient ;

e remarquons méme que toute suite &, , de la forme &,, = SPK* (avec

5 €]0,1[ et K > 1) convient.

Nous ne donnons pas ici la démonstration du théoreme 2 car elle est tech-
nique, longue et suit dans ses grandes lignes celle de Rio [28] (on trouvera
une démonstration dans [20]). L’objet de cet article est de montrer dans deux
situations concretes comment ce théoréeme peut étre appliqué pour obtenir une
vitesse dans le TLC.
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VITESSE DANS LE THEOREME LIMITE CENTRAL 399

1. L’exemple des flots diagonaux

1.1. Enoncé du résultat. — Soit un entier d > 2 et I' un réseau cocompact
de G := SL(d,R). Nous considérons ’espace quotient

Q:=SL(d,R)/T = {aT'; = € G}.

Cet espace a une structure de variété différentiable. La mesure de Haar p
sur G donne une mesure finie sur @ = G/T" invariante par translation a gauche
que nous notons i et supposons normalisée (7(G/T") = 1). Nous désignerons
par 7 la classe & gauche modulo T' de I’élément x de G. Soit (7;)L, une suite
décroissante de d nombres positifs non tous égaux a 1 dont le produit vaut 1.
Appelons T la matrice

Ty

T 0
T =
0 Ty
Tq
Le groupe a un parametre
T
T 0
T' = ;teR
0 T,

T
définit sur  un flot, noté encore T?, préservant la mesure i :
T':G/T — GJT, 7+ T'z.
Fixons une distance riemannienne dy sur G invariante par translation a droite
et définissons une distance d sur {2 en posant
d(z,y) = inf do(x, yy).
vel

THEOREME 3. — Soit F': Q — R une fonction héldérienne, [i-centrée. Alors,
la limite suivante existe :

oom i (3 [ o))

e Sio =0, alors la suite de v.a. (fg F oT*ds);~o est bornée dans L?.

e Si o > 0, alors la suite de variables aléatoires (1/\/1_5f0tF o T%ds)i>0
converge en loi relativement o la mesure de probabilité 1 (lorsque t tend
vers +00) vers une variable aléatoire N de loi normale centrée de variance o?
et il existe un nombre réel R > 0 tel que, pour tout nombre réel t > 1, on ait

I R
sup‘_(—/FoTSdSSz)fPNSx‘§—~
zGR‘u \/E 0 ( ) \/E
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400 LE BORGNE (S.) & PENE (F.)

Signalons que la méme démonstration sera valable dans les situations ot ’on
dispose des mémes outils, c’est-a-dire :

e la structure produit de la mesure invariante v ;

e la régularité du jacobien de ’application d’holonomie sur les feuilles in-

stables le long des feuilles stables-neutres (cf. les définitions du §1);
¢ une forme d’invariance par 7' des mesures conditionnelles de v le long des
feuilles instables.
En particulier, on établit de la méme maniere un théoreme analogue dans cha-
cun des cas suivants :

¢ automorphismes ergodiques des tores;

o temps 1 du flot géodésique sur une surface riemannienne de courbure stric-

tement négative ;

e certaines transformations affines partiellement hyperboliques de nilvarié-

tés traitées dans [5].

Pour 'exemple des flots diagonaux nous allons voir que 'hypothese de décor-
rélation forte du théoréme 2 est satisfaite pour une suite (§,¢)p¢ de la forme
&p e = 6P, cest-a-dire indépendante de £. Il en est de méme pour les autres
exemples évoqués excepté les automorphismes ergodiques des tores : dans les
cas ol la restriction de la matrice définissant I’automorphisme du tore a sa
feuille neutre comporte des blocs de Jordan non triviaux il est nécessaire de
considérer une suite (£,¢)p.¢ de la forme &, , = (14 £%)P.

REMARQUE. — Posons X}, := f:ﬁl FoTsdset f(y) = fi)l F oT#(y)ds. Nous

avons Xy = f o T*. Il suffit de montrer que le théoreme 2 s’applique pour la
suite de variables aléatoires (X). Si F est holdérienne, f est également.

1.2. Quelques définitions

Feuilletages. — Rappelons les propriétés hyperboliques du systéme dynamique
(Q,1,T) avec Q = SL(d,R)/T et T = T*. Les relations

Tizij

(2) (T2T~ )y = T

permettent d’identifier les variétés stables, instables et neutres du difféo-
morphisme 7. Considérons la partition de {1,...,d} en les ensembles Jj
définis par

¢ pour tout k, pour tous ¢, appartenant a Ji, on a T; = T} ;

e pour tous k,n tels que k < n, pour tout ¢ appartenant a J, tout j appar-

tenant a J,, on a T; > Tj.

Désignons par hj, s, une matrice indexée par 'ensemble J; x J;, et par Id,
la matrice identité indexée par J;. Les variétés stables, instables et neutres de T’
sont données par les orbites de groupes de matrices triangulaires ou diagonales
par blocs.
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VITESSE DANS LE THEOREME LIMITE CENTRAL 401

La variété instable passant par T = zI" est la variété immergée H,xI" définie
par le groupe H, des matrices de la forme

Id.]1 thJZ - thJ[71 h/.]lJ[
0 IdJ2 e h.]2J[71 h/.]QJ[
0 0 ... 1ds, hy s
0 0 ... 0 Idy

De méme la variété stable (resp. neutre) passant par T = aI' est la variété
immergée H al' (resp. H.2T') définie par le groupe H, (resp. H.) des matrices
de la forme

Id s, 0 - 0 0
hyg Idj, ... 0 0
hs = : P :
h.][71J1 hJ[71.]2 . IdJ[71 0
h.][.][ h.][J2 . h.][.][71 Id.][
hpng 0 .. 0
0 h ... 0
resp. he = . J.2J2 . .
0 0 ... hyy,

Rappelons que la distance d sur € est définie a partir d’une distance rieman-
nienne dy sur G invariante par translation a droite en posant

d(z,7) = inf, do(z, 7).
Pour tous x € G, hy € Hy, hs € Hy, he € H., posons
d*(al', hyal) :=do(Id, hy), d>°(al, hsheal) := do(Id, hshe).

La quantité d"(Z,y) n’est définie que si § appartient & H,Z. En restriction a
H,xx H,Z, d" est une distance. On peut faire une remarque analogue pour d*-€.
Grace aux relations (2), on montre lexistence de constantes positives Cy
et § > 1 telles que, pour tout T € () et tout entier n > 0, nous avons :
e une propriété de non-dilatation le long des feuilles stables-neutres : pour
tout 7 € H H,T,

(3) d*(T™(z), T"(5)) < Cod™*(7,7);
e une propriété de contraction le long des feuilles instables : pour tout
g € Hufv
(4) d*(T~"(2),T7"(y)) < Cod~"d"(Z,7).
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402 LE BORGNE (S.) & PENE (F.)

Régularité de I’holonomie le long des feuilles H,Hys. — Désignons par B(r)
(resp. By(r), Be(r), Bs(r)) les boules {h € G; do(Id, h) < r} (resp. B(r)NH,,
B(r)N H,, B(r) N Hy). 1l existe un nombre réel r1 > 0 tel que, pour tout Z,
I’application

B, (r1) X Be(r1) X Bs(r1) — By(r1)Be(r1)Bs(r1)Z,
(hushes hg) — hyhehsZ,

soit un difféomorphisme.

Dans toute la suite, rg désigne un nombre réel fixé vérifiant 0 < ry < %7‘1,
Bs(379)Be(31r0)Bu(r0)Be(r0) Bs(10) € By (r1)Be(r1)Bs(r1)
et suffisamment petit pour que
By(r)Be(r)Bs(r)T : (ha, he, hs) — hyhehsT

soit un difféomorphisme local et ce qui suit soit vrai.

Considérons un point Z quelconque de G/T', (he, hs, hL,h.) un élément de
B, (r9) X Bs(r0) X Be(ro) X Bs(ro). Pour tout h,, € B,(r9), le morceau de variété
stable-neutre Bg(3r¢)B.(3rg)hyhehsT rencontre le morceau de variété instable
B, (2r9)h,h’T en un point unique. Appelons H 'application qui & h,hehsT asso-
cie ce point d’intersection (pour simplifier ’écriture, nous ne retenons pas dans
la notation que H dépend de (Z, he, hs, b, h%)). Par définition, H(h,hchsT)
est 'unique point qui puisse s’écrire de deux facons Eeﬁshuhehsf et Euhgh’sf
avec (he, hs, ) € Be(3r0) x Bs(3r) x By(2ro). Le triplet (he, kg, hy) est done
déterminé par

~e;~s;~u € De(0oTg) X Dg(org) X by(2T0 et hy ~e~s: s he hy .
he, hs, hy) € Be(3 Bs(3 B.(2 hit hehs = WLRLh ;P h TRt

e "s'"s

Ceci montre que l'application H est une fonction réguliere de (he, hs, h., h.). De
plus la mesure sur B, (2ro)h,h,T image par H de la mesure u, sur By (ro)hehsT
est absolument continue par rapport & la mesure p, (sur By (2rg)hLh.T) et
sa densité est elle aussi une fonction réguliere de (he, hs, b, h.). 11 existe un
nombre réel C; > 0 tel que, pour tout (hy, he, hs, ., hL) et tout T , on ait

d(H(huhehsE), huhehsT) < Cid(hohsT, hLh.T)

et
dH (o
\ d(” )(H(huhehsf)) - 1\ < Cyd(hehsZ, hoh.7).
Hou
Identité approchée
DEFINITION 1.1. — Soient p > 1 et Cy > 0 deux nombres réels. Une (p, Cz)-

identité approchée est une suite (xn)n>0 de fonctions définies sur G, positives
ou nulles, indéfiniment dérivables, d’intégrale 1, telle que, pour tout entier na-
turel n, on ait

e le support de x;, est inclus dans By(Id, p~");
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VITESSE DANS LE THEOREME LIMITE CENTRAL 403

° HAXnHoo S CQPCZn;
e Xn est lipschitzienne de constante de Lipschitz p©2"

De telles suites existent. Soient (ng ))nzo une (p, Cz)-identité approchée et n
une fonction localement intégrable sur G. Posons

X * () /wg L2)x (g)dpu(g /w (9)x' (zg~ ") dpu(g).

Identifions l’algebre de Lie de G a l’ensemble des champs de vecteurs sur G
invariants a droite. Alors, pour tout entler naturel n, les fonctions X(p ) & J sont
indéfiniment différentiables et Q(Xn w) (Qx ¢ )) % pour tout opérateur
différentiel € appartenant a ’algebre enveloppante universelle de G. Soit ¢ une
fonction f-intégrable définie sur G/T. On lui associe une fonction @ définie
sur G localement intégrable en posant @(z) = ¢(Z). On vérifie immédiatement
(sur la premiere définition) que X%p ) % @ est invariante par translation & droite
par les éléments de T'. Il lui correspond donc une fonction définie sur G/T" :

nous la notons ) * .

1.3. Mélange et décorrélation forte. — Grace a la théorie des représen-
tations des groupes de Lie, on peut établir le résultat suivant (voir [18], [19]) :

PROPOSITION 1.2. — Il existe deux nombres réels ¢ > 1 et C3 > 0 et un
opérateur différentiel A tels que, pour toutes fonctions ¢ et v indéfiniment
dérivables définies sur G/T" d’intégrales nulles et pour tout entier n, nous avons

(5) (@90 o T™)| < C3]|Aplz - [ Avll2 ¢

Lorsqu’on applique une telle majoration pour tenter de vérifier 'hypothese
de décorrélation du théoreme 2, on obtient une inégalité sans intérét car,
méme dans les cas ol elles sont finies, les normes |AF(S;-1,X;, Xi, Xo)|l2
et HAXHP"XquXHSCHQ croissent généralement exponentiellement vite avec
les nombres £ — j et s.

La régularité des fonctions le long des feuilles instables s’améliore sous 1’ac-
tion de T! et la régularité des fonctions le long des feuilles stables-neutres ne
se détériore pas trop sous 'action de T. Cette remarque conduit & remplacer
la norme apparaissant dans la formule (5) par deux normes différentes (I'une
pour ¢ mesurant la régularité des fonctions le long des feuilles instables, 'autre
pour ¢ mesurant la régularité des fonctions le long des feuilles stables-neutres).

Pour tout nombre réel n € |0; 1] et toute fonction ¢ : G/I' — R, nous notons

. ng) le coefficient de Holder d’ordre 1 de ¢ relativement a la distance d :

0 = sup sup |<P(f)_*_<ﬁ(37)| :
s TEQ J#£T (d(z, 7))
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404 LE BORGNE (S.) & PENE (F.)

Cfpn’s’e) le coefficient de Holder d’ordre 1 de ¢ dans la direction stable-
neutre :

Cén»s&) = sup Sup le(Z) — (@) .

7€Q yeH, Hoo\{z} (d*°(Z, 7))

Cg“u) le coefficient de Holder d’ordre 1 de ¢ dans la direction instable :

C;n,u) ‘= sup sup lp(Z) — ¢(9)] .

zeQ yeH,z\{z} (dU(j’g))n 7

II-1l(n,s,e) la « norme » de Hélder

sy = IHloe + €7
. Dfpn’u’L) une notion de coefficient de Holder local dans la direction in-
stable :
D(U’U’L)(,f> — sup |(10($) __ Ep(y)| .
’ e,z (d*(Z,7))"
d“(z,y)<L
LEMME 1.3.1. — Sl existe des nombres réels Cy > 1, Lo et ag € 10, 1] tels

que, pour toutes fonctions ¢ et 1, et tout entier n > 1, nous ayons

6)  [Covi(p, v o T™)| < Ca(llellt 9l s.e) + 101l [DEE ) 11 ) e

alors, si f est une fonction holdérienne, bornée et centrée, l’hypothése du théo-
réme 2 est valable pour la suite de variables aléatoires (Xy = f o Tk)kzo.

La condition (6) du lemme est a priori plus forte que le mélange exponentiel.
A notre connaissance, Bressaud et Liverani [3] sont les seuls & avoir obtenu
une majoration de ce type (pour les difféomorphismes d’Anosov, voir aussi [1]).
Il nous semble cependant qu’un tel énoncé est naturel pour les raisons suivantes :
e Comme plusieurs auteurs 'ont déja remarqué la décroissance des corréla-
tions est liée a I’équirépartition des feuilles instables de T
e Dire que les variétés instables sont bien réparties dans l’espace €2, c’est
dire que lintégrale d’'une fonction v sur un grand morceau de variété
instable est proche de 'intégrale de ¥ sur 2. Pour cela il faut évidemment
une certaine régularité de la fonction 1. Mais quand on prend la moyenne
d’une fonction ¥ le long d’une feuille instable, on régularise ¥ dans la
direction instable. On peut donc s’attendre a ce que la régularité de la
fonction v le long de cette feuille ne soit pas importante quand on établit
la propriété d’équirépartition.

Démonstration du lemme 1.3.1. — Soit un nombre réel n > 0 et f une fonction
n-holdérienne. Soient des entiers naturels a, b, c et j, k, £, p, q, s vérifiant

1<a+b+c<3 et 1<j<k<l<l+p<l+q<l+s.
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VITESSE DANS LE THEOREME LIMITE CENTRAL 405

Soit F : R* — R une fonction différentiable. Comme la mesure de référence v
est invariante par T', nous avons

Cov(F(Sj-1,Xj, X, Xe), Xewp Xorg' Xews©)
= Cov(F(X1—¢+ -+ Xj_1-0, Xj—t, X—s, Xo), (X§ X)X ) o TP).
Posons
oi=F(Xi+ -+ Xj_1-0,Xj_0, Xp—p, Xo) et ¢:=XiX) X¢

Pour tous T € Q et § € H, T tels que d“(Z,y) < Lo, grace a la propriété de
contraction (4), nous pouvons écrire

’ZX (ki) (7 ZX t-(@)] < ZC("u)du( ~E T ()

=1

< 5 com a1

i=1
C’("’“)C’" C(Tm)cn
f 0 Jur= —\n f 0
< —=—d S —— g
— 1 _ 577 (:C,y) — 1 . 5,,7 0

et
X (=) (T) = Xy @)| < O @ (1= F=0) (), 7= =9 ()7
< O (Cod (z,7))" < O (CoLo)".

Notons M la constante C’}n) Co"/(1 —6™). En appliquant le théoréeme des ac-
croissements finis, on obtient, pour tout z €  :

D&"’“’LU)(E) <4M  sup  |DF(Sj_1 0T Y(Z) 4+ u, Xj—e(Z) + v,
[ul,|[v|<MLo" _ _
[w],| 2| <M Lo" ...,Xk_g(x)—i—w,Xo(x)—l—z)’OO
C’est pour obtenir une borne supérieure sur des boules de rayon borné que nous
avons introduit la quantité Dg]’u’L). Pour tout Z € Q et tout § € H,H.T, pour
tout i € {0,q — p, s — p}, nous avons

|X:(7) — Xi(7)| < O (a2 (T7(3), T'(@)))" < C}” (Cod™*(z,7))",
en utilisant la propriété de non-dilatation (3); donc

ey < (a+b+o) | flat oy

Xoanfpr.;fpc =

Comme X" X,_,"X;_,° est bornée par || f||%*¢, hypothese du lemme appli-
quée a @ et 1) donne

Cov(F(Sj-1,X;, Xie, Xe), Xe4p" Xorq” Xes°)
< Caaf (|1 F(Sj-1, X, X, X[l (1 + [ £II3 + 31 + | F2)CF Co™)
+ (L £ IDGH ).
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Nous allons exploiter ce lemme sous une forme légerement modifiée. Etant
donnés une tribu A et un entier n, notons A,, la tribu A,, := T"A.

LEMME 1.3.2. — Sl existe une tribu A et trois nombres réels Cs > 0, Ly et
a1 € 0,17 tels que, pour toutes fonctions ¢ et 1, et tout entier n > 1, nous
ayons

@ o~ Bylp| A_y]| < CsDO0a,"
et
(8) HEVWlAn] - /deuHoo < G5 ([lloo + CS* )™,

alors, pour toute fonction héldérienne f, le processus (Xi)r>0 = (f o T*)r>0
satisfait les hypothéses du théoréme 2.

Démonstration du lemme 1.8.2. — Une fonction f est A,-mesurable si et
seulement si f o T™ est Ag-mesurable. On a donc la relation suivante pour
toute fonction v-intégrable ¢ et pour tous entiers n et m :

E fpoT™ | Ap] =Eu[p| Angm] o T

Considérons deux fonctions intégrables v-centrées ¢ et 3. Pour tout en-
tier m» > 1, nous avons (ou |.| désigne la partie entiére) :

|Covi(p,1p 0 T™)| =E,[p -1 o T"]
SEEJ[olA_ 1] Yo T + B, [(¢p —Eu[p|A_|1,]) 9o T"]
B, [EyfplA_|1,] %0 T"] + C5| DIE |y ag 3™ [|]] oo

B, [Ey [0l A_ 1] - Bu [0 T"A_ 1] + G5 DG |11 an 2™ ]|
E,[B, [0l A1) By [l A[1,] 0 T + Cs[| DI 01 g 27 || o
lell 1 Cs ([¥]lse + CE7Yar 137 4 C5 | DG |l 5™ |1 oo

IN I/\ IN

IN

Il suffit maintenant d’appliquer le lemme précédent. O

La tribu Ag sera la sous-tribu de F engendrée par une partition mesurable P
de € dont les atomes sont des morceaux de variété instables. La premiere des
inégalités ci-dessus est immédiate si ¢ est holdérienne dans la direction instable
et si les atomes de A_, sont de diametres uniformément exponentiellement
petits quand n tend vers 'infini. La deuxiéme signifie que les feuilles instables
sont bien réparties dans € (les atomes de A,, sont de « trés grands » morceaux
de feuilles instables quand n tend vers Uinfini).
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1.4. Equirépartition. — On peut mettre en évidence un lien entre le mé-
lange et I’équirépartition des variétés instables. Considérons un nombre réel &
vérifiant 0 < € < ry et un ensemble F' relativement compact inclus dans H,,.
Appelons U 'ensemble Bs(e) B, () F'z. L’égalité

T"U =T"Bs(e)T " T"B(e)T™" T"FT"T"Z
montre que, sous l'action de T"™, I'ensemble U est contracté dans la direction Hj,
dilaté dans la direction H,,, inchangé dans la direction H.. Notons V,, ’ensemble

V= T"By(e)T ™" x T"B, ()T ™" x T"FT "

Soit ¢ une fonction n-héldérienne sur G/T'. L’expression de la mesure [
dans la décomposition de Bruhat donne la forme suivante au produit sca-
laire {1y o T, ) :

(lyoT ™ ¢) = / Oc(he)o(hshehy, T"T)dhsdhedhy,.
Vn
Le diametre de T" Bs(e)T " x T" B, ()T ™ est inférieur & 2e. Nous avons donc,
pour tout (hs, he, hy) € Vy, :
lo(hsheh  T"E) — (R T"Z)| < 27C M en
et par conséquent

’(1,] 0T, ) — | Oc(he)p(haT"F)dhydhedh,
VTL

Notons p, la mesure de Haar sur H, et d. + ds la dimension de HsH.. En
divisant par z(U) qui est & peu prés égal & e?+dsy, (F), nous obtenons la

majoration

1 = <1U o T—n, (10>
9 7/ w(h,T"Z)dh,, —_—
®) fu(T"FT=") Jpnpp-n ( ) gdetds (1)

sur laquelle repose la démonstration de la proposition suivante.

< 21CMe"n(U).

< Co +27C{0en)

Pour tout nombre réel 3 > 0 et tout sous-ensemble F' de H,, nous notons
OF () 'ensemble des points de H, qui sont & une distance inférieure & 4 du
bord de F et OU(f) 'ensemble des points de G/T" qui sont & une distance
inférieure & 0 du bord de U.

ProrosiTION 1.3. — Soit ' C H,, un ensemble de diameétre inférieur a ro tel
qu’il existe deux nombres réels B > 0 et a > 0 tels que, pour tout > 0, on ait

1 (OF(B)) < BB°.
Alors, il existe deux nombres réels Ko > 0 et § > 1 tels que, pour toute fonction
intégrable [i-centrée ¢ sur GJT, pour tout entier n > 1, pour tout T € G/T,
on ait

1
_ hoZ)dhy,
pu(THFT—T) /T"FT*"SO( 2
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Démonstration de la proposition 1.3. — L’inégalité de mélange (5) appliquée
a ng ) % 1y et a X%p ) % @ et les propriétés de la suite x%p ) assurent l'existence

d’une constante C7 > 0 telle que

(O % 10) o T X P % )| < Cal|AXY) 5 1u|l2 - AN * @) [2¢7"

C7 |l P22 C

[VARVA

On a aussi

[y 0T ) = (X 1) o T, X 5 0)| < p~™CED + [|op|| 0o (AU (p7T)).
Compte tenu de (9), ces inégalités fournissent la majoration

1
S hoT"%)dha
‘ (T F T /THFTJP( 7)

p7CE + | @llooE (AU (p7™)) + Crp?Can¢

< Co( 2040e").
=6 edetdey (F) +20y"e
Il suffit maintenant de bien choisir p > 1 et de faire dépendre € convenablement
de n pour obtenir la proposition. O

Nous allons maintenant voir qu’on peut obtenir une estimation analogue a
celle de la proposition 1.3 faisant intervenir uniquement la régularité de ¢ dans
la direction H.H.

ProroSITION 1.4. — Soit ' C H,, un ensemble de diameétre inférieur a ro tel
qu’il existe B > 0 et « tels que, pour tout B > 0, on ait

pa(OF () < BB

1l existe & > 1 et Ky > 0 tels que, pour toute fonction intégrable ¢ [i-centrée,
pour tout entier n > 1 et pour tout T € G/T', on ait

. / X Kl (n,s,e)\ ¢—n
AT FT—) @(hyZ)dh,| < I @lloe + ClM5O) ™,
N/u(T FT ) TnET—n /’Lu(F> ( @ ) 1
Démonstration de la proposition 1.4. — Considérons une fonction ¢ a support

dans un ensemble P = B, (rq)B.(r¢)Bs(ro)Z. Pour régulariser ¢ dans la direc-
tion H,, nous allons 'intégrer dans cette direction. Soit g une fonction C'*°
a support dans B, (rg), positive, d’intégrale 1 (C,gl) désignera le coefficient de
Lipschitz de g). Définissons la fonction 1 par

(a) Y(hyhehsT) = g(hy) fBu(TO) o(h!,hehsT)dhl, si (hy, he, hs) appartient a
Bu(To) X Be(ro) X BS(T()),
(b) ©¥(y) = 0 si § n’appartient pas a P.
La constante C apparaissant dans le lemme suivant a été définie dans le
paragraphe intitulé « Régularité de I’holonomie le long des feuilles H, H ».
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LEMME 1.5. — Les fonctions ¢ et 1 ont la méme intégrale et il existe Ko > 0
indépendant de ¢ tel que,

O < Ks(||glloo + C129)).

Démonstration du lemme 1.5. — On vérifie le premier point en utilisant le
théoréme de Fubini. Montrons I'inégalité. Soient (hy, he, hs) et (R.,, hL, h.) deux
points de By, (1) X Be(ro) X Bs(rp). On a

[ (huhehs) = (b, heh )|

u e’ vs

= o) [ i), - g [ o,
B, (2r9) By (ro)
< H‘plloo : ’g(hu) - g(h;)yﬂu(Bu(TO))

ol | [ ey, [ o@nnz)an,
By (ro0) B, (r0)

Les propriétés de ’application d’holonomie rappelées plus haut nous autorisent
a écrire

[ elhnbaydi, - [ o),
Bu(ro) Bu(ro)

- ‘ / o(huhehsT)dhy, — / o (H(huhohsE)) dH(““)(Euhehsz)dEu
By (ro) B, (270) Hu

<| [ (ellabebd) - ot di
Bu(2r0)

+ / |o(H(Ruhehs®))| \dH(’“‘ W (Fuhohz) - 1| dha
B (210) dpty

pu(Bu(2r0)) CrCEP > d(hehs, hehy )" + Culll| oot (Bu(2r0)) d(hehs, hih)
< 11 (Bu(2r0)) 1 (@llow + CLP))d(hha, BB,

On obtient donc
(W (huhehs®) — (B, hL0.)|

IN

A

< Mlglloori (Bu(2r0)) Cr (llplloo + CE#*)d(hehs, hLhL)"
+ ngl)ﬂu (Bu(TO)) H‘PHood(hUa h;) U
Suite de la démonstration de la proposition 1.4. — La fonction v étant

n-holdérienne, nous pouvons lui appliquer la proposition 1.3. Pour tout
entier n > 1, tout Z, nous avons

1 Ko(C\mse) 4 Ve
[ snman < DO W0
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Il nous reste a estimer la différence entre les intégrales

1 / 1
—_ Y(h,x)dh, et 7/ @ (hyT)dhy,.
MU(T"FT_’”) TnpT—n ( ) ,U/u(TnFT_n) Tn FpT—n ( )

Celles-ci sont des sommes d’intégrales de ¢ et v sur les composantes connexes
des intersections de P = B,,(79)Be(r0)Bs(r9)T avec T"FT ™. Elles ne different
éventuellement que sur les morceaux contenant un point du bord de T"FT~"Z.
Nous avons donc

- : ] (0T FT (1))
—rmIT—ny (Y (hu®) — p(ha))dhy| < 2[|0]loo — ’
pa(TFT=") Jpnpr-n pu(TFT )

D’apres la propriété de contraction (4), pour tout n > 1 et tout couple

(hu,hl) € H,?, on a

do(T~"ho T, T~"h T™) < Codo(hu, h,)57".
Soit h,, un point de T FT~"™ a une distance inférieure a ro du bord de T"FT~";
il existe hl, € IT"FT " tel que
do(hu, h;) S To.

On a alors do(T~"h,T", T "R, T") < Crod~"™; autrement dit T~ "h,T"

appartient & dF(Crgd~ ™). On en déduit que OT"FT "(rg) est inclus dans

T"OF(Crod~"™)T ™. L’action de T sur H, par conjugaison est linéaire. On a
donc

p (OTFT (1)) < pu (TMOF (Crod—™)T ™) < pu(OF (Crod "))
pu(TPFT=7) pua(TFT ™) B fu(F)
Pour terminer la démonstration, grace a une partition de I'unité liée a un re-

couvrement fini de G/T" par des ensembles de la forme B, (ro)Bc(r0)Bs(r0)7,
on s’affranchit de la condition sur le support de . O

1.5. Fin de la démonstration du théoréme 3. — A partir d’un recou-
vrement R fini de G/I" par des boites de la forme B,,(19)Be(ro)Bs(r0)y, nous
construisons une partition P (non dénombrable) en morceaux de feuilles dila-
tées. On définit la partition Q de G/T par

Q:{ N Ar: AR:RouCR},
RER
puis la partition P par
P(z) = Q(Z) N Bu(3r0)Z,
Nous notons A la tribu engendrée. Les atomes de A sont de la forme F'Z ou les
ensembles F' sont des parties relativement compactes de H, dont le bord est
régulier. Nous supposons qu’il existe un nombre réel o > 0 tel que pour tout

atome F'T de A on ait p,(F) > a (on peut toujours s’y ramener). Notons A,
la tribu T™A. Soient ¢ et 1 deux fonctions d’intégrales nulles sur G/I" et un
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entier n > 1. Les atomes de A_,, sont des ensembles de la forme T-"FT"T~"
Les diametres des atomes de A_,, sont donc inférieurs & Cod~" et on a

(10) o — Eglp| A_,]| < CJ Drw3ro) 5=,

Les valeurs de Eg[¢|A,] sont données par les moyennes de 1 sur les
atomes de A,,. On peut appliquer la proposition 1.4. Vues les propriétés des
atomes de 4, on obtient I'existence d’une constante K3 telle que

(11) Bz v | Adll, < Ks(l[9]leo + CY)er™

Comme le montre le lemme 1.3.2, les inégalités (10) et (11) donnent le résultat.

2. L’exemple de Shub et Wilkinson

2.1. Enoncé du résultat. — Considérons l'automorphisme algébrique T
du tore T2 défini par la matrice

2 1 0
T0<110>.
00 1

Shub et Wilkinson ont montré qu’il existe 7', une perturbation C? de Tp, ayant
les propriété suivantes :

e T est un difféomorphisme ergodique de T? préservant la mesure de Le-
besgue v ;

e T est non uniformément hyperbolique; il existe trois sous-fibrés continus
invariants par T : E® (dit stable), E¢ (dit central) et E* (dit instable)
de 7T3, de dimension 1, en somme directe, et des nombres réels \;, Aa,
A3, Mg, A5 et g tels que

eM < (D7) | Bo(a))
4 < e
avec Ao < 0 et )\5 >0;

« il existe trois nombres réels \* < A° < 0 < A* (les exposants de Lyapounov
de T, tels que, pour tout i = s, ¢, u, pour presque tout point x, pour tout
vecteur v appartenant a Ez( ), on ait

2 < et < ((DZT)\ES(C)) < eM

<e
< ((DIT)\Es(z)) < e,

lim 1og | D T™|| = \*;

n—-+4oo

e le sous-fibré E° est 1ntegrable et définit une fibration en cercle de T® non

absolument continue.

Notons que 1’énoncé de Shub et Wilkinson est légerement différent : A¢ est
positif dans [29] (il suffit de changer T' en T~ pour retrouver leur formulation).
Remarquons d’ailleurs que lorsqu’on s’intéresse au théoréme limite central pour
une transformation 7" inversible, comme c’est le cas ici, il est sans importance
d’étudier T ou T~!. Nous avons choisi de présenter leur résultat de cette facon
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car nous utiliserons des résultats de Dolgopyat sur les transformations partiel-
lement hyperboliques dont la direction centrale est asymptotiquement contrac-
tée : il a montré dans [8] qu’on peut controler en mesure le défaut d’uniformité
du systeme (T3, T, v).

THEOREME 4. — Soit (T3,v,T) comme ci-dessus et f : T3 — R une fonction
holdérienne, v-centrée. Alors, la limite suivante existe :

1 « 27\ %
o:= lim (Ey[(— foTk) D .
n—+o00 \/ﬁ I;
e Sio =0, alors la suite de v.a. (3 p_, f o T*)n>1 est bornée dans L?.

e Si o > 0, alors la suite de variables aléatoires (1//n> p_, f o T*)n0
converge en loi relativement ¢ la mesure de probabilité v (lorsque n tend
vers +00) vers une variable aléatoire N de loi normale centrée de variance o?
et il existe un nombre réel R > 0 tel que, pour tout nombre entier n > 1, on ait

sup V(%;fOTka)P(NSx) <=

z€R n

2.2. Quelques notations et résultats de Dolgopyat. — Le sous-fibré E*
est intégrable et définit un feuilletage F* dit feuilletage en feuilles instables.
Suivant [8], nous introduisons ’ensemble V des courbes instables (i.e. des
courbes contenues dans un élément de F*) de longueur comprise entre 1 et 2.
Introduisons une mesure de probabilité ¢y, sur chaque courbe instable bor-
née V comme suit. Soit une courbe instable V' de longueur finie; pour tous
éléments z et 2’ de V, nous définissons

(e o TT AT BT (2)
pv(z,2') = H (dT-1| Ev)(T-3(2"))

j=0
En raison des contrdles sur (d7'| E*) donnés par la propriété d’hyperbolicité
partielle, il existe une constante Co > 1 telle qu’on ait 5& L<pv(,) < Co.
Nous considérons la mesure de probabilité ¢y sur V' donnée par
1
Jy v (2, z0)dz’
zo étant un point de V fixé (remarquons que la définition de py ne dépend
pas du point zg choisi dans V'). Par définition, la mesure image de ¢y par T
est la mesure £7(y). Nous reprenons les notations de [8] : nous notons £1(0)
lensemble des mesures de probabilités ¢y avec V' € V; nous notons F»(0)
l’enveloppe convexe de E1(0) et E(0) 'adhérence de E2(0) dans 'ensemble des
mesures de probabilité sur €.
Un résultat essentiel pour notre démonstration est le lemme technique 6.1
de [8] que nous reformulons ci-dessous (ayant remarqué que les constantes y

dly(z) = pv(z)dz, avec py(z):= pv (2, 20),
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apparaissant sont uniformes). Pour toute courbe instable V' de longueur finie,
nous notons my la mesure de probabilité sur V' x [0, 1] donnée par dmy (x,t) =
dly (x)dt.

PROPOSITION 2.1. — 1l existe des nombres réels C; > 0, C2 > 0, p1 € ]0,1]
et p2 €10,1] et deuz familles de fonctions mesurables

{TV,V’ :V x [0,1] — V' x
{RV,V’ :Vx [0, 1] — N}(

[0, 1]}(V,V/)€V><V’

V,V)evxy
tels que, pour tous (V,V') € V x V, tout (z,t) € V x [0,1] et tout (z/,t') €
V' x [0,1], nous avons :

(a) la mesure image de my par Tv,y: est my ;

(b) si (z/,t') = 1v,v/(x,t), alors, pour tout entier naturel n, nous avons

d(T™(x), T"(2')) < Cypy "~ v (o0,
(c) pour tout entier naturel N, nous avons my ({Ryy > N}) < Capa™.

Dolgopyat [8] utilise ce résultat pour établir le résultat d’équirépartition
suivant pour la mesure v.

COROLLAIRE 2.2 (corollaire 6.3 de [8]). — La mesure v est ['unique mesure
T-invariante appartenant ¢ E(0). De plus, il existe deux nombres réels Cs > 0
et p3 € 10,1[ tels que, pour tout £ dans E(0), toute fonction n-hildérienne
A:T3 — C et tout entier naturel n, nous avons :

(Ao T™) — v(A)] < C5([|Allow + C5)ps".

Il suffit de modifier un peu la démonstration de [8] pour démontrer le théo-
reme 4.

2.3. Démonstration du théoréme 4. — Placons-nous sous les hypotheses
du théoreme 4. Supposons que la fonction f : T2 — R est n-holdérienne,
avec i € ]0;1]. Nous ne pouvons pas utiliser directement I’argument exposé
dans le paragraphe précédent : il n’y a pas de raison pour que la condition
de non-dilatation (3) soit vérifiée. Cependant, la démonstration du théoreme 4
repose sur une idée analogue : nous utiliserons le fait que la propriété (3) est vé-
rifiée pour n assez grand sur un ensemble de grande mesure (cf. proposition 2.1
ci-dessous).

e Sous l'action de 771, le diametre de V est contracté avec vitesse expo-
nentielle. Il existe donc deux nombres réels Cy > 0 et py € ]0, 1] tels que
pour tout V' dans V et tout entier naturel N, le diameétre de 7=V (V') est
majoré par Cyps” . Dans la suite, nous considérons un tel couple (Cy, ps)
de nombres réels. Soient C1, p1,Ca2, p2 des nombres réels pour lesquels
I’énoncé de la proposition 2.1 est valable.
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Soit un nombre réel > 0. Soit f une fonction 7-holdérienne v-centrée.
Pour tout entier k, nous notons X := f o T%. Nous allons montrer
que (Xk)x vérifie 'hypothese du théoreme 2 avec

Cy"
= {1 oo () }
M 2= mae {1, flle, € 705

" C
C = 3M(1+ | fI%) + 2+ 3l %) (¢~ + = )
p12"  pot

§p,e:max{p4%1”7 41)77 4p}

Pour cela, nous utilisons la proposition 2.1.
Soient des entiers naturels a, b, c, j, k, £, p, q’, s’ vérifiant

1<a+b+c<3 et 1<j<k<l<l4+p<l4p+qd<l+p+5.

(13)

En désignant par |.]| la partie entiére, posons

Jj—1
A= (ZX—aépw—wX—([%pw—jwX—([%pw—k)’X—[%p])

B = XI. ) Xl_ ’ XI.

sp)+a ij+5

Soit F': R* — R une fonction différentiable. La quantité
Covy (F(Sj-1, X5, X, Xe)s Xeap Xewpra " Xeaprs©)

est alors égale a Cov,(F(A), B). Comme la mesure v est dans E(0), il
suffit de montrer que, pour tout ¢ dans E(0), nous avons

[((F(A)B) — ((F(A))v(B)|
C(L(|IF(A)]) + e(l s‘up<]v|IDF(A + u)]oo) ) ép,s'-

Par définition de E(0), il suffit de montrer (12) dans le cas ou ¢ est
dans E1(0). Soit un élément V' de V. Montrons que (12) est vraie pour
L= 1y.

D’apres le premier point de la démonstration, pour tout w,w’ € V, nous
avons

(n) ) paz™
|Aw) = AW)|, < CY Y (Capsd)" = CVCy I o
i>T5p]
et donc

|ty ([F(A) - tv(F(A))]B))|

< IFIE*<300 ( sup [DF(AQ) + u)la) Oy 22
R MY ' )OO T
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e Pour conclure, nous utilisons le méme argument que celui utilisé par Dol-

(14)

gopyat pour prouver les corollaires 6.2 et 6.3 de [8]. Soit un élément V' ap-
partenant & V. Nous notons 7y et 7y les projections : 7wy : V x[0,1] - V
et mys 2 V' x [0,1] — V’. Nous avons

|tv(B) — by (B)]

= ‘/ B(x)dmy (x,t) — B(z")dmy (', t")
Vv x[0,1] ' x[0,1]

< / |B(my (1) — By (rv,v (1)) | dmv (9).
VvV x[0,1]

Notons Z(p) := {y € V x [0,1]; Rv,v+(y) < 515p]}-
D’aprés la proposition 2.1, pour tout y € Z(p) et tout j € {0,¢,s'}
nous avons

11
X 1045 (v (®)) = X 1,115 (v (v, ()] < CFP(Caprzlaelyn
= Oyﬂcﬁnﬂlfénp1imf

Nous avons donc

1B = Bt amy )

Z(p
< (a+b+ o) flartretof ey p i p, i
et
[ B - B e w)ldmy )
Vx[0,1]\Z(p) 1

p2iP
<2 fllaFtteC, =
pat

o Comme v est dans E(0), nous déduisons de ce qui précede

(15) [ty (F(A))(bv (B) — v(B))]
</ A 2 Vo oy ny, —5n,, 5P 3y, P2t
<t (FAD{ (L3I 12) O o2 21 L) 2 )
24
Ce qui conclut la démonstration du théoreme 4. O
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