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FIBRE DETERMINANT ET COURBES RELATIVES
PAR

FraNgois DUCROT (*)

RESUME. — On établit ici des généralisations des formules classiques d’addition
pour les fonctions théta des jacobiennes de courbes algébriques, au cas des familles
de courbes sur des bases quelconques; on montre en particulier comment la notion de
“forme principale” et la formule trisécante de Fay s’interprétent dans ce langage. Pour
ceci la notion de diviseur théta est remplacée par celle de fibré déterminant. On étudie
aussi I’action de la dualité de Serre sur le fibré déterminant.

ABSTRACT. — Some classical formulas on theta functions on Riemann surfaces are

" generalized to families of algebraic curves over any basis. For example the notion of

“prime form” is interpreted and we prove Fay’s trisecant formula in this context. We

use the notion of determinant bundle instead of that of theta divisor. Finally we study
the action of Serre duality on the determinant bundle.

0. Introduction

0.1. — Soient A une variété abélienne et L un faisceau inversible sur 4
le théoréme du cube [24, p. 58] affirme que le faisceau inversible suivant
sur A3 est trivial

(1) O(L) =m*L® (mj,L) ' ® (m33L) ™" ® (m3;, L)~
®piL®p;L ® p3L

ol m, m;j, p; sont les applications A x A x A — A définies par
m(z1,Ta,T3) = Ti+Tj+Tk, mi;(T1,T2,T3) = T+T; et pi(21, T2,23) = T;.
Si on définit pour tout z € A 'application 7, : X — X par 7,(y) = z+v,
ceci entraine que pour tout faisceau inversible L sur A, Dapplication
&, : A — A = Pic® A définie par ®5(z) = 77L ® L~! est un homo-
morphisme de groupes algébriques de A dans la variété abélienne duale

(*) Texte regu le 12 mars 19go, révisé le 11 juillet 19go.
F. DucroT, Université d’Angers, Faculté des Sciences, Dépt. de Mathématiques,
2, Bd. Lavoisier, 49045 Angers Cedex, France.
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312 F. DUCROT

de A. On appelle alors polarisation de A [25, 6.2] une isogénie u : A — A
telle qu’il existe un faisceau inversible L ample sur A tel que u = ®;,.
Enfin si (4,u) est une variété abélienne polarisée, on appelle diviseur
théta (resp. diviseur théta symétrique) de A un diviseur © sur A (resp. tel
que j*O© = O, ou j est l'involution x — —z de A) tel que O(O) définit la
polarisation u.

La variété de Picard Pic® C' d’une courbe algébrique complexe com-
pacte C de genre g est munie naturellement d’une polarisation, qu’on
peut décrire de la maniére suivante (cf. Moret-Bailly [21]) :

« On construit d’abord un diviseur canonique sur Pic?™! C. Soient P
un faisceau universel sur C' x Pic9™! C et pla projection C' x Pic/™! C —
Pic?"! C; on introduit ([21], [4]) le faisceau inversible (det Rp.P)~! et on
montre qu’il est muni d’une section holomorphe canonique. Ceci définit
un diviseur effectif canonique W,_;(C) sur Pic?~! C tel que

1

(2) O(W,-1(C)) = (det Rp.P) .

Son ensemble sous-jacent est {L € Pic?"'C | h°(C,L) > 1} (rappelons
que d’aprés Riemann-Roch, un faisceau inversible L de degré (g — 1)
sur C vérifie h°(C, L) = h!(C, L) et que, de plus, pour L générique on a
h%(C,L) = 0). Signalons enfin que W,_;(C) est invariant par la dualité
de Serre L — QL ® L1,

o Pour tout élément L de Pic?~'C, en utilisant la translation
71 : Pic® C — Pic?™! C on définit un diviseur (dépendant de L) © =
7 W,—1(C) de Pic® C et on note 6 la section canonique de O(©). La pro-
priété d’autodualité de la jacobienne [21, 2.7] affirme que © définit une po-
larisation principale sur Pic® C, c’est-a-dire que ®¢ est un isomorphisme.
De plus si L vérifie L2 ~ Q,, invariance de W,_1(C) par la dualité de
Serre entraine que le diviseur © associé est symétrique. Introduisons enfin
Papplication d’Abel-Jacobi :

Cc™ x C™ £ Pic®C
(Pli"'aPn;Ql,""Qn) i— O(Z-Pl_ZQ%)

Un probléme classique consiste & étudier les diviseurs p}(0r). Un tel
probléme est traité par Kempf dans [17], ou il définit le faisceau O(O)
3 laide de la formule (2) et fait des calculs en utilisant des réalisations
explicites de certains complexes dérivés.

(3)

Cette description géométrique des diviseurs théta sur une jacobienne
peut aussi s’écrire en termes de fonctions théta de Riemann (cf. Fay [9]) :

ToME 118 — 1990 — ~° 3



FIBRE DETERMINANT 313

soit C' une courbe algébrique sur C lisse, compacte et connexe de genre g,
munie d’une base symplectique {a1,...,a4;81,...,8,} de ’'homologie et
d’une base {wi,...,w,} de 'espace des différentielles holomorphes sur C,
vérifiant [ .wj = 6;;. On introduit alors le tore complexe J = C¢ / A,

ot A est le réseau Z9 + 729 de CY défini par la matrice 7 = f Wj)ij

La fonction théta de Riemann est alors une fonction holomorphe ¥ sur C9
qui vérifie la formule ¥(z+ A, 7) = exp(Q(z, A))¥(z, 7) de quasi-périodicité
relativement & A, ou Q(Z, ) est une fonction quadratique sur C9 x A. Une
telle fonction définit donc un diviseur O sur le tore complexe J.

La théorie classique des fontions théta développée par Riemann, Wir-
tinger, etc. (cf. FAy [9]) étudie les composés de J avec les “intégrales
abéliennes”

crx Cn 5
(4) oo o
(Pryoo oy PosQ1,..,Qn) +— (L Jp wiyees2oien [, W)

¥ o u,, est d’apres la quasi-périodicité de 9 une “fonction multiforme” sur
C™ x C™. Pour étudier cette fonction, on peut former des quotients a
partir de ¥ o u, et de ses translatés afin d’obtenir des égalités entre des
fonctions véritables (méromorphes) sur C™ x C™. C’est le cas par exemple
de la formule trisécante de Fay (Fay [9], MumFORD [23]) :

(sz Zyz_e) H E.’L‘“IL‘] (yiayj)
19( H(Z.) E(xuy])
= det (194——(% — Y~ e))
’19(6) E(.Z"i, yj)
ou E(z,y) est la fonction principale (“prime function”) qui est une
fonction sur C' x C, elle-méme définie comme un quotient de fonctions
théta. Le lien entre cette théorie et la théorie géométrique est décrit par
le théoréme d’annulation de Riemann (cf. par exemple [9, I]), qui affirme

que si P est un point fixé de C, il existe une constante ¢ de C9 (la constante
de Riemann) telle que les points Py, ..., P, vérifient 1’égalité

P P,
ﬁ@+/ +m+/ ):0
P P

si et seulement si on a h%(C,O(P, + -+ + P, — P)) > 1, cest-a-dire
O(P,+--+ Py —P) e Wy_,.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



314 F. DUCROT

0.2. — Dans ce travail, on se placera dans le cadre relatif en considérant
une courbe relative de genre g : X -2 S munie d’un faisceau inver-

sible L et on étudiera le faisceau inversible ©; = (det Rp,L)~! sur S
introduit dans [21]. On peut par exemple penser & la courbe relative

C x Pic?™'C — Pic9™! C munie d’un faisceau universel; on retrouve
alors la définition (2).

Pour mener & bien cette étude il sera nécessaire de rappeler dans
la section 1 certaines propriétés du déterminant d’un complexe dérivé
(décrites dans [19] et [6]) en précisant des questions de signes. Il faudra
aussi définir (section 3), pour tout couple de diviseurs relatifs effectifs
D et E sur une courbe relative S, des diviseurs canoniques sur S qui
s’interprétent comme le résultant de D et E et la racine carrée du
discriminant de D. On verra briévement qu’on peut transposer a ces
diviseurs les résultats classiques sur les résultants et les discriminants.

On rappellera dans la section 2 la définition de ©; ainsi que de sa
section canonique 67, (dans le cas ot L est de degré g — 1). On donnera
des réalisations explicites de ©p, et §;, (LEMMES 2.21 et 2.2.2).

On étudiera dans la section 4 les faisceaux ©p(p_g), ou D et E sont
des diviseurs relatifs effectifs, et leurs sections canoniques. Cette étude
généralise sur une base quelconque ’étude des intégrales abéliennes. En
effet si C est une courbe complexe, en considérant la courbe relative

C xCPxCPxPicI'C — CP xCP xPicI ! C

qui est munie d’un faisceau universel L et de 2p sections canoniques

Zi,...,Zp,Y1,..-,Yp, ON retrouve la théorie classique des intégrales abé-

liennes; en particulier la section 6 de © s’in-
e p (T a-Tu) ¢ LT a-Fu)

terpréete comme la fonction multiforme sur C9 x C?? :

P Yi
(Z;flf'l,...,xp’yl:---ayp)H0<z+2/ w)'
i=1 "%

On obtient ainsi une interprétation de la fonction principale de Klein
qui. intervient dans la formule 5. On utilisera cette étude pour décrire
explicitement (ProposiTION 4.1.2) 'isomorphisme du théoréme du cube
tel qu’il apparait chez DELIGNE [5] et on obtiendra une formule d’addition
correspondante (PropPoOSITION 4.3.1) pour les sections 6 qui donne une
interprétation de la formule (5) trisécante de Fay valable au dessus d’une
base quelconque. Cette formule, qui est le résultat principal de cette

ToME 118 — 1990 — ~° 3



FIBRE DETERMINANT 315

section a été partiellement obtenue par KEMPF [18], dont la démonstration
ne rend pas compte des termes E(z;,y;) de la formule (5), ainsi que par
des auteurs ([16], [1]) utilisant des méthodes de physique (cf. section 0.3).

On étudiera dans la section 5 I'isomorphisme o, : O — ©,,, ;gL

induit par la dualité de Serre ([21,'4.15]). On verra que o, identifie les sec-
tions canoniques 6y, et 6,,, ,s®L-1 de ces deux faisceaux . Cette propriété
généralise de maniére relative la classique symétrie de W,_; par la dua-
lité de Serre. La ProposITION 5.5.1 établira une propriété de compatibilité
entre oy et la structure du cube décrite par la ProposiTioN 4.1.2. Ceci
constitue une généralisation au cadre relatif de I’existence d’une Sigma-
structure (cf. BREEN [3]) pour le diviseur théta de la jacobienne d’une
courbe. On étudiera enfin (ProPOSITION 5.6.1) ’isomorphisme o dans
le cas ou L vérifie L? ~ wx/s, ce qui permet de retrouver un résultat
de MuMFORD [22] sur la dimension de l’espace des sections holomorphes
d’une théta-caractéristique. De ces deux derniers résultats on déduit la for-
mule de Riemann-Mumford qui exprime la relation entre ’accouplement
ez(—, —) de Weil (lié & la structure de groupe de Pic® X) et I'involution
de Pic?"! X induite par la dualité de Serre.

0.3. Ce travail a été motivé par des travaux récents ([15], [16],
[26]) liés & I’étude des systémes intégrables et de la théorie des cordes, et
bien que leur influence n’apparaisse plus visiblement ici, il est bon de les
rappeler brievement :

SEGAL et WILSON ont introduit dans [26], suivant une idée de SaTo,
une grassmannienne infinie Gr, munie d’un fibré déterminant det. On peut
décrire le lien entre cette constuction et la géométrie des courbes algébri-
ques de la maniére suivante [4]. Pour une courbe complexe compacte X et

un point lisse P de X, on note Pic?~! X ’ensemble des données (L, ¢, z)
ou L est un faisceau inversible sur X de degré (g — 1), ¢ est une trivialisa-
tion de L en P et z un parameétre local en P. Le dictionnaire de Kricever
([26, Chapitre 6]) définit un morphisme F : Pic'~!' X — Gr et I'image
inverse de det par F est I'image inverse d’un faisceau © sur Pic?~! X par
Papplication “oubli de ¢ et 2".

En théorie des cordes on utilise la construction de Kricever en faisant
de plus varier la courbe X. A cet effet on considére un espace de modules
des courbes M possédant une courbe universelle C. La construction de
Kricever donne un morphisme M x Piccyjaq — Gr et I'image inverse
par ce morphisme du faisceau det sur Gr définit un faisceau inversible sur
M x Picc/p qui est aussi obtenu en appliquant notre construction a la
courbe relative : C x Picc/jaq — M X Pice/u.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



316 F. DUCROT

Pour mener & bien des calculs de fonctions de partition sur des
produits cartésiens X" (n-points functions) de nombreux auteurs (par
exemple [16]) ont utilisé la notion d’opérateurs de Vertex, héritée de la
physique. C’est la donnée de morphismes

Y, %" 1 X x det| pro=rx — det|poorx

qui relévent les morphismes p et 7 : X x Pic9™! X — Pic97 ! X tels
que p(Q,L) = L(P - Q) et 7(Q,L) = L(Q — P). En d’autres termes,
pour tout point ¢ de X, on obtient des opérateurs ¥(Q) (resp. ¥*(Q))
déﬁni.s sur det L et ) va.l.eurs dans 'det| L{P—Q) (resp. d.et;L(Q_P)). On
établit des relations d’anticommutation entre 9 et ¥* qui permettent de
donner des démonstrations de la formule de Fay. En effet si on considére
un élément w de la fibre det|; de det au dessus de L, on peut calculer
Y(Py) - Y(Py) - ¥*(Q1) - - - ¥*(Qn)(w) de deux facons différentes :

« en remarquant que ceci s’exprime en fonction de 0(L(}_ P, - Q;));

o en utilisant les relations d’anticommutation entre 1 et 1*.

Par la premiére méthode on obtient une expression symétrique en
les P; et en les @;, alors que par la seconde l’expression obtenue est
antisymétrique. Une relation entre deux telles expressions, comme par
exemple la formule de Fay, est appelée formule de bosonisation et exprime
une dualité entre particules “fermioniques” et particules “bosoniques”.

1. Déterminants de complexes

1.1 Rappels d’aprés Knudsen-Mumford.

Soit S un schéma ncethérien, on note Pg (catégorie des Og—modules
inversibles gradués) la catégorie dont les objets sont les couples (L, )
ol L est un Og-module inversible et a est une application continue
S — Z et dont les morphismes (L,a) — (M, 3) sont les morphismes
de Os-modules v : L — M tels que a(z) # B(z) = u, = 0. Dans
cette catégorie on définit un produit tensoriel par (L,a) ® (M,B3) =
(L® M,a+ ). On dispose alors d’un isomorphisme de symétrie ¥ s :
(Lya) ® (M,B) — (M, ) @ (L,a) (isomorphisme de Koszul), défini sur
des sections locales par ¥(£®m) = (—1)**m ® £. En général on notera L
le faisceau gradué (L, o) et de méme on écrira 9 & la place de ¥ . Enfin
on appellera dual (& droite) de L un faisceau inversible gradué L~! muni
d’un accouplement u : L ® L™ — Og. Si L’ est un dual de L & droite,
il peut étre vu comme un dual & gauche en considérant le morphisme

'L Lol - 0.

ToME 118 — 1990 — n° 3



FIBRE DETERMINANT 317

L’utilisation des faisceaux inversibles gradués nécessite une certaine
prudence. Ainsi, si (L;,a;);cr est une famille de faisceaux inversibles
gradués, on ne peut pas définir de fagon canonique le produit tensoriel
®;c1(Li, ;). Dans les cas que nous considérerons, de telles familles seront
indexées par des ensembles {1,...,n} et le produit tensoriel sera défini

par
n—1

é(Li,ai) = (®(Li,ai)) ® (Ln,an).

=1 i=1

Dans ce cas on dispose d’un isomorphisme canonique (défini par récur-

rence)
®(L’ia ai) —_N—’ (® Lia Z ai) .
i=1 i=1

i=1
Pour plus de détails sur ce sujet, on réfere & [19].

GROTHENDIECK a introduit ’idée d’associer de maniére fonctorielle &
tout complexe de Os-modules localement libres, son déterminant qui est
un Os-module inversible gradué. Plus précisément KNUDSEN et MUMFORD
ont montré ’existence d’un foncteur déterminant dont la formation com-
mute au changement de base det : Cisg — Piss ou Cisy est la catégorie
dont les objets sont les complexes bornés de Og-modules localement libres
et les morphismes sont les quasi-isomorphismes de complexes et Pisg a
pour objets les objets de Pg et pour morphismes les isomorphismes de Pg.

1.1.1. — Le déterminant d’un complexe quelconque
F*=(-- — Ft —, pitl — )

est défini par :

max 1 [3
det(F*) = (®(/\ F) F'))
en convenant que det(0°) = Og. On omettra désormais d’écrire le
terme x(F*). Remarquons qu’on dispose d’un accouplement canonique
(6) det(F*) ® det(F‘ [1]) — Og

qui fait de det(F*[1]) le dual de det(F*) et qui est défini par :

@(rxx Fi)(—l)i® ®(n}§x Fz')
@A) e (Ar) ™) —os

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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318 F. DUCROT

1.1.2. — Si0 — E* - F* A, G* — 0 est une suite exacte de

complexes, on définit alors un isomorphisme i,5 : det(E®) @ det(G*) =
det(F*) par :

det(E*) ® det(G*) ®(H}\E) v ®®(H7\XG’) -V
i€l i€l
¥
) Q(AreAa)”
1€
®(iak5k)(_1)k
N
®(/\ F) U det(FY)
i€

ou les isomorphismes iakg,c sont les isomorphismes classiques déduits des

suites exactes 0 — EF 25, b B5, gk __, 0

Ces isomorphismes permettent de définir par dévissage un isomor-
phisme canonique

max

(8) det F* ~ Q( N\ H' F‘)_)i

i€l

dans le cas ol la cohomologie de F'® est localement libre.

1.1.3. — Le déterminant d’un quasi-isomorphisme est plus difficile a
définir. Signalons en seulement les propriétés qui nous seront utiles :

¢ Si F* = (F° — F') est un complexe acyclique, le déterminant du
quasi-isomorphisme nul 0 : F'* — 0° est décrit par

max max 1

det(F*) = (A F°) e (\ F')
detu®1 (/\ F1> ® (H;ix F1>-1 . 05.
o 43 est fonctoriel pour les morphismes de suites exactes de complexes

ToMmE 118 — 1990 — ~° 3



FIBRE DETERMINANT 319

dont les composantes sont des quasi-isomorphismes : pour un tel mor-
phisme

0 — F % ¢ 2, m o
e [ » [
o B8

0 N FI. - GIO - HI. —_ 0

le diagramme suivant est commutatif :

Tap

det F* @ det H* ——— detG*

9) det A®detul l det

lalﬁl

det F'*@det H®* —— detG'*®

o Si F* (et donc G*) est & cohomologie localement libre, le déterminant
du quasi-isomorphisme F'* — G* est donné par :

det(u) = ® det (Hi(u))(_l)i.

1€l

1.1.4 FExtension aux catégories dérivées. — La définition du détermi-
nant d’un complexe s’étend aux complexes parfaits et aux quasi-isomor-
phismes entre de tels complexes. De plus, pour tout triangle distingué de
complexes parfaits & cohomologie parfaite A : X* — YV* — Z° —
X*[1] il existe un isomorphisme ip : det X* ® det Z* — detY® qui
généralise celui associé aux suites exactes courtes de complexes.

Si X % S est un morphisme propre, les constructions précédentes

permettent de définir pour tout O x-module cohérent F plat sur S, un Og-
module inversible gradué det Rp,F dont la construction est fonctorielle
pour les isomorphismes de O x-modules. De plus si

0—F - 5SFL o

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



320 F. DUCROT

est une suite exacte de Ox-modules cohérents et plats sur S on obtient
un isomorphisme canonique :

~

det Rf.F' ®s det Rf,.F" —— det Rf,F
qui est fonctoriel pour les isomorphismes de suites exactes.
1.2 Questions de signe.

1.2.1 Rotation d’un triangle. — En considérant le diagramme des neuf
suivant

0O — Z2° —— 7°* —
| | |
X'l — X°[1] — 0 —

l l l

dont la premiere ligne est constituée d’un triangle distingué A et la se-
conde colonne est le triangle distingué p(A) obtenu par rotation d’un tiers
de tour & partir de A, on obtient ([6], 4.1.4) un diagramme commutatif
qui exprime la compatibilité entre ia et i,a)

[ 1
det X* @ det Z° @ det X*[1] —221,  detV* ® det X*[1]
(10) '/’J' l ip(a)
det X* ® det X*[1] @ det Z* —— det Z°.

1.2.2 Déterminant du complexe dual. — Pour tout Os-module loca-
lement libre L, on notera LY = Hom(L,0s). Si A* = (- —

At 25 A1 ...) est un complexe de Og-modules localement libres,

RHom(A*,Os) est représenté par le complexe

(A’)V dzéf Hm(A.,Os) = ( e — BZ _v_l) Bi+1 .. )

ToME 118 — 1990 — ~° 3



FIBRE DETERMINANT 321

ol B® = (A7%)V et ou v¢ est 'application duale de (—1)(itDy =1, Or
on dispose classiquement pour tout Og-module localement libre V d un

accouplement de dualité A" (V) @ A" (VV) — Os défini sur des
sections locales par

(V1 A Avp) @ (V7 A=+ Avy) +— det (0] (v5))), . "
On en déduit un accouplement de dualité

(11) det((4*)Y) ® det(4*) — Os.

Les deux accouplements (6) et (11) induisent un isomorphisme canonique
(12) det(A*) ~ det(A°*V[1])

dont le lemme suivant décrit les propriétés :

LemMmE 1.2.3
i) Soit A : A* — B* — C* — A*[1] un triangle distingué de
complezes de Og-modules localement libres provenant d une suite exacte
et soit A’ : (C*)V[l] — (B*)V[1] — (A*)V[1] — (C*)V[2] le triangle
obtenu en appliquant a A le foncteur RHom( ,0s) et en effectuant une
rotation d’un tour (ce qui multiplie les fléches par —1). Alors le diagramme
suivant est commutatif & un signe (—1)X(ADX(C)FX(AT)+x(C*) preg,

det(A*) ® det(C*) —> det(B*)

|

det(C*) ® det(A*)

!

det(C*V[1]) @ det(A°V1]) -2 det(BV[1))

ii) Si X* est un compleze acyclique de Og-modules localement libres,
X*V[1] est aussi acyclique et le diagramme suivant est commutatif

det(X*) —— det(X*V[1])

\/
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322 F. DUCROT

Démonstration

i) Par dévissage, il suffit de considérer le cas ou tous les complexes
sont concentrés en degré 0. On regarde donc la suite exacte de Og-
modules localement libres 0 — A % B —5 C — 0 et sa suite

\%2 v
duale 0 — CV == BY == AY — 0. Le triangle A’ est associé &

la suite exacte 0 — CV[1] =, BY[1] =, AV[1]] — 0. 1l s’agit

donc de montrer que le diagramme suivant est commutatif au signe
(_1)rgA-’rgB+’rgA+rgB prés

max max m : 4
a a max ax 1"“’®2—vi.—u' max max

Nae Ace Acve ANA¥ ——— A Be A\ B
| |

max max

/\A@/\Av Og

ce qui se vérifie directement en appliquant ce diagramme & une section
locale de A" A@ A" C @ A" CY @ A" AV,

ii) Si X* est un complexe acyclique de longueur supérieure & 2, on
peut le scinder par une suite exacte 0 — Y* — X* — Z®* — O en
deux complexes acycliques de longueurs strictement inférieures. Comme
x(Y*) = x(Z*) = 0, il suffit d’apres i) de montrer le résultat pour Y*

N 7 \ U
et Z*. On se rameéne donc par récurrence a un complexe X* = (X° —

X1) de longueur 1. En posant X = A" X et X' = A" (X")V, il suffit
alors de vérifier la commutativité du diagramme :

@)e@hH™t — @le’) — X)e @)

det u®1 det(~u')®1

ce qui provient de I’égalité det u = det(u?). []
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2. Le faisceau Théta et sa section canonique.

2.1 Définitions. — Soit S un schéma ncethérien réduit et soit p :
X — S une courbe relative sur S, c’est-a-dire un schéma, relatif propre
et plat sur S, dont les fibres géométriques sont projectives, réduites et
irréductibles, de dimension 1 et de genre arithmétique g et soit L un
faisceau inversible sur X.

DEFINITION 2.1.1. — On appelle faisceau théta associé au faisceau L et
on note Oy, le faisceau inversible sur S :

O = (det Rp, L)L

Comme la dimension relative de X est 1, Rp.L est localement iso-
morphe 3 un complexe [E° — E'] de longueur 1 formé de faisceaux loca-
lement libres. Dans ce cas ©, se calcule par :

max _1 max
o.=(AE) es(A\E)

Supposons maintenant que L est de degré (g—1) dans les fibres. D’aprés
Riemann-Roch la caractéristique d’Euler de toute réalisation de Rp. L est
nulle. Pour toute réalisation E* = (E° - E') on peut donc définir un
morphisme de Og-modules det E®* — Og par :

max max -1 d max max 1
(AE)os (NE) == (A E)es (N ) —0s
Si E*® est un complexe acyclique, ce morphisme coincide avec le déter-
minant det0 du quasi-isomorphisme nul. La propriété de fonctorialité
du déterminant d’un quasi-isomorphisme entraine que ce morphisme est

indépendant de la réalisation de Rp,L choisie. Ceci définit donc une sec-
tion canonique de ©p,.

DeriNiTION 2.1.2. — On note 8 la section canonique de ©@p ainsi
construite, c’est la section théta associée a L.

REMARQUE 2.1.3. — Par construction ©p et 6 sont invariants par
changement de base puisque la formation du déterminant de I'image
directe dérivée commute au changement de base.

2.2 Réalisations explicites.

Soit D un diviseur de Cartier effectif relatif tel que R'p,L(D) = 0. On
en déduit que p.L(D) est localement libre, de plus comme D est fini et
plat sur S, p.(L(D)p) est localement libre.
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LeMME 2.2.1

a) Rp.L est canoniquement isomorphe au complere de faisceauz
localement libres :

(13) p«L(D) — p.L(D)|p

placé en degrés 0 et 1, et dont la fleche est donnée par le morphisme
restriction.

b) ©y est canoniquement isomorphe @

max

_1 max
(Ar.LD) & (Ap.LD)p),
et 8y, correspond par cet isomorphisme au déterminant du morphisme (13).

Démonstration
a) En considérant la suite exacte

0— L — L(D) — L(D)|p, —0
on obtient un quasi-isomorphisme entre complexes placés en degrésOet 1:
(14) (L — 0) 25 (L(D) — L(D))p).

Or Rp. L est par définition la limite directe lim (p,F*), ou F'* parcourt le

systeme inductif {L LR F*} des complexes de faisceaux quasi-isomorphes

a L; on obtient donc un morphisme canonique dans la catégorie dérivée
D(S):

(pL(D) — p.L(D) p) — Rp.L.

Comme, d’apres les hypotheses, L(D) et L(D),, sont acycliques pour le
foncteur p,, le morphisme (9) est un isomorphisme dans D(S).

b) Ceci provient immédiatement de a) et de la définition de ©f et
de OL- D

De méme, soit E un diviseur de Cartier relatif effectif tel que
p.L(—E) = 0 et que R'p.L(—E) soit localement libre, en considérant
la suite exacte

(15) 0 — L(-E) — L — L|; — 0,
on obtient le :
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