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SUR LES MODULES LINÉAIREMENT COMPACTS

PAR

BERNARD BALLET

[Marseille]

RÉSUMÉ. — L'objet de cet article est d'étudier les modules linéairement compacts
pour la topologie discrète (en abrégé Icd) sur un anneau noethérien local complet (A, m).
Dans le cas intègre, on montre que si la dimension de A est plus grande que 1, A^ n'est
jamais un A-module Icd pour tout x non nul dans m. Dans le cas général, la structure
d'un A-module Icd M, dont l'assassin est réduit à un seul élément p, dépend de la
profondeur de p : si p == m, M est artinien; si profp > 1, M est de type fini, et si
prof p = 1, M s'écrit sous la forme N + P, où N est de type fini, et P = Pp est un
Ap-module de longueur finie.

Introduction

En accord avec BOURBAKI ([2], chap. 3, § 2, exercice 15), on dira qu'un
module M sur un anneau A est Icd si toute famille filtrante décroissante
de translatés de sous-modules a une intersection non vide ou, ce qui
revient au même, si M est complet pour toute topologie linéaire.

Les anneaux commutatifs Icd sont des produits directs finis d'anneaux
Icd locaux, et un anneau Icd intègre est donc local. On ne connaît actuel-
lement essentiellement que deux classes d'anneaux commutatifs Icd :
les anneaux semi-locaux complets ([2], chap. 3, § 3, exercice 5) et les
anneaux de valuation maximaux pour la relation d'extension immé-
diate [5]. Si (A, m) est un anneau local de l'une des deux classes, et
E l'enveloppe injective du A-module A/m, on sait que A ̂  End^ E
([7], th. 3.7, et [6], th. 9) et on en déduit que le foncteur Hom^(., E)
réalise une dualité de la catégorie des modules Icd avec elle-même
([3], chap. V, th. 5.9); en particulier, tout A-module Icd M est E-réflexif,
i. e. l'homomorphisme canonique M -> Hom^ (Hom^ (M, E), E) est
bijectif, cette dernière condition caractérise d'ailleurs les modules Icd»
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Si A est un anneau de valuation maximal de corps des fractions K;
il résulte de MATLIS ([6], th. 4) et BOURBAKI ([2], chap. 3, § 2, exercice 20)
que M est un module Icd si, et seulement si, M est isomorphe à un sous-
module d'une somme directe finie de modules de la forme Kjl, où 1 est
un idéal de A. Tout ce qui suit est donc consacré à l'étude du cas
noethérien.

I. — Étude des algèbres Icd sur un anneau intègre A

Premier cas : dim A ̂  1.

PROPOSITION 1. — Soit A un anneau noethérien intègre, K = Fr (A).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Toute sous-A-algèbre de K est semi-locale.
(2) I I existe x ^- 0 dans A tel que A.^ soit un anneau semi-local et que

tout idéal premier ne contenant pas x soit de hauteur ̂  1.
(3) A est semi-local, et dim A ̂  1.
(4) I I existe x -^- 0 dans A tel que A^ soit un corps.

L'équivalence de (3) et (4) est un corollaire du « Hauptidealsatz » de
GROTHENDIECK ([4], chap. 0, cor. 16.3.3).

(3) =.> (2) est trivial.
(2)=>(4) est évident si A.^ = K, sinon soient mi, m^, . . . , mn les

idéaux maximaux ^ 0 de A^, et p , = m ^ n A . Les idéaux premiers
minimaux de l'anneau A/A x sont en nombre fini, soient q^, q^, ..., qr
leurs images réciproques dans A. Comme les pi sont de hauteur ^ 1,
il est clair que tout idéal premier non nul de A contient l'un des idéaux pi,
ps, . . . , pn; <7i, q», . . . , <^. Soit alors y ̂  Oep i .pa . . . .pn.qi.q2... .^r.
(0) est le seul idéal premier de A ne contenant pas y, et Ay est un corps.

(1) ==> (3) : si on avait dim A > 1, soit p de hauteur 2 dans A de sorte
que Ap est de dimension 2. Soit xç.p Ap, alors (Ap)x est une sous-A-algèbre
de K, donc semi-locale, et dans Ap, tout idéal premier ne contenant pas x
est de hauteur ̂  1, il résulte donc de ce qui précède que dim Ap ̂  1,
ce qui est absurde.

(3) =» (1) : il résulte du théorème de Krull-Akizuki ([2], chap. 7, § 2,
n° 5, prop. 5) que la clôture intégrale A' de A est un anneau de Dedekind
semi-local. Soient B une sous-A-algèbre de K, et C la A'-algèbre engendrée
par A' et B. Comme C est entière sur B, il suffit de montrer que C est
semi-locale. Si mi, m.,, . . . , mn sont les idéaux maximaux de A', alors
C === C\?=i Cm,' Comme pour tout i, A'^ est un anneau de valuation
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discrète, les idéaux de Cm,, qui sont en particulier des sous-A^ modules
de K, sont totalement ordonnés et C, étant donc une intersection finie
d'anneaux de valuation, est un anneau semi-local ([2], chap. 6, § 7,
n° 1, prop. 2).

COROLLAIRE 1. — Sous les mêmes hypothèses, pour que toute sous-
A-algèbre de K soit locale, il faut et il suffît que A soit un anneau local
unibranche de dimension ̂  1.

En effet unibranche veut dire que la clôture intégrale A' est un anneau
local, donc de valuation discrète si dim A ̂  1.

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau local noethérien intègre complet.
Pour que K soit un A-module Icd, il faut et il suffit que dim A ̂  1.

Si K est A-lcd, toute sous A-algèbre de K est locale et la nécessité
résulte du corollaire 1. Inversement, il existe, d'après les théorèmes de
Cohen, un sous-anneau B de A qui est un corps ou un anneau de valua-
tion discrète complet tel que A soit une B-algèbre finie; si L = Fr (B),
K est un L-espace vectoriel de dimension finie et, comme L est -B-lcd,
K l'est aussi, et il est a fortiori A-lcd.

Deuxième cas : dim A > 1.

PROPOSITION 2. — Soit A un anneau noethérien intègre local complet
de dimension > 1. Alors, pour tout xçm et non nul, A.r n'est pas un
A-module Icd.

Nous allons faire une récurrence sur dim A à partir de dim A == 2.
Dans ce cas, si A.r était un A-module Icd, ce serait un anneau local et
comme tout idéal premier ne contenant pas x est de hauteur ̂  1, il résulte
de la proposition 1 (3) que l'on aurait dim A ̂  1, ce qui est absurde.

Supposons maintenant avoir démontré la proposition quand

2 ̂  dim A < k,

et soit A de dimension k. Comme A.z. 7^ K, soit p un idéal premier non
nul ne contenant pas x. Deux cas sont possibles :

(a) prof p ̂  2.

Alors 2 ̂  dim A /p ̂  k—1 et, comme l'image canonique x de x
dans A/p n'est pas nulle, il résulte de l'hypothèse de récurrence que
(A/p)^ n'est pas A/p ou A-lcd, donc A.r n'est pas A-lcd sans quoi
A:rlp A,^. === (A/p)^. serait A-lcd.
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(P) p rofp<2 .
Alors prof p = 1 puisque p -^ m. L'idéal A x n'est pas m-primaire,

sans quoi A/A x serait de longueur finie, et on aurait dim A ̂  1, soit
donc q un idéal premier différent de m et contenant x. Comme prof p == 1,
p <!: q et p <t y/A x, donc il existe u ̂  y/Air, et u e p ; en particulier, a;^ \j~A~à.
Considérons alors la A-algèbre A' == A [ulx]cA^ L'idéal m A' est
propre; sinon on aurait une relation de la forme 1 = p. + À u/^, où ^e/n,
soit :r71 (1 — ^) = À u et, comme 1 — pi est inversible dans A, .rey/ATu,
ce qui est exclu. Si A^ était A-lcd, A' le serait aussi, et A' étant noethérien
et local serait séparé et complet pour la topologie m A'-adique; comme
A'Im A' est alors un A/m espace vectoriel Icd, il est de dimension finie,
et A' est un A-module de type fini puisque A est séparé et complet
par hypothèse; ainsi ujx est entier sur A, et on a une relation de la forme

ii71 JJn—^ jî^+^^-.+...+^-1^+^-0,

d'où u e \JA x, ce qui est exclu. Donc A^ n'est pas A-lcd.

II. — Le théorème de structure

LEMME 1. — Soit A un anneau noethérien. Pour tout idéal premier p,
soit Ep V enveloppe injectiue du A-module A/p. Alors, pour tout A-module M,
V enveloppe injectiue E (M) de M s'écrit de façon unique sous la forme

E(M)=@p^^ME^M\

où les cardinaux ^ (p, M) sont non nuls. Si M est Icd, alors Ass^ M est
fini ainsi que les cardinaux p. (p. M).

La première assertion résulte de ce que les injectifs indécomposables
sont les Ep, que tout injectif est somme directe d'injectifs indécompo-
sables, et que Ass^ Ep == { p } ([7], th. 2.4 et 2.5). La deuxième résulte
du fait qu'il ne peut y avoir de somme directe infinie de sous-modules
non nuls dans M. Ainsi si M est Icd, Ass^ M est fini, et il résulte de [2]
(chap. 4, § 1, n° 1, prop. 4) que M admet une suite de composition finie

Mo = (0) cMi c . . . cMn-i c . . . cMn == M

telle que, pour tout i, Ass^ (M,/M,_i) soit réduit à un seul élément
On est ainsi ramené à étudier les modules Icd dont l'assassin est réduit
à un élément.
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THÉORÈME. — Soient (A, m) un anneau noethérien local complet, M un
A-module Icd tel que Ass^ M = { p }. Alors :

(i) si p = m, M est un A-module artinien, sous-module d'un En,
où E est l'enveloppe injectiue de Afm;

(ii) si prof p > 1, M est un A-module de type fini;
(iii) si prof p = l e t \ i i p ^ l , M s'écrit sous la forme M = N + P,

où N est de type fini et où P == Pp est un Ap-module de longueur finie.
Ep n'est pas Icd;

(iv) si prof p = 1 et ht p = 0, alors Ep est A-lcd et M est un sous-
module d'un E'p.

Inversement, tout A-module M vérifiant l'une de ces quatre conditions
est Icd.

(i) résulte du lemme et du fait que E est artinien ([7], th. 4.2).
(iv) : On sait que Ep est un A^-module et en tant que tel c'est l'enve-

loppe injective de A p l p Ap ([7], th. 3.6), comme ht p == 0, Ap est un anneau
artinien et Ep un A^-module de longueur finie, il suffit donc de montrer
que Ap est A-lcd : or A p l p Ap est le corps des fractions de A/p, il est donc
A-lcd puisque dim A/p = profp = 1 (prop. 1, cor. 2) et, pour tout n,
(p ApYKp Ap)^ est un (Aplp A ̂ -espace vectoriel de dimension finie,
donc un A-module Icd, l'assertion en résulte, par récurrence sur l'entier r
tel que (p ApY = 0, compte tenu de ([2], chap. 3, § 2, exercice 15 (c)).

(ii) : Soit a 4 p. L'homothétie de rapport a dans M étant injective,
elle est surjective dans M* == Hom^ (M, £), et (M*)a est un quotient
de M* : il est donc Icd. On va montrer que Q == (M*)a = (0). Supposons
en effet le contraire, comme E est un cogénérateur injectif, il existe cp non
nul, cp : Q -^ E, d'où

qT : Hom^ {Q, Q) -^ Hom^ (Q, E)

et
9' : Aa -> Honu, (Ç, Q) -> Hom^ (Q, Q) ̂  Honu (Q, E)

où les deux premières flèches sont canoniques. Comme Hom^ (Q, E)
est Icd, il en est de même de A^/ker cp', or si u e Aa, u^pAa, alors Q = u Q,
et cp' (u) [Q] = 9 (u Q) = cp (Ç) 7^ 0, donc u^ker cp', et il en résulte
ker cp' cp Aa, mais ceci entraîne que Aalp Aa est A-lcd ce qui est absurde
puisque Aalp Aa == (A/p)a et que dim A/p > 1 (prop. 2). Ainsi Q = (0),
ce qui prouve que a e Hf^i qi, où q^ Çs, ..., qn sont les idéaux de Ass^ M*,
et on a (m — p) c rV=i ç» d'où

m =pu(m —p)cpu(n?==i^)
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et comme met?, mcqi, V i, et m = g;, V i == 1, . . . , n; M* est donc
artinien d'après (i), sous-module d'un En, M** == M est donc quotient
d'un Hom^ (£71, £) == A" : il est bien de type fini.

(iii) II nous faut d'abord énoncer un lemme.

LEMME 2. — Si Ass^ M == p -^ m et Ass^ M* = q -^ m, alors p == q,
prof p = prof q = 1 et M est un Ap-module de longueur finie.

Soit a e S == (A — p) n (A — g), l'homothétie de rapport a dans M
(resp. M*) est injective (resp. surjective), elle est donc bijective dans M
et M*, puisque M** == M, et M et M* sont deux (S- ̂  A)-modules.
A tout homomorphisme non nul ^ : M -> E associons, comme en (ii), un
homomorphisme çp',

cp' : S-1 A -> Homs-^ (M, M) -> Honu (M, M) -^ Hom^ (M, £),

ker cp' est (S~1 ç)-primaire puisque

Asss-^ (S-1 A/ker cp')cAss^-i^ M* = S-1 g

en particulier, ker cp' c S~1 g, donc S-1 A/S"1 g est A-lcd, puisque quotient
d'un sous-module (S-1 A/ker q/) d'un module Icd (M*). Comme p et q
sont différents de m, il existe

x e (m — p) n (m — q) C S et S-1 A/S-1 g = S - 1 (Afq) 3 (A/g),^;

(Alq)x est donc Icd, ce qui entraîne que prof q = 1 (prop. 2). De même,
prof p = 1 et S~1 p, S-1 g sont les idéaux maximaux de l'anneau semi-
local S~1 A. Ceci étant, M est (S~1 A)-lcd et Assj-i^ M == S"1 p, donc M
est un sous-(S~1 A)-module d'une somme directe finie de copies de
l'enveloppe injective du (S~1 A)-module S"1 A/S-1?; or ce module est
artinien, car S~1 p est maximal ([l], chap. I, prop. 1.8), et M est lui
aussi S~1 A-artinien.

Je dis maintenant que M est séparé pour la topologie (S ~1 ç)-adique;
soit M' =n/T^o (S~1 qY M; si on avait M' ^ } 0 j , on pourrait choisir
cp : M -> E tel que 9 (M') ̂  0, mais comme il existe n tel que

ker 9' 3 (S-1 qY1, cp ((S-! qY M) = 0 et 9 (M') == 0,

ce qui est absurde. Comme M est S~1 A-artinien, la topologie (S-1 g)-adique
est discrète, et il existe n tel que (S-1 q)" M == q" M == 0, donc q c p
et p = q puisque prof (7=1. Ainsi S = (. p, M == Mp est un (A^/(p A/,)")-

module artinien, il est donc de longueur finie.
Démontrons alors (iii) : Ass^ M* contient au plus les deux éléments p

et m, soit en effet q -^- m, appartenant à Ass^ M*, il existe N' c Af*
tel que Ass^M*/N' == | g { , mais à cause de la dualité, il existe Ne M
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tel que Hom^ (MIN, E) = N\ d'où M*/N' = Hom^ (N, E); N est donc
tel que Ass^ (N) = { p } et Ass^ N* = { ç j, d'où p = q d'après le lemme.

Trois cas sont donc possibles :

Ass^ M* = { p, m j, Ass^r M* == { p } et Ass^ M* == { m }.

Le dernier cas a été vu en (i), et le premier se ramène au second, car
il existe Ne M tel que Ass (M I N ) * = { m ;, Ass N* = { p }, donc M/N
étant de type fini, on peut écrire M = N + P, où P est de type fini,
enfin, dans le second cas, on est dans les conditions d'application du
lemme.

Si ht p ̂  1, Ep n'est pas Icd, car s'il l'était son annulateur contiendrait
une puissance de p et comme il est d'autre part A^-fidèle, p Ap serait
niipotent et p serait minimal dans A, ce qui contredit htp^ 1.

Les réciproques des assertions (i), (il) (iii), (iv) sont évidentes.

COROLLAIRE. — Soit A un anneau local complet noethérien intègre de
dimension > 1, M un A-module sans torsion. Pour que M soit Icd, i7 faut
et il suffit qu'il soit de type fini.

En efîet, Ass^ M == { (0) { .
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