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FLOTS SUR LE TORE ET NOMBRES DE ROTATION

PAR

JeEan-Marie STRELCYN

REsUME. — Soit sur le tore 7% un champ de vecteurs X de classe C*, 2 < k = o0,
sans orbites compactes. Soit K une courbe simple fermée de classe C*, transversale
au champ X. Le premier retour dans K selon les trajectoires de X induit un homéo-
morphisme de K sur elle-méme. La relation entre les nombres de rotation des homéo-
morphismes, correspondant 4 deux courbes K, et K,, est étudiée. La structure des
trajectoires du champ X est utilisée. Un corollaire permet d’éviter une certaine
dissymétrie dans la théorie de la linéarisation du champ X.

1. Introduction

Nos notations concernant les champs de vecteurs sont les mémes que
celles de HELGASON [7]. On note T2 = R?|Z? le tore & deux dimensions.
T2 peut étre identifié avec le produit de deux cercles :

T =8'x8={(p,q);p=e"q=e",x,yecR}|.

Siz=(p,q)eT? les = et les y tels que p = e*™*, ¢ = e*™» ne sont
pas définis d’'une maniére unique mais seulement modulo 1. Néanmoins,
chaque point du tore T? admet un voisinage dans lequel on peut choisir
les valeurs de x et y comme les fonctions de la classe C*. Malgré le fait
que z et y sont définis seulement modulo 1, on peut traiter x et y comme
le systéme de coordonnées sur T2

On peut donc dire que les fonctions x et y forment un systéme de
coordonnées. En général, nous dirons que les fonctions u (z) et v (2),
définies sur 72, forment un systéme de coordonnées de classe C, s’il
existe un difféomorphisme ® de classe C* de T2 sur lui-méme te
qu’on ait

u@@ ==z (@) et () =y @ (2) pour zeT:
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Si (u, v) est un systéme de coordonnées sur 7, on définit

K (u,v)={(v);v=0]} et K,(uv)={@wv)y;u=0}.

Il est évident que les courbes K, (u,v) et K, (u, v) sont des cycles
non homologues a zéro, et que leurs classes d’homologie engendrent le
groupe H, (T?, Z) = 2.

Si X est un champ de vecteurs de classe C! sur 77, et si ze T2, nous
notons { ¢, (2); te R} la seule trajectoire de X qui passe par z, telle
que ¢, (2) = z et ¢, (z) = X (9, (2)). Nous désignons par { ¢, } le flot induit
par X sur T2 Dans ce qui suit, nous ne ferons pas de distinction entre le
systéeme d’équations différentielles dz/df = F (z, y), dy/dt = G (z, y) et
le champ de vecteurs F (z, y) d/dx + G (z, y) d/dy. Soit ze T?, et soient A
et o respectivement un vecteur et un covecteur tangents en z, alors
{ A, » > désignera la valeur de » sur A.

Considérons, sur le tore T2, un champ de vecteurs X de classe C,
1 Zk < oo, sans orbite compacte (c’est-a-dire sans point singulier et
sans orbite fermée). On sait bien ([6], [11]) que, sous ces hypothéses,
il existe sur le tore T une courbe simple fermée K, de classe C, et trans-
versale au champ X. On sait aussi que chaque demi-trajectoire
{9:(2); >0} de X coupe K une infinité de fois. On appelle les
courbes comme ci-dessus courbes de Siegel pour X (resp. pour le flot
induit { ¢, }).

Soient g€ K, et £ (9) > O le plus petit nombre positif tel que ¢, (¢9) € K.
L’application Tk (9) = ¢¢(5) (9) est un homéomorphisme de K. On peut
donc parler du nombre de rotations de Tx ([4], [6]). Le champ X étant
donné, ce nombre ne dépend que de K, et sera noté pg. On sait que,
sous nos hypothéses, px est toujours un nombre irrationnel ([4], [6]).

Dans cette Note, nous étudions la question suivante : soient K et L
des courbes de Siegel pour le champ X. Comment sont liés entre eux
les nombres px et pr ?

Sous les hypothéses que le champ X et les courbes K et L sont de
classe C?, nous donnerons dans le théoréme 1 la réponse compléte.

A. B. Katok [Moscou] a bien voulu nous indiquer qu’il sait démonter,
selon une méthode entiérement différente de la nétre, un théoréme plus
général que le théoreme 1.

TutorEME 1. — Considérons sur le tore T? un champ de vecteurs X
de classe C*, sans orbite compacte, et soient K et L deux courbes de Siegel

pour X de classe C*. Il existe alors une matrice <‘g g>, ol A,B,C,DeZ
et AD — BC = =+ 1, telle qu’on ait

pr = (A + B px)/(C + D px).
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Dans les probléemes de linéarisation du champ X ([2], [8], [12], [13]),
la classe de nombres

:m,:{xen; 3C@)>0, Vp,qu,q#O:'x—§I>C(x)/|q[5§,
s> 2,

joue un rodle essentiel. Il est évident que, pour un se R arbitraire, les
éléments de o, sont des nombres irrationnels. Comme conséquence
du théoréme 1, on obtient le corollaire suivant :

CoroLLAIRE 1. — Soient K et L avec la méme signification que précé-
demment. Alors, pour chaque s€ R, px€ N, si, seulement si, p; € IN,.

La démonstration dut héoréme 1 est basée sur le théoréme 2 (cf. [1], § 3).

THEOREME 2. — Considérons sur le fore T* le systéme d’équations (diffé-
rentielles) :
dx/dt = F (z, y),
) (

dyldt = G (z, ),

ot F, GeCt(T?,2 Lk L. Supposons le systétme (1) sans orbite
compacte. Soit K une courbe de Siegel de classe C* pour le systéme (1) [¢’est-a-
dire pour le champ de vecteurs X (z,y) = F (z, y) 0/dx + G (z, y) 9/dy].
Il existe alors un difféomorphisme ® de classe C*—* du tore T* sur lui-méme
tel que, dans le systéme de coordonnées u (z) = x (® (2)), v (z) = y (P (2)),
le systéme (1) prenne la forme

o du/dt = A (u,v) >0,
@ dy/dt = B (u, v)
et K={(uv);u=0}=K, (u0v).

Le théoréme 2 comble aussi une lacune qui se trouve dans le dernier
paragraphe du livre de CoppiNngTON et LEVINSON [4]. Le théoréme 2
et le corollaire 1 nous permettent aussi d’éviter une certaine dissymétrie
dans la théorie des systémes d’équations différentielles (1) ([4], [12]).

Dans la démonstration du lemme 1 du paragraphe 2, nous nous servi-
rons du théoréme de Beboutov et Stepanov sur le changement de temps
dans les systémes dynamiques [3]. Du fait que ce théoréme n’est pas
facilement accessible dans la littérature, nous en donnerons ici I’énoncé.

THEOREME DE BEBouTOV et STEPANOV. — Soif M un espace métrique,
el soit g une fonction strictement positive et continue sur M. Soit | T,}
un flot continu sur M. Posons

s=s@=[ gIT. @]
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Pour chaque point peM, la fonction s (p,f) est sirictement croissante.
On peut alors parler d’une fonction inverse t =t (p, s). Définissons un
autre flot continu { R, } sur M par la formule suivante : R, (p) = T »,s (p)-
Supposons que v soit une mesure borélienne finie sur M, invariante par
le flot {T.}; gv est alors une mesure invariante finie pour le flot { R, }.

Je tiens 4 remercier H. RosENBERG et R. Roussarie pour l'aide trés
précieuse qu’ils m’ont apportée dans la démonstration du théoréme 2,
ainsi que J.-P. BourguieNoN, F. LaupEnBacH et Mme J. MAJERCZYK
pour leurs judicieux conseils & propos de ce méme théoréme.

Mes remerciements vont également & A. Avez qui a bien voulu relire
et corriger le manuscrit de cette Note.

2. La démonstration du théoréme 1

Considérons sur le tore T? le champ de vecteurs
X (x,y) = F (x,y) 0/ox + G (x, y) 0/dy.

Soit { ¢, } le flot induit par le champ X. D’aprés le théoréme classique
de Krylov et Bogoljubov [9], on sait qu’il existe au moins une mesure @
borélienne, invariante et ergodique par le flot { ¢, }, et normée. D’apres
le théoréme ergodique de Birkhoff, on a, pour toutes les fonc-
tions fe L (T2 p),

T
lim 1/T f f(o.@)dt = [ fdu, p-presque partout.
t> [) T2

(En réalité, la mesure p est unique [14] et, pour les fonctions continues f
sur T2, d’aprés [9], la convergence est uniforme pour le membre de
gauche dans le théoréme de Birkhoff. Mais ces résultats plus puissants
ne nous seront pas nécessaires.)

Dans ce qui suit, si nous considérons un systéme d’équations diffé-
rentielles sur 72, nous entendons, par mesure associée a ce systéme
d’équations, une mesure borélienne, normée, invariante et ergodique
par le flot induit par ce systeme d’équations.

Soit p» une mesure associée fixée pour le systéme d’équations (1).
Si nous considérons les cycles K, (z, y) et K, (z, y) comme une base

de H, (T R), les formes fermées dr et dy forment la base duale
dans H! (T, R). Calculons les nombres de rotations de GEL'’FAND et

PJATECKIJ-SAPIRO ([5] et [10]) pour le systéme dynamique (T2, i, { ¢;})
et par rapport a cette base. Nous reprenons ici le calcul fait dans [5].
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Soient ze€ T2 et o, = {9, (2); 0 L1 1,

1>+

lim l/tfdx — lim l/tft< or @), de (o, (2)) > dr

t
= lim 1/t f F (9, (2))dr = | Fdp, p-presque partout.
>+ o 0 T2
De méme,

lim 1/t | dy = f G dp, p-presque partout.
T2

1>+ %,

Si M et N sont des cycles dont les classes d’homologie entiére forment
une base de H, (M, R), les nombres de rotations de GEL'’FAND et

PJATECKIJ-SAPIRO associés 4 ces cycles (par rapport au flot { ¢, }) seront
notés respectivement A, (M, N) et 1, (M, N).

Nous voyons donc que, pour le systéme (T2, 1, { ¢.}), on a
A (K (z, ), K, (2, Y) =fF dp,
Vi
% (K. @, 9), K. (%, ) = f G dp.
T3

Soient L, et L, deux autres courbes simples fermées sur T?; supposons
que les classes d’homologie de L, et L, engendrent le groupe H, (T, R).
11 existe alors une matrice <(cz 3>7 oua b,c,deZ, e =ad—bc= +1,
telle qu’au sens de ’homologie, on ait

L1=(1K1+ng et L-2=CK1+dK2.

Les classes d’homologie réelles des courbes L, et L, forment une base
dans H, (T? R). 11 est facile de voir que les formes fermées

w, =c¢d.dv —cec.dy et w,=—cb.dr+ ca.dy

forment la base duale dans H! (T2, R) de la base formée par les classes
d’homologie de L, et L,. On calcule immédiatement

(3) { )\1 (L1, Lg) = 3 d.)\1 (K1, Kg) — & C.)\g (Ki, Ke),
)\2 (L1, Lz) = — ¢ b.)\1 (K“ KQ) + € a.;\z (K1, K‘z).
LemMmeE 1. — Considérons sur le tore T? le systéme d’équations diffé-
tentielles
@ dx[dt = A (z, y) > 0,
dy/dt = B (x, y),
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ot A, Be C (T?). Notons par { 3, } le flot induit par le systéme (4). Soit v
une mesure associée & ce systéme. Pour le flot induit par le systéme
d’équations différentielles

dz/ds =1,
dylds = B (z, y)/A (z, ),
A (z, y) v sera alors une mesure invariante et ergodique (borélienne et finie).

Démonstration. — Posons, dans le théoréme de Beboutov et Stepanov,
M=T, g () = A (2) pour zeT?, {T:} ={B: ).

Alors
s=s(zl) = f 4G @) dr.

Notons 67« (Z) = (iL‘ (l‘), ) (I')),

dx (t dx (t dt
(D) 2lDLY _ 4 @)y D 15g ST

parce que ds (z, f)/dt = A (z (), y (f)). De méme, on a

dy (t(s)) _ dy ({(s)) di(s) _ B x(t(s),y ().
ds dt ds Az TG), y )

Le lemme résulte alors du théoréme de Beboutov et Stepanov.

Lemme 2. — Considérons le systéme d’équations différentielles sur T* :
dx/dt =1,
®) _
dy/dt = H (z, y),

o1 H € C* (T?). Pour ce systéme, la courbe K. (z, y) est une courbe de Siegel.
Soit v une mesure associée au systéme (5). Alors

Pky(z,y) = | H dv.
T2

Démonstration. — Pour la commodité du raisonnement, il sera plus
pratique de traiter le tore T® comme une bande infinie

M={(@®y;0=r=1}

avec les identifications : (z,y) ~ (z,y + 1) et (0, y) ~ (1, y). Soit z, un
point de T? tel que

® Jim 1t B Gyt = [ Has,
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ou { v, } dénote le flot induit par le systéme (5). Il est évident que (6)
est satisfait pour tous les points de la trajectoire qui passe par z,. Du fait
que chaque trajectoire de (5) coupe K. (x, y), il existe alors un point
z2=1(0,0a),0 La <1, tel que

t
lim f H (. (@) dt = f Hdv.
t>+wo J 0

Soit T'; = {7, (2); 0 <r t}. Donc

lim YN [ dy=2% (K @ y), K (z, 5)) = f Hdv.
r T°

N>+ o
N

D’autre part,

N—1
lle dy=1/N2fdy, ol w={1@ik=r<k+1}
I‘]\/' k=0 %k

Notons 7' I'homéomorphisme de la droite réelle définie par les
conditions suivantes : T,z yyo T =T o T, ot 7 est la projection cano-
nique de R sur S* = R/Z et 0 =T (a) < 1,

[a=["" o w a-tm@-T0

Alors
- B
1imlf dy:fHdv: lim L@ —a
N%-coN F[V T2 N> wo N

Mais, par définition, cette derniére limite n’est rien d’autre que o,z ).
PK(x,y)

Nous pouvons enfin achever la démonstration du théoréme 1. Soit p
une mesure associée au systéme (1), et soient K et L deux courbes de
Siegel de classe C? pour le systéme (1). D’aprés le théoréme 2, il existe
un systéme de coordonnées (u, v) sur T? telle que le systéme (1) s’écrive
sous la forme

( duldt = A (u, v) > 0,
7 dv/dt = B (u, v)
et K = K, (u, v); il existe aussi un systéme de coordonnées (w, z) sur T*
tel que le systéme (1) s’écrive sous la forme

{ dw/dt = C (w, z) > 0,

dz/dt =D (w, z)
et L = K, (w, 2).
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Montrons que px = f Bdp / f A dp. Considérons le systeme d’équations
différentielles
du/dt =1,
dv/dt = B (u, v)/A (u, v).
D’apreés le lemme 1, on sait que la mesure v = A (u, v) / ( / A dp) N
<12

est une mesure normée, associée au systéme (7). D’aprés le lemme 2,
on a pour le systéme (6), I'égalité

B (u, v)
Px = 2 (1, 0 =f—————dv=de/ Adp-.
“ PK( ) TaA (u’ U) Vil P. Vil

De méme, on a p;, =fD d;.L/dep-. Alors

X (K (u, v), K, (u, v)) _ h (Ki(w, 2), K (w, 2))

KRG KRGy TR W) KW )

Z> ou a, b, ¢, deZ,

ad — bc = + 1 telle que, au sens de I’homologie entiére, on ait les
égalités

. . . a
Nous savons qu’il existe une matrice <c

K, (w,z) =aK, (u,v) + b K, (u, ),
K, (w, z) = ¢ K, (u, v) + dK, (u, v).

D’aprés les formules (3), on a donc

MWK W, 2), K,(w, 2)) = ed. (K, (u, ), K, (u, v))
— & ¢. )k (K (u, ), K, (u, v)),
L (K (w, 2), K, (w, 2)) = — & b.A (K, (u, v), K; (u, v))

+ ea.d (K, (u, v), K, (u, v)),
/
ol & = det(? 3)
Enfin

_ — bk (Ki(u, ), K, (u,0)) + aks (K, (u,0), K;(u,v))  —b+apx
L= am &K, W, v), K, (1, v)) — ¢k (K, (, ), K, (0, v)) ~  d —cpx

3. Démonstration du corollaire 1
La démonstration de ce corollaire découle immédiatement du théo-
réme 1 et du lemme suivant :

Lemme 3. — Soient a, b, ¢, deZ, ad —bc = + 1. Alors, pour
chaque seR : x€ N si, et seulement si, (a + bx)/(c + dx) e M.
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Démonstration. — 1l suffit de montrer que si « est un nombre irrationnel,
alors g N, si, et seulement si, (a + bx)/(c -+ dr)&m,.

Si x¢ M, il existe alors une suite de nombre r, — 0 et une suite de
fractions { p./¢.} ol pn, qr€Z, ¢, #0,n = 1,2, ... telles que

| & — (Pn/qn) | < Tl | @ I

Du fait que = est un nombre irrationnel, pour chaque couple fixé de
nombres entiers ¢ et d, on a ¢ + dxr # 0, et on peut supposer de plus

que ¢ + d (pn/qn) #0 pour n=1,2, ...,

a+br  agn+ bpn| [ qal.|(Pn/gn) — ]
¢ +dr  cq, +dp, | (¢ + dz) (cq» + dpn) |
P 9n (T 14 %) - Sn ,
= [(c +dx) (cg» + dpa) | |cqn+dpnl*

olt 8, = (ra/|c+dx|).|c + d(p/q) |*—!. Parce que
limr, =0 et lim (¢ + d(p./q,) = ¢ + dx,
n>w n> o
alors
a -+ bx

31;2 $, =0 et m & IO,

Inversement, supposons que ¢ = (a + bx)/(c + dr)gM,, ou a, b,
¢, deZ, ad — bc = + 1, alors £ = (— a + ct)/(b — dt) et, d’aprés ce qui
précede, x & On,.

4. La démonstration du théoréme 2

Considérons dans un ouvert GCR? un champ de vecteurs X de
classe C* 1 <k = oo, sans point singulier. Soit y: (0,1) - G un arc
de classe C* paramétrisé régulierement (i. e. vecteur vitesse 3 0), trans-
versal au champ X (resp. y : S — G une paramétrisation réguliere d’une
courbe simple fermée de classe C* transversale au champ X). Du fait
que y est transversale au champ X, il existe un ouvert G,, tel que
(v();0<s<1]cG cG (resp. tel que {y(s);s€S'}cG,cG) et
dans lequel chaque trajectoire de X coupe y exactement en un point.
Chaque point ze G, est alors représenté d’une maniére unique sous la
forme z = ¢, (Y (5)), o {eR, 0 < s < 1 (resp. s€ S'), et ol { ¢, } est le
flot induit par le champ X. On sait ([4], [6]) que I’application
(t, ) > ¢, (x) est de classe C*. Donc 'application (¢, s) — ¢, (v (s)) lest
aussi. On voit aisément qu’il existe un ouvert G,c G, contenant
{v(s); 0<s<1} (resp. contenant {7y (s); s€S*}) ou les fonctions
t=1(z) et s =s(z) forment un systéme de coordonnées de classe C*.
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(Dans le cas ol y est une courbe simple fermée, la fonction s (z) est
définie mod 1, mais comme précédemment pour le cas du tore, nous
traiterons (f, s) comme un systéme de coordonnées.) Nous appellerons
le systéme de coordonnées construit ci-dessus le systéme de coordonnées
canoniquement associé a I'arc paramétrisé réguliérement y (resp. a la
courbe simple fermée paramétrisé réguliérement). Dans ce systéme de
coordonnées on a évidemment

X = d/ot et vy={({s);t=0}

LemMe 1 [13]. — Considérons sur la surface du tore T> un champ de
vecteurs X de classe C*, 1 < k = o0, sans orbite compacte.

Soit K une courbe de Siegel pour X de classe C*. Il existe alors une
fonction réelle strictement positive he C* (T?) telle que si on désigne
par { .} le flot induit par le champ de vecteur h X, on ait ¢, (K) = K
(remarquons que les champs de vecteurs X et h X ont les mémes courbes
intégrales).

Démonstration. — Si ze€ K, nous désignons par T (z) le plus petit
nombre positif tel que ¢r) (z)€ K ot { ¢, } est le flot induit par le
champ X. Soit y:S* - K une paramétrisation réguliére de classe C*
de K. Utilisant le systéme de coordonnées canoniquement associé a cette
paramétrisation de K, on montre facilement que T (2) € C* (K). Il est
facile de voir que pour trouver la fonction h cherchée, il faut et il suffit
de trouver une fonction positive de classe C* sur le tore T2, solution
de I'équation intégrale suivante :

7(z)
1
1 f —Fdg =1 pour z€K.
0 o N9 (@)

Chaque ze K peut étre identifié au s€S! correspondant dans la
paramétrisation y de K. Par abus de langage, nous dirons que s€K,
et nous utiliserons la notation T (s) = T (y (5))-

L’équation (1) s’écrit alors sous la forme

1’ 1 dg =1
@ A0 R

0

Soit 1/h = H, I’équation (1’) prend alors la forme

(s)

1" H (¢4 (s)) dg = 1.
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11 faut trouver la solution H de (1”) telle que H > 0 et He C* (T?).
Introduisons le systéme de coordonnées canoniquement associé a la
courbe K, paramétrisée a l'aide de y. Considérons, dans un certain
ouvert U, homéomorphe 4 un anneau et contenant K, le systéme de
coordonnées (f, s) de classe C* tel que X =dfdf et K = {(t,s);t=0].

Soit @ > 0 un nombre assez petit pour que le cylindre
V=1{¢(K);0<b<al

soit dans U. Posons H|r_,» =m ou m est une constante telle que
0 < m < min,ex 1/T (s). L’équation (1”) est alors équivalente a

faH(t,s)dtzl —m(T () — a)

puisque ¢, (0, s) = (¢, s) pour 0 < { < a. Il suffit de déterminer H sur V.
Posons

H(t,s)=m+<<1 —mT(s))/fup(Ddt>p(t),

oup(HeC 0, a),p)>0,p(f)=0pour{{;0<tZaldet3/4at<al,
etf p()dt> 0.

H, définie comme ci-dessus, satisfait & toutes nos conditions. La démons-
tration du lemme suivant est laissée au lecteur.

LemME 2. — Soit X un champ de vecteurs de classe Ct, 1 £k £ o,
défini sur un ouvert G cR?, sans point singulier. Supposons que I'anneau
ouvert P, limité par deux trajectoires fermées de X différentes, appartient
a G, et que chaque trajectoire de X qui passe par un point z€ P soit fermée.
Soit A (2) la période de cette trajectoire. Alors A (z) € C* (P).

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme 2,

Soit X = F 0[ox + G 0]dy, X est un champ de vecteur de classe C*.
Désignons par ; ¢, } le flot induit par X; il est de classe C-.

Soit (u, v) le systéme de coordonnées dont il est question dans le théo-
reme 2. Remarquons que le systéme

{ dr/dy = h (z, y) F (x, ),
dy/dt = h(z, y) G (x, ),
ou heCt(T?), h> 0 s’écrit avec les coordonnées (u, v) sous la forme

du/dt = h (u, v) A (u, v) > 0,
{ dv/dt = h (u, v) B (u, v).
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D’aprés le lemme 1, on voit donc que, sans restreindre la généralité,
on peut supposer au départ que, pour le champ X, on a ¢,(K) = K.
Soit pe S, alors p = e**#, posons «, = 9, (K). r n’est pas défini d’une
maniére univoque, mais a, est bien défini. Il est facile de voir que, pour
chaque £, les courbes simples fermées «, de classe C* sont transversales
au champ X. Soit V = U, /<1 9» (K) un ouvert. Considérons sur K
le champ S de vecteurs tangents non nuls de classe C*. Nous prolon-
gerons ce champ sur V de la maniére suivante : si we V, alors w = ¢, (2)
ou|r|<1/2et zeK; r et z sont définis d’'une maniére unique. Défi-
nissons Y, w) = [(d9,) ()] (S (2)); Y, est un champ de vecteurs de
classe C**. De la méme fagon, nous définissons le champ Y, sur ’en-
semble U,_, <1 ¢-(K) = T2 Le champ Y, peut étre discontinu sur K.
Soit ¢ une fonction & support compact dans C* (V), 0 = g <1, telle
qu’il existe un ouvert W tel que KcWcV et ¢, = 1. Posons
Y,=9Y, +(Q—¢g) Y, Alors Y;(2)20 si zeT? et Y, est de
classe C*—!. Les trajectoires de Y, sont précisément les courbes «,, p € S*.
Nous désignons par C (p) la période de «,, olt «, est considéré comme
une trajectoire de Y,; C(p) > 0. Si z€a,, on pose C (z) = C (¥).

On a, d’aprés le lemme 2, C (z) e C** (T?). Soit Y () = C (2) Y; (2)
pour z€ T,. Y est un champ de vecteurs de classe C*—'. La période de a,
considéré comme une trajectoire de Y, est égale a 1.

LemuMmE 3. — Il existe une courbe simple fermée L de classe C*, trans-
versale au champ Y, el telle que L coupe chaque courbe o, précisément
en un point.

Démonstration. — Soit z€ K. Considérons la demi-trajectoire positive
de X qui passe par z. Désignons-la par I (f); T ()e K, I' (1) # z =T (0)
du fait que le champ X n’admet pas des trajectoires fermées. Utilisant
les systémes des coordonnées canoniquement associés aux arcs trans-
verses 4 K (par rapport au champ Y), on peut facilement trouver une > 0
tel que, pour chaque d, 0 < ¢ ¢, il existe une courbe L de classe C*—!
telle que L satisfait a toutes nos conditions et

Ln{(T@®);0=t=1}={T(#;0=t=1—3}.

LemME 4. — Soit ze T?, il existe alors un p € S unique tel que z€ a,,.
L’application w (z) = p(m : T* — S*) est de classe C*.

Démonstration. — Soit z, € T?, z, € a,,. a,, étant une courbe de classe C*
transversale au champ X, on peut utiliser le systéme de coordonnées
canoniquement associé a a,, qui est de classe C* Il existe alors un
ouvert U>«, 32z, dans lequel le systéme de coordonnées (f, s) est bien
défini, @,, = { (f, s); t = 0}, X = 0[0f. On a alors dans U : 7 (z) = p,e*™ (=),
Mais puisque f (z) € C* (U), alors = (z) € C* (T?).
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LemMmE 5. — Définissons sur la courbe L la paramélrisation suivante :
h(p)=Lna, ou peS'. Clest une paramétrisation réguliere de
classe C+1,

Démonstration. — Soit 1 : S'— L une paramétrisation réguliére de L
de classe C*—'. D’apres le lemme 4, f = h~' : L — S* est une application
de classe C*-1, parce que L est de classe C*—1. Pour démontrer le lemme 5,
il suffit de prouver que, pour chaque pe S :d (foy) (p) est une appli-
cation non nulle. Comme f o y = 7 o v, il suffit de démontrer que d (7 o Y) (p)

est non nulle. On a
d(mey) (p) =dr (v (p)) o dy (p)-

Soit z€ a,, le sous-espace ker dr (2) est exactement 1’espace tangent a la
courbe a, dans z. Le vecteur dy (p) est un vecteur tangent &la courbe L
dans y (p). Mais L et a, se coupent transversalement, donc

dy (p)¢ker dn (v (p)),

et enfin dr (y (p)) o dy (p) = 0.

Le champ X induit le flot {¢,}; ¢, (K) = K. Le champ Y induit
le flot { ¢s}5 ¢y (L) = L. Les champs X et Y sont de classe C~* (X est
de classe C*). Si p = e*™, alors a, = ¢, (K). Posons 38, = ¢, (L).

Soit z = (p, )€ S'x S* = T*. Posons @ (z) = a,NB3,. Il est évident
que ® est un homéomorphisme du tore T2 sur lui-méme. Introduisons,
sur la courbe L, la paramétrisation h du lemme 5. On a alors 7w o h = Idg.
On peut écrire ® de la maniére suivante : si z = (p, Q)€ S' X St = T2,
alors @ (2) = Y, (h (p)). On voit alors que @ est une application de
classe C~', Afin de montrer que c’est un difféomorphisme, il suffit de
prouver que :

(a) pour chaque zeT? : [d® (z)] (9/dp) # 0;

® » » » 2 [d® (2)] (9/og) # O.

(@) (mo®) (p, q) =p, alors [d(m®) (p,q)] (0/0p)=[dp 20 ou,
a gauche, d/dp est un vecteur tangent & T2 dans (p, q) et, & droite,
un vecteur tangent a S' dans p. D’autre part,

[d (m o ®) (p, 9)] (9/0p) = d= { [d® (p, )] (9/9p) },

d’ou il suit immédiatement que [d® (z)] (9/dp) 0.
(b) Ceci résulte du fait que le champ de vecteurs Y est sans point
singulier, et de I'égalité suivante [d® (2)] (9/dq) = Y (@ (2)).

Finalement, ® est un difféomorphisme de classe C*—*, Posons ® = &,
On voit facilement que la premiére équation du systéme (1) du théo-
réme 2 prend dans les coordonnées (u,v) la forme du/df > 0. On a
aussi K ={(u,v); u=01}
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