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MODÈLES D'OPÉRATEURS LINÉAIRES
ET TRANSLATIONS UNILATÉRALES SIMPLES

PAR

B E R N A R D VIROT

[Orléans]

Introduction

Les espaces de Banach considérés sont tous réels ou tous complexes.
Soient E et F deux espaces de Banach. On note ^ (E, F) l'espace des
applications linéaires continues de E dans F, et E ' le dual topologique
de E, munis de leurs normes usuelles. On écrit ^ (E) au lieu de ^ (E, E).
On note IE l'application identique de E sur E. Soit A e ̂ (E). On pose
p (A) ==lim^^-4-oo |) A" [l1/71. Si x appartient à E, on dit que x est un
vecteur cyclique pour A lorsque l'ensemble j A" (x) \ neN } est total
dans E.

Enfin, si k est un nombre réel tel que 1 ̂  k ̂  + oo» on note k' le
nombre conjugué de k, défini par 1/Â: + 1/Jc' = 1.

Dans le paragraphe 1, après avoir rappelé divers résultats, on introduit
plusieurs notions de modèles pour un opérateur linéaire continu sur un
espace de Banach.

Soit H un espace hilbertien. ROTA a construit un modèle universel
pour les opérateurs A e J° (H), vérifiant la condition p (A) < 1 [15].
Dans le paragraphe 2, utilisant les normes tensorielles ^ et dk, intro-
duites par P. SAPHAR [17] et S. CHEVET [2], on généralise ce modèle
au cas où H est un espace de Banach quelconque.

Soient E un espace de Banach complexe, et T e S (E) un opérateur
ayant la propriété p (T) ̂  1. Dans le paragraphe 3, on établit une
condition nécessaire et suffisante pour que T possède parmi ses trans-
formées quasi-affmes une translation unilatérale simple 5. Si E est un
espace hilbertien et T une contraction, on retrouve ainsi une condition
suffisante pour que S soit une transformée quasi-affine de T, obtenue
par NAGY et FOIAS [14].

Dans le paragraphe 4, on obtient notamment le résultat suivant.
Soient -F un espace de Banach complexe de dimension infinie, et B € S (F)
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un opérateur ayant la propriété p (B) < 1. Pour que B ait parmi ses
transformées quasi-affines une translation unilatérale simple, il faut
et il suffit que B possède un vecteur cyclique x. Alors, l'application
(a/î)/i(=N h> ^î^o ^B" (x) de Z2 dans F est une injection nucléaire à image
dense. Ce résultat précise une proposition de GERLACH ([8], p. 251).

§ 1. Rappels et définitions

1. Les normes tensorielles ^ et dk (introduites par P. SAPHAR [17]
et S. CHEVET [2]).

1.1. — Soient E un espace de Banach, (^ei une famille d'éléments
de E, k un nombre réel tel que 1 ̂  k ̂  + oo, et k ' le nombre conjugué
de /c. On pose

^ [(^ei] = (^ei [I ^ ll')1^ si k est fini;
^oo[(^ei]=sup,ei|j^[|.

Soit £ == ̂ ' eE' |j x ' [) ̂  1 |. On pose

Mk [(Xi)içï\ === sup^çs Nk [« x\ Xi »,ei].

S'il n'y a pas ambiguïté, on écrit Nk (Xz) [resp. My^ (.r;)] au lieu de
Nk[(Xi)içi] (resp. M^[(;r0,ei]).

On dit que la famille (rrO^i est scalairement de puissance k161^6

sommable si, pour tout rr'eE", on a N^«.r', : r ; )>)<+oo. Pour
que la famille (x^çi soit scalairement de puissance ^ulme sommable,
il faut et il suffit que Mk (xi) soit fini.

1.2. — Soient k un nombre réel tel que 1 ̂ k ̂  + °o? E et F deux
espaces de Banach. Si y == î^ i rr, (g) yi est un élément du produit
tensoriel algébrique E (g) F, on pose

^ (y) = inf Nk (xi) Mk' (y0, dk (u) = inf Mk' (xi) Nk (yi),

les bornes inférieures étant prises sur l'ensemble des représentations
de u de la forme u == ^?= i Xi 0 ?/;.

Alors, gk et d^ sont des normes tensorielles, ou 0-normes, sur E 0 F.
Donc, elles sont raisonnables (cf. [10], §1). Par suite, pour tous xçE
et y ç F , on a

^(^^-^(^^-ll^lMJyfl.
De plus, les normes ^i et (fi sont égales à la norme projective TT de

Grothendieck (f2], § 2 et [17], §3, n° 1).
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Soient Hi et H^ des espaces hilbertiens. Si 1 < k ̂  + oo (resp. k = 2),
les normes g / , et d/, sont équivalentes (resp. égales) sur H^ (g) ̂  à la norme
du produit tensoriel préhilbertien classique ([17], th. 4.1 et [18], prop. 12).

1.3. — Si v est une norme raisonnable sur E (g) F, on note E (g)y F
l'espace £" (g) jF muni de T^, et £' (g)v F son complété.

Soient (.X-^^ÇN une suite d'éléments de E et O/z^eN une suite
d'éléments de F, telles que l'on ait

N^. (^) < + oo, et, de plus, lim/^+, \\Xn \\ = 0 si A- = + oo,
Af^' (y/,) < + oo.

Alors, la famille (^ (g) yn)nçjfs est sommable dans E ( ^ ) ^ F ([17],
lemme 3.1).

2. Les applications A-nucléaires à gauche et à droite (voir [17]»
§ 3, no 2).

2.1. — On conserve les hypothèses et les notations introduites dans
le n° 1 ci-dessus. Il existe une application linéaire continue naturelle T/,
(resp. A^) de E ' (g)^ F (resp. £" (g)^ F) dans J? (£, F). On dit qu'un
élément de € (E, F) est A-nucléaire à gauche (resp. à droite) s'il appar-
tient à l'image par I\ (resp. A^) de E' (g)^ F (resp. £"(g)^F). On note
^ (£, F) [resp. ̂  (£, F)] l'espace des applications A'-nucléaires à gauche
(resp. à droite) de E dans F.

On peut identifier ^ (£, F) à l'espace vectoriel quotient

^ê^/ivw.
On munit -^ (E, F) de la norme quotient, qui en fait un espace de Banach.
De manière analogue, on définit sur ^J (E, F) une structure d'espace
de Banach.

La norme de l'injection canonique de ^ (E, F) dans J? (E, F) est
inférieure ou égale à 1.

2.2. — On dit que E est accessible (ou vérifie l'hypothèse d'approxi-
mation) si IE est limite uniforme sur les compacts de E d'applications
linéaires continues de rang fini. Tout espace hilbertien est accessible, (cf. [9]^
chap. 1, § 5). Si E' ou F sont accessibles, les applications naturelles I\
et A^ de £' (g)^ F et E' (g)^ F dans J? (£', F) sont injectives ([9], chap. 1,
p. 95). Alors, l'application naturelle de E' (g)^ F (resp. E ' (g)^ F) dans
J?^ (£, F) [resp. ̂  (£, F)] est une isométrie.



160 B. VIROT

3. Les espaces de Hardy W {voir [12], chap. 3 et chap. 5).

3.1. — Soient D === { z [ z eC et | z [ < 1 }, S€ (D) l'espace vectoriel
des fonctions holomorphes sur D, à valeurs complexes, et soit p un
nombre réel tel que 1 ̂  p ̂  + oo- Si /" appartient à ^C (D), on pose

[ r271 ~1 1^^ (/•) = supo<,.<i 112 n | /•(r ^9) P d9 , si p est fini;
^0 J

^.(ft=sup,eD|/ ' (^ | .

Soit S€P == [f\ fç^C (D) et À/, (/) < + oo }. Alors, ^ est un sous-
espace vectoriel de ^€- (D), et ^ est une norme sur W\ elle en fait un
espace de Banach.

Soient T l'ensemble des nombres complexes de module 1, et m la mesure
de Lebesgue normalisée sur T [c'est-à-dire telle que m (T) soit égal à 1].
Pour 1 ̂  p < + oo (resp. p == + °o), on note LP l'espace de Banach
des classes des fonctions définies sur T, à valeurs complexes, m-mesurables
et de puissance p10"^ intégrable (resp. bornées en mesure). Pour
p ̂  1 ̂  + oo, W est canoniquement isomorphe, en tant qu'espace
vectoriel norme, à un sous-espace fermé de LP.

3.2. — Si f appartient à W, lim,.^i,o</<i f(ff) existe pour /n-presque
tout ^eT; on note f (f) cette limite.

Soit feX00. On dit que f est une fonction intérieure si on a

\ f(t)\ == 1 pour m-presque-tout t e T.

Toute fonction intérieure f se met sous la forme f == bs, b étant un
produit de Blaschke et s une fonction intérieure sans zéros dans D.

4. Quasi-affinités ; transformées quasi-affînes ; opérateurs
quasi-semblables (cf. [3], p. 54 et [13], p. 64).

Soient E, F deux espaces de Banach, et 0 € ^ (E, F). On dit que <I>
est une quasi-affinité de E dans F si elle est injective et si, de plus,
<Ï> (E) est partout dense dans F.

Soient Ae^(£) et Be^(F). On dit que A est une transformée
quasi-affine de B s'il existe une quasi-affinité C> de E dans F vérifiant
la relation

0A =B<Ï».

On dit que les applications A et B sont quasi-semblables si chacune
d'elles est une transformée quasi-affine de l'autre.
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5. Certaines classes de contractions.

5.1. — Soient H un espace hiïbertien, et C l'ensemble des contractions
de H. Si T€C, on pose

ZT == { h | hçH et lim^. |j T- (h) |) = 0 j.

NAGY et FOIAS ont considéré les parties suivantes de C ([13], p. 66
et 114).

On note Co. (resp. Ci.) l'ensemble des TeC tels que ZT soit égal à H
(resp. { 0 } ) .

On note C.o (resp. C.i) l'ensemble des TeC tels que Zj^ soit égal à H
(resp. { 0 }).

On pose alors :
Qy=C,n C; ( i , j = = 0 , l ) .

Enfin, supposons H complexe. On note Co, ou C^ s'il y a ambiguïté,
l'ensemble des TeC, complètement non unitaires, tels qu'il existe /'e^C00

vérifiant les conditions : 1° f -^â 0; 2° /'(T) = 0 (au sens de NAGY et
FOIAS).

On a CoCCoo [(13], chap. III, prop. 4.2).

5.2. — Soient JZi et 7Î2 des espaces hilbertiens complexes, Ti € ^ (H^)
et T.2 e S (Hî) des contractions complètement non unitaires, telles
que l'une soit une transformée quasi-afïïne de l'autre. Alors, si Ti appar-
tient à C?s la contraction Ta appartient à CHÎ ([13], chap. III, prop. 4.6).

6. Translations unilatérales.

6.1. — Soient H un espace hiïbertien, L un sous-espace vectoriel
fermé de H, et U e £ (H) une isométrie. On dit que L est ambulant pour
U si U" (L) est orthogonal à L pour tout entier n ̂  1.

L'isométrie U est appelée translation unilatérale s'il existe dans H un
sous-espace L ambulant pour U, ayant la propriété

H^Qn^U^L).

Alors, ce sous espace est déterminé de manière unique par la trans-
lation unilatérale U. Sa dimension hilbertienne est appelée multiplicité
de U; elle détermine U à équivalence unitaire près ([13], chap. I, n° 1).

Les translations unilatérales de multiplicité 1 sont également appelées
translations unilatérales simples.

6.2. — Toute translation unilatérale est complètement non unitaire
([13]. chap. I, no 3).

BULL. SOC. MATH. —— T. 100. —— FASC. 2 11
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Par ailleurs, soit H un espace hilbertien complexe. On a Co C Coo (n0 5.1
ci-dessus). Donc, si Vç.G (H) est une translation unilatérale, U n'appar-
tient pas à Co.

7. Modèles; définitions, exemples.

Dans ce numéro, nous introduisons diverses notions de modèles
généralisant celle due à ROTA ([15], [16]).

DÉFINITION 1. — Soient E et F des espaces de Banach. Soient Mç G (E)
et T€J?(F). On dit que M est un modèle de type 1 (resp. 2, 3) pour T
s'il existe un sous-espace vectoriel fermé K de E, stable par M, et vérifiant
la condition (1) [resp. (2, 3)] suivante.

(1) M, restreint à K, est semblable à T.
(2) M, restreint à K, est quasi-semblable à T.
(3) M, restreint à K, est une transformée quasi-affine de T.

De plus, quand on peut choisir K égal à E, on dit que M est un modèle
strict de type 1 (resp. 2, 3) pour T.

EXEMPLE 1. — Quand EetF sont égaux à un même espace hilbertien H,
la notion de modèle de type 1 coïncide avec celle de modèle au sens
de ROTA. Notamment, ROTA a établi le résultat suivant [15]. Soient S€
l'espace hilbertien des suites de carré sommable d'éléments de H,
et (R. l'opérateur (hn)neN i-> (^4-i)/ieN de ^ dans lui-même. Alors, ôi est
un modèle de type 1 pour tout élément T de J? (H) vérifiant la condition
p (F) < 1. On l'appelle modèle de Rota sur H.

EXEMPLE 2.— Soit H un espace hilbertien. D'après NAGY et FOIAS,
tout élément de Cn possède parmi ses modèles stricts de type 2 un
opérateur unitaire ([13], chap. II, prop. 3.5).

EXEMPLE 3. — Soit H un espace hilbertien complexe. Notons V
l'ensemble des T e ̂  (H) vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) TeC.o et T^Co;
(ii) T a un vecteur cyclique.

Tout élément de V possède parmi ses modèles stricts de type 3 une
translation unilatérale simple ([14], prop. 3). On retrouve ce résultat
dans le paragraphe 3 ci-dessous.
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§ 2. Généralisation du modèle de Rota

PROPOSITION 1. — Soient H un espace hilbertien séparable, de dimension
infinie, et (en)nçvs une ^ase orthonormale de H. Soient E un espace de Banach,
T ç ^ ( E ) un opérateur ayant la propriété p (T) < 1, k un nombre réel
tel que 1 ̂  k ̂  + oo.

(i) Pour tout xçE, la famille [T71 (x) (g) en]nçjs est sommable dans
E(^^H (resp. E^H).

(iï) L'ensemble {^^T"-(x) ÇQ Cn\xç.E\ est un sous-espace vectoriel
fermé de E^)^H (resp. £(g)^.7î); l'application linéaire

x ̂  i^o ̂  (^) ® ̂

de E sur ce sous-espace est une bijection bicontinue.

Démonstration. — La norme g/c est une norme raisonnable (§ 1, n° 1.2).
Donc, on a

^ 9k [T- (x) (g) en] = ̂  1 1 T- (x) [| ̂  |j x \\ î^ \\ T- \\ < + w.

Par suite, la famille [T" (x) (^) en}nçy est sommable dans l'espace
de Banach E (§)̂ . H, et si on note Vx sa somme, on a l'inégalité

(2.1) ^(^)^Mi^omi.
D'autre part, la norme ^ étant une norme tensorielle, l'injection

canonique de E (g)^ H dans £"' (g)^ H est une isométrie [10]. De plus,
l'application naturelle de E " ^ ) ^ H dans ^(E^H) est une bijection
isométrique (§1, n°2.2). On en déduit qu'il existe une application
linéaire isométrique naturelle de E 0^ H dans ^ (£', H). Soit Va-
l'image par cette application de v^ = ̂ î=°°o T" (^) ® ̂  Pour tout x' ç.E',
on a

y,(^)=i^o<^r^)>e..

Notons respectivement |[ Vx || et ^ (Va-) les normes de V^ dans
j? (£', ^) et J?^ (£', Jî). En utilisant le théorème de Hahn-Banach,
on obtient aisément l'inégalité

I M ^ H ^ f l .
et, d'après le paragraphe 1, n° 2.1, on a

||V.[|^(V..).
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Donc, il vient

(2.2) H r r H ^ H V . H ^ ^ ( V . ) = ^ ( ^ ) .

D'après les inégalités (2.1) et (2.2) ci-dessus, l'ensemble { Ux\xçE (
est un sous-espace vectoriel fermé de E 0^ H, et l'application
linéaire x h> Vx de E sur ce sous-espace est une bijection bicontinue.
On raisonne de manière analogue en remplaçant gjç par d/-.

COROLLAIRE. — Les hypothèses et les notations étant les mêmes que dans
la proposition 1, pour tout xçE, l'application Vx ; x ' H>- i^ < a/, T^ (x) y en
de E' dans H est nucléaire.

Démonstration. — Les normes g^ et di sont égales à la norme TT (§ 1,
n° 1.2). Donc, le résultat découle immédiatement de la proposition 1 (i).

REMARQUE 1. — Conservons les hypothèses et les notations de la
proposition 1. Soit S ^ ^ ( H ) la translation unilatérale simple définie
par S (en) = e/î-n (n e N). Pour tout xçE, l'application nucléaire Vx,
introduite dans le corollaire ci-dessus, vérifie la relation

y, tT = S* V...

Donc, l'adhérence V.r ( E ' ) de V^ ( E ' ) dans H est stable par S*, et,
si Vx est injective, l'opérateur ^T est une transformée quasi-affine de S*
restreint à Vx (E'). D'après le théorème de Hahn-Banach, Vx est injec-
tive si et seulement si x est un vecteur cyclique pour T.

REMARQUE 2. — Soient E un espace de Banach complexe, et xçE.
Dans le paragraphe 4 ci-dessous, on montre que Vx (E') est éga.1 à H
si et seulement si le sous-espace vectoriel de E engendré par
{ Tn (x) | neN } est de dimension infinie.

Soient F et G deux espaces de Banach, v une norme tensorielle sur
F (g) G; soient Ae^(F) et B€J?(G). Alors, A (g) B est une appli-
cation linéaire continue de F (g)v G dans lui-même ([l], § 1, n° 1). On
note A 0v B son prolongement par continuité à F 0v G. On a le résultat
suivant :

PROPOSITION 2. — On conserve les hypothèses et les notations de la propo-
sition 1. Soit S ç ^ ( H ) une translation unilatérale simple,

Les opérateurs IE (g)^ S* e S {E (g)^ H) et IE (g)^ 5* e ̂  (£ (g)^ H)
sont des modèles de type 1 pour l'opérateur T.

Démonstration. — II existe une base orthonormale (en)nçy de H telle
que l'on ait

S* (eo) == 0, S* (Cn+i) = en (n € N).
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D'après la proposition 1, l'ensemble ^ = { i^o T" (x) (g) e-n \ x ç E }
est un sous-espace vectoriel fermé de E (g)^ H, et l'application linéaire
A :x h> ̂ -^ r^rc) (g) ̂  de £ sur ^ est une bijection bi continue. De plus,
^ est stable par IE ®^ S*, et on a

(^(g)^S* )A=AT.
\ ^'/

Donc, l'opérateur IE (g)^ S* est un modèle de type 1 pour T.
Un raisonnement analogue montre qu'il en est de même pour IE ®^ -S*.

REMARQUE. — Si £ est un espace hilbertien, notons ê l'espace hilber-
tien des suites de carré sommable d'éléments de E, et ôi l'application
linéaire (Xn)nçîs ̂  (^n+ï)nçN de ê dans lui-même. L'opérateur (H. est le
modèle de Rota sur E (§ 1, n° 7, ex. 1). Si 1 < k ̂  + oo (resp. k = 2),
il est semblable (resp. unitairement équivalent) aux opérateurs Ijg 0^ 5*
et IE ®dk 5*. Faisons la démonstration pour IE ®^ «S1*. Si 1 < k ̂  -h oo
(resp. k === 2), la norme g/c est équivalente (resp. égale) sur E (g) H à
la norme du produit tensoriel préhilbertien classique (§ 1, n° 1.2). Donc,
l'application linéaire Jj, '. (^n)nçïs ̂  ^Ï^o Xn 0 en de ê dans E^)^H est
bijective et bicontinue (resp. unitaire). De plus, on a

(IE (g),,. S*) J, = J^ ̂ .

Le résultat est obtenu. On raisonne de manière analogue en remplaçant
gk par dk.

§ 3. Transformées quasi-affines ;
cas des opérateurs de rayon spectral inférieur ou égal à 1

Introduisons tout d'abord la notion de fonction minimum d'un opé-
rateur relative à un vecteur.

DÉFINITION 1. — Soient E un espace de Banach complexe, T ç ^ ( E )
un opérateur ayant la propriété p (T) ̂  1, et xçE un vecteur tel que
linir>i,o<r<i f(r T) (^) existe pour tout fe^C00. On pose

ffi = { fezr° | lim/^o<r<i f(r T) (x) = 0 }.

Si q est une fonction intérieure, on dit que q est une fonction minimum
de T relative au vecteur x lorsque Von a

yc = ç^e".

REMARQUE. — Si l'opérateur T possède une fonction minimum relative
au vecteur x, cette fonction est unique, à une constante multiplicative de
module 1 près.
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Soit D = { z ç C et | z \ < 1 j. Si n appartient à N, on note ^n l'appli-
cation z [-> Z71 de D dans G.

PROPOSITION 1. — On fait sur E et T les mêmes hypothèses que dans la
définition 1. Soient p un nombre réel tel que l ^p^+oo, et xçE un
vecteur tel que lim^i,o<r<i f(r T) (x) existe pour tout fç^CP.

(i) L'application linéaire 0 :/'[-> lim^i,o<r<i f(r T) (x) de W dans E
est continue. Si on note U l'isométrie fï-> f îp i de W dans lui-même, on a la
relation ^ U = T C>.

(ii) Supposons p < + oo. -Si <ï> n'est pas injective, l'opérateur T possède
une fonction minimum relative au vecteur x.

Démonstration. — Soit (fn)nçïf nne suite d'éléments de ^€P, convergeant
vers zéro. La suite de fonctions (fn)nçïf converge vers zéro uniformément
sur les compacts de D. Par conséquent, si 0 < r < 1, [fn (r T)]nçN converge
vers zéro dans J? (E). Donc, l'application linéaire ^r '- f\->f(rT)(x)
de W dans E est continue. D'après le théorème de Banach-Steinhaus, il
en est de même pour <I>.

Si U est l'opérateur de multiplication par cpi sur S€P, des vérifications
immédiates montrent que l'on a €> [7 = T 0. Par suite, le noyau de <1>
est un sous-espace vectoriel fermé de W, stable par l'opérateur [7.
Pour 1 ̂ p < + oo, un tel sous-espace est, soit réduit à { 0 { , soit de
la forme q S€P, où q est une fonction intérieure ([11], p. 25). On en déduit
immédiatement (ii), puisque l'on a

q ̂  = ^e00 n [q W\

REMARQUE. — Dans le paragraphe 4 ci-dessous, faisant l'hypothèse
supplémentaire p (T) < 1, on montre que toute fonction minimum de T
relative au vecteur x est, à une constante multiplicative de module 1 près,
un produit de Blaschke fini.

LEMME 1. — Soient E un espace de Banach, (yn)neN une smte d'éléments
de E ayant la propriété

:limsup^+,o (l^ll1^^!,

et soit p un nombre réel tel que 1 ̂  p < + oo. Considérons les conditions :

(i) M p ' ( ^ n ) < +00;
(ii) Pour tout (^n)nçïs € IP

lim^i,o<r<i -Sfo °^ Tn Vn

existe dans E.
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Alors, (i) et (ii) sont équivalentes. De plus, si elles sont vérifiées, on a

Hm^i,o<r<l ̂ o ^n ̂  Vn = ̂ "o ̂  ̂ .

Démonstration. — Supposons vérifiée la condition (i). Soient Y' un
élément non nul du dual topologique ( I P ' ) ' de V et (a^eN^Z^.

On a
Np (a. Y') < + oo, Mp' (yn) < + oo

(cf. §1, n°l.l). Ces inégalités entraînent la sommabilité de la famille
(a/z Y ' (g)î/n)^eN dans (^TÔ^^ (§ 1» no 1-3)- L'application linéaire
naturelle de ( I P ' ) ' (g)^ E dans £- ( I P ' , E) est continue (§ 1, n° 2.1). Donc,
pour tout Y Ç . I P ' , la série î^o y.u <( Y', Y )> ̂  converge dans £. En
particulier Z^o a^ y^ est une série convergente. Utilisant le procédé
de sommation d'Abel, on montre alors, comme dans le cas scalaire,
que la série 1-̂  y.n ̂  yn converge uniformément par rapport à re (0, 1).
On en déduit

lim,^i,o<r<i ^î^o ^n r"- yn == -S^o ^n y^

Réciproquement, supposons vérifiée la condition (ii). D'après l'iné-
galité de Hôlder, si 0 < r < 1, l'application linéaire

^ : (a^eN h> ̂ O ^n ̂  Yn

de IP dans E est continue. Pour tout (^n^ç-l?, ^'r[(^n)nfEvs] a une

limite 0' [(^n)nçjfs] quand r tend vers 1 (0 < r < 1). D'après le théorème
de Banach-Steinhaus, l'application linéaire <I>' de IP dans E ainsi définie
est continue. Si (P^)/ieN est une suite de scalaires ayant au plus un nombre
fini de termes non nuls, on a

^Wn)n^}=^^nyn.

Utilisant la densité dans IP des suite de cette forme, on obtient

^' KO^eN] = "̂o ^n Vn, pour tout (a^eN^.
Soit x' çE\ Pour tout (^r^nçy^^, la série numérique l̂ °°o ^n < x ' , yn )>

est convergente. Donc, «rc', yn»neN appartient à IP\ Le résultat voulu
en découle (cf. § 1, n° 1.1).

REMARQUE. — Si on ne fait pas l'hypothèse

limsup^+oo I I ^ I F ^ ^ l ,

on voit que (i) implique (ii) et que l'on a la relation

lim^i,o<r<i î̂=°°o °^ ̂  Un == ^î^o ̂  Vn, pour tout (a^)neN€^.
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PROPOSITION 2. — Soient E un espace de Banach complexe et T ç.^ (E)
un opérateur ayant la propriété p(T)^l . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) T a parmi ses transformées quasi-affînes une translation unilatérale
simple;

(iï) T possède un vecteur cyclique x tel que, pour tout élément non nul f
de ^€2, f(r T) (x) ait une limite non nulle quand r tend vers 1 (0 < r < 1);

(iii) T possède un vecteur cyclique x ayant les propriétés :
(1) M,[(T-(x))n^]< +0);
(2) pour toute fonction intérieure q,

lim^i,o</<i q (r T) (x) -^ 0.

Démonstration. — Soit £> = { z \ zçC et | z \ < 1 j et, pour neN, soit
9,, l'application z-^z" de D dans G. Alors, Cp/O^eN es^ une ^ase crth0-
normale de l'espace hilbertien ^C2.

(i) => (iu) : Supposons vérifiée la condition (i). Deux translations
unilatérales de même multiplicité sont unitairement équivalentes (§1,
n° 6.1). Donc, si S est l'opérateur f \-> cpi f de ^C2 dans lui-même, S est
une transformée quasi-affine de T. Notons Q une quasi-affinité de W
dans E vérifiant la relation QS == TQ. Le vecteur cpo étant cyclique
pour 5, x == Q (cpo) est cyclique pour T.

Par ailleurs, si f appartient à ^C2, posons f= i^ v.n ̂ n ((a^err^2).
Il vient

f(rT)(x)=^^r-T-(x).

Compte tenu des relations

T- Q == QS-, S- (cpo) = cp, (ne N),

on en déduit :

(3.1) f (r T) (x) = Q (2î-o a, r- cp,).

Dans X2, on a

lim,^i,o<r<l ̂ "o ^n ̂  ̂ n = ^Ï^o a^ ?^ = /'

par suite, l'égalité (3.1) ci-dessus implique

lim^,o<.<i f(r T) (x) = Ç (/•), pour tout /-e^2.

Utilisant le lemme 1 et le fait que Q est injective, on en déduit (iii).
(iii) ==> (iï) : Soit x un vecteur cyclique pour T vérifiant les condi-

tions (1) et (2) de (iii). D'après le lemme 1, pour tout /"e^C2,
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hm^i,o<,<i f(r T) (x) existe dans E. Supposons qu'il existe un élément
non nul f de ^C2 tel que l'on ait

lim^o<r<i/^T)(^) =0.

Alors, d'après la proposition 1, l'opérateur T possède une fonction
minimum q relative au vecteur rr. On a

lim/^i,o<r<i q (r T) (x) = 0,

ce qui contredit la condition (2) de (iii).
(ii) ==> (i) : Supposons vérifiée la condition (ii). Soit <Ï> l'application

linéaire f^-> lim^i,o<r<i f {r T) (x) de ^C2 dans E. Par hypothèse, 0 est
injective; de plus, le vecteur x étant cyclique pour T, on a

^ (^2) == E.

Utilisant la proposition 1, on en déduit que l'opérateur de multipli-
cation par cpi sur ^C2 est une transformée quasi-affine de T.

PROPOSITION 3. — Soient H un espace hilbertien complexe, etTç.^ÇH)
une contraction complètement non unitaire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) L'opérateur T a parmi ses transformées quasi-affînes une translation
unilatérale simple;

(ii) T^Co et, de plus, T possède un vecteur cyclique x tel que
M,[(Tn(x))n^]< +o).

Démonstration. — Supposons vérifiée la condition (i). D'après la
proposition 2, T possède un vecteur cyclique x tel que l'on ait
Ma [(T" (x))nçy] < +00. De plus, d'après le paragraphe 1, n°5.2 et
n° 6.2, l'opérateur T n'appartient pas à Co.

Réciproquement, montrons que (ii) implique (i). Supposons vérifiée
la condition (ii). D'après la proposition 2, il suffit de montrer que, pour
toute fonction intérieure q, on a lim^i,o<r<i q (r T) (x) ̂  0. Soit q
une fonction intérieure vérifiant la relation

(3.2) lim^i,o<r<i q (r T) (x) == 0.

La contraction T étant complètement non unitaire, l'application
linéaire q (T) : h ̂  lim,^,o<r<i q (r T) (h) de H dans lui-même est
continue ([13], chap. III, th. 2.1). D'après la relation (3.2) ci-dessus,
pour tout n e N, on a q (T) [T^ (x)} = 0; puisque x est un vecteur cyclique
pour T, on en déduit q (T) ==0, ce qui contredit l'hypothèse T^Co.

Le corollaire suivant a été obtenu par NAGY et FOIAS ([14], prop. 3).
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COROLLAIRE. — Soient H un espace hilbertien complexe, et T ç ^ ( H )
une contraction ayant les propriétés :

TçC^etT^Co;
T possède un vecteur cyclique.
Alors, l'opérateur T a parmi ses transformées quasi-affines une transla-

tion unilatérale simple,

Démonstration. — Soit U la dilatation unitaire minimum de T, définie
sur un espace hilbertien H contenant H ([13], chap. I, n° 4). On noie Pu
le projecteur orthogonal de H sur H, et H+ le sous-espace vectoriel
fermé de H engendré par UneN ̂  (H).

Si Xo est un vecteur cyclique pour T, on pose Ho = G XQ, et on note N
le sous-espace vectoriel fermé de H+ engendré par UneN ^(^o). Alors,
on a les résultats suivants ([14], § 1, n° 2) :

(i) F = N Q U (N) est ambulant pour U (cf. § 1, n° 6.1);
(ii) dim F = dim Ho == 1 ; le sous-espace vectoriel fermé de H engendré

par U^CN ̂  Pu (F) est égal à H-,
(iii) Pour tout n ç. N,

Pu ̂  == T71 P^
H+ | H+

D'après (ii), si X est un élément non nul de F, le vecteur x == Pu (X)
est cyclique pour T.

Soit yç.H. On déduit de (iii) :
< y , T n ( x ) y = ^ y , U n ( X ) y , pour tout neN;

par suite, d'après (i), on a M, [(T71 (x))nçy] < + oo.
Enfin, puisque la contraction T appartient à C.o, elle est complè-

tement non unitaire. Le résultat découle alors de la proposition 3.

§ 4. Transformées quasi-af fines ;
cas des opérateurs de rayon spectral

strictement inférieur à 1

Soient E un espace de Banach complexe, et Tç.^(E) un opérateur
dont le rayon spectral p (T) est strictement inférieur à 1. Si f est une
fonction holomorphe sur le disque unité ouvert D de G, à valeurs
complexes, on a, dans J? (E),

f(T)=lim,^o<,.<i/'(rT).

Soit xç.E un vecteur tel qu'il existe un élément f non nul de l'espace
de Hardy ̂  vérifiant la relation f(T) (x) = 0. Alors, on peut considérer
une fonction minimum de T relative au vecteur x (§ 3, prop. 1).
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On a le résultat suivant :

PROPOSITION 1. — Soient E un espace de Banach complexe, Tç.^ (E)
un opérateur ayant la propriété p (T) < 1, et x un vecteur non nul de E
tel que Von ait { f\ fç.^ et f(T) (x) == 0 } 7^ { 0 }. Toute fonction minimum
de T relative au vecteur x est, à une constante multiplicative de module 1 près,
un produit de Blaschke fini, non constant, dont les zéros sont des valeurs
propres de T.

Démonstration. — Soit q une fonction minimum de T relative au
vecteur x. D'après le « Spectral Mapping Theorem », si q ne s'annule
pas sur D, l'opérateur q (T) est inversible ([7], p. 569). Or, ceci est impos-
sible, puisque q (T) (x) == 0. La fonction q a donc des zéros dans £>.
Soit |JL l'un d'eux. Il existe une fonction intérieure w ayant la propriété

(4.1) q (z) = tL^~_ - w (z), pour tout zç.D.i p. z

On en déduit :

{IE-V T) q (T) = (F IE- T) w (T).

Par suite, si ^ n'est pas valeur propre de T, la relation q (T) (x) = 0
entraîne w (T) (x) == 0. Alors, q étant une fonction minimum de T
relative au vecteur x, on a

(4.2) w = qf, où f est intérieure.

Des vérifications immédiates montrent que les relations (4.1) et (4.2)
sont incompatibles. Tout zéro de q dans D est donc une valeur propre
dans T. Le spectre de l'opérateur T est une partie compacte de -D. La
fonction intérieure q étant holomorphe sur D et non identiquement
nulle, elle a au plus un nombre fini de zéros sur ce compact. Donc,
l'ensemble (non vide) des zéros de q dans D est fini.

Par ailleurs, on sait que q se met sous la forme

(4.3) q==bs,

où b est un produit de Blaschke et s une fonction intérieure sans zéros
dansD (§ 1, n° 3.2). Les fonctions b et q ont les mêmes zéros dans-D. Par
suite, b est un produit de Blaschke fini, non constant, dont les zéros
sont des valeurs propres de T. D'après le « Spectral Mapping Theorem »,
l'opérateur s (T) est inversible; donc, les relations

q(T)(x)==s(T)b(T)(x)=0

impliquent b (T) (x) == 0. Compte tenu de la relation (4.3) ci-dessus, on
en déduit que b est une fonction minimum de T relative au vecteur x.
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COROLLAIRE 1. — Les hypothèses et les notations étant les mêmes que
dans la proposition 1, il existe un polynôme R, de degré supérieur ou égal
à 1, ayant les deux propriétés suivantes :

(i) R(T)(x)=0;
(iï) Les zéros de R sont des valeurs propres de T.

Démonstration. — II suffit de considérer le numérateur R du produit
de Blaschke, donné par la proposition 1 (cf. [14], p. 41).

REMARQUE. — Soient H un espace hilbertien complexe, et T e £ (H)
un opérateur ayant les propriétés

| ] T | | < 1 et Ï€Co.

NAGY et FOIAS ont démontré dans [14] qu'il existe alors un polynôme P,
de degré supérieur ou égal à 1, vérifiant P (T) == 0.

PROPOSITION 2. — Soient E un espace de Banach complexe, T e ̂  (E)
un opérateur ayant la propriété p (T) < 1. Soient xçE, et p un nombre
réel tel que 1 ̂  p ̂  + oo.

Si on note <D l'application f h> f (T) (x) de S€P dans E, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) <1> est injective;
(ii) Le sous-espace vectoriel de E, engendré par { T" (x) \ neN }, est

de dimension infinie.

Démonstration. — II est clair que (i) implique (ii). Réciproquement,
supposons <Ï> non injective. Alors, il existe un polynôme R, de degré
supérieur ou égal à 1, vérifiant la relation R (T) (x) == 0. En effet, si
x = 0, cela est évident, et si x -^- 0, cela résulte du corollaire 1. De la
relation R (T) (x) == 0, on déduit que le sous-espace vectoriel de E
engendré par { T" (x) \ nçN } est de dimension finie (cf. [14], p. 42).

COROLLAIRE 2. — Soient H un espace hilbertien complexe, séparable,
de dimension infinie, et (en)neîs une ^ase orthonormale de H. Soient E un
espace de Banach complexe, T e ̂  (E) un opérateur ayant la propriété
p (T) < 1. Soit xç.E. Notons V^ l'application x ' h> i^o <^'» ^ (x) > en
de E' dans H. Pour que V.^ (E') soit partout dense dans H, il faut et il
suffit que le sous-espace vectoriel de E engendré par { T" (x) \ n e N ( soit
de dimension infinie.

Démonstration. — L'application V.r a été introduite dans le paragraphe 2
(corol. de la prop. 1). On peut supposer que H est égal à l'espace de
Hardy ^C2, et On à l'application ^n : z i-> z71 ( \ z \ < 1, neN). Notons A
l'involution

f = -Sî^O °̂  ^n \-> -S^o ^n ^n
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de ^C2 sur lui-même ((a^ç^Z2). Si 0> est l'opérateur /• i-> /'(T) (a;) de ^C2

dans £", des vérifications immédiates montrent que l'on a

^2 6 V^(£17) = A (Ker €>).

Donc, le résultat découle de la proposition 2.

PROPOSITION 3. — Soient E un espace de Banach complexe, de dimension
infinie, et Te^(£) un opérateur ayant la propriété p (T) < 1. Consi-
dérons les conditions :

(i) T possède un vecteur cyclique x;
(ii) T a parmi ses transformées quasi-affines une translation unilatérale

simple.
Alors (i) et (ii) sont équivalentes. De plus, si elles sont vérifiées,

l'application
(^GNi^^o ^nT^X)

de Z2 dans E est une injection nucléaire, à image dense.

Démonstration. — Supposons vérifiée la condition (i). Le sous-espace
vectoriel de E engendré par { T11 (x) \ n e N } est de dimension infinie.
Donc, d'après la proposition 2, l'application /*h> f(T) (x) de W- dans E
est injective. Utilisant alors la proposition 2 du paragraphe 3, on
obtient (ii).

Par ailleurs, toute translation unilatérale simple a un vecteur cyclique.
Donc, (ii) implique (i).

Si x est un vecteur cyclique pour T, soit <ï>' l'application
(^r^nçN ^ ̂ ^ °^ ̂  (x) de Z2 dans E. Il est clair que 0' (Z2) est partout
dense dans E; des vérifications immédiates montrent que <î>' est nucléaire.
Enfin, d'après la proposition 2, elle est injective.

REMARQUE. — On retrouve ainsi, en le précisant, un résultat annoncé
récemment par GERLACH ([8], p. 251).

Indiquons quelques conséquences simples des résultats précédents.

PROPOSITION 4. — Les hypothèses et les notations étant les mêmes que
dans la proposition 3, si T a un vecteur cyclique toute translation unilatérale
simple est un modèle strict de type 3 pour T.

PROPOSITION 5. — Soient E un espace de Banach, et A e £ (E). Si
on note c (A) l'ensemble des vecteurs cycliques pour A, c (A) est un Go
de E. De plus, si E est complexe et de dimension infinie, c (A) est vide ou
total dans E.

Démonstration. — Si c (A) est vide, il est clair que c (A) est un Go.
Supposons c (A) non vide. Soit Xo e c (A). Si on note a le sous-espace
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vectoriel de J? (E) engendré par { A71 [ n e N } on a

c(A) ^n^eN^'eai^E] [| A' (x) —x, \\ < l/(m + 1 ) } ,

(cf. [4], lemme 4). Donc c (A) est un Gg.
Supposons maintenant E complexe et de dimension infinie. Si c (A)

n'est pas vide, on voit que c (A) est total dans E en utilisant la propo-
sition 3, et en raisonnant exactement comme dans [14], remarque 4.

REMARQUE. — Si E est un espace hilbertien complexe, de dimension
infinie, NAGY et FOIAS ont démontré que c (A) est vide ou total dans E.
Ce résultat a été généralisé au cas où E est un espace de Banach
quelconque par M. L. GEHÉR (cf. [14], rem. 4).

PROPOSITION 6. — Soient H un espace hilbertien complexe, séparable,
de dimension infinie, et S ç ^ ( H ) une translation unilatérale simple.
L'ensemble c (5*) est un Go partout dense dans H.

Démonstration. — II existe un opérateur Tç.^ (W) tel que l'ensemble
des sous-espaces vectoriels fermés non triviaux de ^C2, stables par T,
soit dénombrable ([5], ex. 1). Rangeons ses éléments en une suite (En)nçff
On a

c(T) ==nn€:Ni(j£n-

L'espace X2 étant un espace de Baire, on en déduit

c~(T) = ^C2.

De même, il vient

c (T*) = ^C2.

On peut supposer [| T [| < 1. Alors, d'après la proposition 3, S est
une transformée quasi-affme de T, et, par suite, T* est une transformée
quasi-affine de S*. On en déduit, par des vérifications immédiates, que
c (S*) est partout dense dans H.

Enfin, d'après la proposition 5, c (S*) est un Gg de H.
Le résultat est obtenu.

REMARQUE. -- DOUGLAS, SHAPIRO et SHIELDS ont démontré que c (S*)

est partout dense dans H et que c c (S*) est un ensemble de première

catégorie (ou maigre) dans H ([6], cor. 2.2.10 et th. 2.3.3).
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