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SUR LES ALGEBRES DE WEYL

PAR

Jacoues DIXMIER.

Introduction. — Soient k un corps commutatif de caractéristique o,
et n un entier > o. On notera A, (k), ou simplement A,, 1’algébre asso-
ciative unifére sur k définie par 2n générateurs pi, i, Pss Qo5 - . -5 Pns Qoo
et les relations

[ps ¢:] =1 ‘i=1,2,...,n),
[ps p/]=19s ¢;1=1[pPs ¢;]=0  pour izj.

En particulier, A,(k) = k. Suivant une suggestion de SEcAL [11], nous
dirons que A, (k) est I'algébre de Weyl d’indice n sur k. Elle est cano-
niquement isomorphe a I’algébre des opérateurs différentiels a coefficients
polynomiaux sur k.

L’intérét des algébres de Weyl s’est accru récemment pour les raisons
suivantes. Soit N une algébre de Lie nilpotente sur G (corps des nombres
complexes). Soit E son algébre enveloppante. Alors, tout quotient primitif
de E est isomorphe & une algebre de Weyl sur G (cf. [4] pour un résultat
plus précis). Ce résultat a été généralisé dans[8] de la maniére suivante.
Soient N une algébre de Lie nilpotente sur k, E son algébre envelop-
pante, I un idéal bilatére premier de E, Z le centre de E/I (qui est intégre),
F le corps des fractions de Z. Alors (E/I) @z F est isomorphe a une algébre
de Weyl sur F. (Si I est primitif, et si k=G, on a Z=F =C.) En parti-
culier, soient Z, le centre de E, et F, le corps des fractions de Z,.
Alors E @z, F, est isomorphe & A,(F,) pour un certain n. Comme F,
est le centre du corps des fractions de E [2], il résulte de [6] que 2n est
la différence entre la dimension de N et le degré de transcendance de Z,
sur k; autrement dit, n est le nombre appelé dans [3] défaut de commu-
tativité de N.

D’autres relations entre les algebres de Lie et les algébres de Weyl
sont démontrées dans [6].

BULL. SOC. MATH. — T. 96, FASC. 3. 14



210 J. DIXMIER.

Un certain nombre de propriétés des algebres de Weyl sont presque
immédiates. Les éléments piqi...paqyr (is, ji, ..., in ju entiers > 0)
forment une base sur k de I’espace vectoriel A,. L’algébre A, est intégre,
simple, de centre k, noethérienne & gauche et a droite, donc admet un
corps des fractions a gauche et a droite. Les seuls éléments inversibles
de A, sont les scalaires. On a A, =A;@:4:Rx... QrA; (n facteurs)
(cf. [4], [6], [7]). Voici quelques propriétés moins immeédiates. Toute
dérivation de A, est intérieure [5]. La dimension de Krull de 4, est n [9].
La dimension homologique de A, est comprise entre n et 2n—1 [10].
Une certaine dimension définie par I. M. GELFAND et A. A. KiriLLov
est égale 4 2n[6]. On trouvera dans [4] quelques résultats sur les repré-
sentations irréductibles de A;, et dans [11] un « lemme de Poincaré »
pour A,.

Le but de ce Mémoire est une étude assez approfondie de A, (nous
espérons revenir sur A, plus tard). Nous poserons p, = p, ¢ = ¢, de sorte
que A, est engendrée par p et ¢ avec la seule relation [p, q] =1. Voici
les principaux résultats obtenus.

1° Toute sous-algébre commutative maximale de A, est intégre de
type fini sur k, de degré de transcendance 1 sur k (comme me I’a fait
remarquer A. A. KiriLLov, ce fait est conséquence facile d’une démons-
tration de S. A. AmrTsur [1]). Il existe des sous-algebres commutatives
maximales de A, dont le corps des fractions n’est pas extension trans-
cendante pure de k.

20 Dans lisomorphisme A, (F,)—E @z F, rappelé plus haut, les
éléments correspondant aux générateurs canoniques de A,(F,) n’ont
pas de role privilégié dans E @, F,. Il est donc intéressant de déterminer
les automorphismes de A,(F,). Rappelons que toute dérivation de A,
est intérieure. Comme les seuls éléments inversibles de A, sont les
scalaires, la propriété analogue pour les automorphismes est, bien entendu,
inexacte. Toutefois, on a le résultat suivant. Soient A€k, et n un

entier >.o0; la dérivation A=ad<n—);—1 p"+1> de A, est localement

nilpotente, de sorte que @,; =exp A est un automorphisme bien défini
de A, tel que @,;(p)=p, . (g9) =q + Ap". On définit de méme un
automorphisme @, 5 de A, tel que ®@),(q) =gq, ®,:(p) =p-+ 4qg". Ceci
posé, nous démontrerons que le groupe des automorphismes de A, est
engendré par les @, et les @, ;.

NoraTtions. — On utilisera les notations k, A,, p, ¢, ®,.3, @, 3 de I'intro-
duction. Si k est un corps commutatif, on notera k une cloture algébrique
de k. Si A est une algébre sur k, on notera A l'algébre A ®:k sur k.
Si z€ A, on notera adz, ou ad,x, I'application y — [z, y] de A dans A.

Les lettres X, Y désigneront des indéterminées. On notera Q le corps
des nombres rationnels, Z I’anneau des entiers rationnels.
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1. Quelques lemmes sur les polyndmes.

1.1. Si f:Za,—,-X"Y/ek[X, Y], on notera E(f) I’ensemble des

couples (i, j) tels que a;;72 o. Si p, o sont deux nombres réels, on posera
V,0(f) = sup (oi+ aj),
LI)EE(f)

[on convient que v, ;(0) =—oc0]. On notera E(f, p, o) I'ensemble des
couples (i, j)€ E(f) tels que pi + gj = v, 5 (f); sif# o,ona E(f, 5, ) # 0.
Si E(f)=E(f, p,0), on dira que [ est (o, g)-homogéne de (p, 7)-

degré v, 5(f).
1.2, Lemme. — Soient f= 3oy XY/, g= N5, X'Y/, el o, 0 des

nombres réels. Posons

h=fg =1 X'Y/,

f1= 2 ai/Xin’

LHEE(fp,0)
g1= 2 Bi/'XiY/’
(&) € E (g p,0)
Ql . .
h= Y XY
GHeEhp,0)

Alors hy=f,g9, et v,s(h)= v,,6(f) + 5.5(9)-
La démonstration est laissée au lecteur.

1.3. LEmmE. — Soit fek[X, Y] un polynéme (p, o)-homogéne de
(p, o)-degré v.

(i) On a pX% +O’Y%’;:Uf.

(ii) Si p et ¢ sont linéairement indépendants sur Q, f est un monédme.

Démonstration. — Soit g =X‘Y/ avec pi +0j =v. On a

QX%{ —i—O’Yg% =oXiX'Y/ +o¥YjXY/' =(0i + gj) g,

d’ou (i).
Si (i, j))eE(f) et (i',j)€E(f), on a pi+4cj=pi'+ oj =, donc

p(i—1i')=oa(j’—J). Sous les hypothéses de (ii), on en conclut que f
est un monoéme.
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1.4. LemmE. — Soient f, gek[X, Y] des polynémes (o, c)-homogénes,
de (p, o)-degrés v, w

(i) On a
of d9  of dg\ _ If 99
’Y<35< Y "oy W) wgox — X

Si de plus v et w sont des entiers, on a

of 0 Jf o
UY<~()—}£< ,d%_gli’ 3%) f—sv+1 v+1 (g—vfw)

(i) On a
o (LS 29 g S %

0X dY 0Y 90X

Si de plus v et w sont entiers, on a

n df dg df dg — ——+1 \)- d — $iv
_'JX<0X oY T oY 0X> =g Gy )

Démonstration. — Prouvons par exemple (i). D’aprés le lemme 1.3 (i),
on a

,J,Y<df o9 __ of dg>

0X 0Y 0Y 0X
7} dg 7} J
(D]z<wg—pX > <vf—pX f>dX —wg——t—vf
Supposons v et w entiers. Alors
i —V 0y — p—1 fFror—1 f
T 1= (o g% w %)

d’ou, compte tenu de ce qui précéde,

of o of o
oY(a)Q Z)% _ b‘% a%) f—Au+1 gv+1 *(g—vfm)_

2. Filtrations de A,.
2.1. Le lemme suivant se trouve dans [7], théoréme XIV.

LemMmE. — Soient i, j, [, m des eritiers >o. On a
g/ 2 / ilnt i Lo.rs i 2/ _9
(pzq/) (plqm) — pz+l q/+m __lel+l—l q]+m71 + ;J (J — I) l(l_ I)pz+l—- q/—H/z 2

— =0 G — D U—1) (=) pi=tgien=f ...
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Démonstration. — En simplifiant par p? & gauche et ¢ a droite, on se
raméne aussitdot au cas ol i = m = o. Admettons la formule

/ — / v SN VI J l —r g
¢'p =p'g + Y (—1) r!<r>(\,>pZ ¢

r1
Alors
[¢+ p'1=1¢ P19’ + ql¢’, p']
) i\ /1 )
e o () (e
r>1
) i\ /1 )
:Alpl—l q; _I_z(_l)rr! <{.> <r> pl—rq/—r—H
r>1
”pl j l l—r—1 gj—r
— D=t (4) () (=0 pigi,
d’ou B

i+1pnl — plo/+'— ]Ipl—' g/ — 7]lp!—1 g/ 1y r! -] l l—r qj+1—1
@il = plgt —Ip g —jlp= ) 4 x)r-<, L) P

e, )(, L, ) t—r+ope

=P =G D P Y )T p g

avec

«=(D) )+ S (L) Oz =T 0)

La formule est donc établie pour ¢/+'p’, et 'on passe de méme au cas
de ¢/ p'+'.

2.2. LEMME. — Soient x, y, z€ A, lels que z=uxy. Soient

:1:=20!ijpiqj, y==25iipiqi’ z=27,~,~p"q/'.

Posons

=X e, XV, g=3B;XY, h=Y7,XV.
Alors
Démonstration. — 11 suffit de le prouver pour x=piq/, y=p/q",

et alors cela résulte du lemme 2.1.
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2.3. Soient x:Z 2;;p'q/ € A,, et p, o des nombres réels. Par analogie
avec 1.1, on définit de maniére évidente E(x), v,.(x), E(z, o, o).

Le polynome 2 a;; XY/ sera appelé le polyndme (p, )-associé a z.
(i) € E(x, p,0)

2.4. LEmME. — Soient x,ye A, et p, o des nombres réels lels
que o 4o > o.

(i) Le polynéme (o, o)-associé a xy est le produit des polynémes (o, o)-
associés a x et y. :

(1) vy,5(xy) = v;,6(x) + v,,5 (¥).

Démonstration. — 11 suffit d’envisager le cas ol x = o, y 7 o. Posons
z=uxy et introduisons les notations f, g, h du lemme 2.2. On a

V5,6(%) = 0,,5(f), V5,6 (Y) = 0;,6(9), V;,6(2) = Up,6(h).

D’autre part,

0 ) adaq
U.p,rr<a‘![]>£: Up,rr(f)_a', vp,o‘(ﬁ()éup,'f(g)_‘?’

donc, compte tenu du lemme 1.2,
of oy ,
Voo <()_Y/’ d—X”> Z056(f)+ 0p,5(9) —0—0
pour p—.1, Comme p + o> o, le lemme 2.2 prouve que h=fg +1

avec v, 5(l) < vp,6(f) + vp,5(g). 11 suffit alors d’appliquer le lemme 1.2.

2.5. ProposITION. — Soit x un élément non scalaire de A,. L’appli-
cation P> P(x) de k| X] dans A, est un isomorphisme de k[ X] sur k[x].

Démonstration. — On a v, , (x) > oet v, (") = nv, , (x), donc 1, x, 2, ...
sont linéairement indépendants sur k.

2.6. LEMME. — Soient x, y, z€ A,, ltels que z=[x, y]. Soient
e=Dayp'q,  y=NEpe, 2= 1P
Posons
[=Xa, XY,  g=3p; XV, h=Y71,XY.
Alors

T 00X 0Y 0Y 0X 2\ 0X:0Y> 0Y:oX?
+ 1 <d)f d::g ():;f d;g>_.

W Of 9 _ Of o9 1 <()2f 0rg  0f ()'-’g>

3N\ 0XP 9YF  0YF 0XP
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Démonstration. — Cela résulte du lemme 2.2.

2.7. LEMME. — Soient x et y des éléments non nuls de A,, p ef o des
nombres réels lels que p+4o>o0. Posons v=v,,(x), w="0,5(Y).
Soient f, et g, les polynomes (p, c)-associés a x et y.

(i) Il existe un couple (f, u) d’éléments de A,, et un seul, possédant les
propriétés suivantes :

(@ [z yl=t+u;

b)) EQ)=E({ p,0) et v,5() =v+w—(p +9);

©) vo () <v4w—(@p +9).

(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes -

(ii,) = o;
.. Of dg, af, ¢, .
(L) 5% 9y “ oy ox =

Si v et w sont des entiers, ces conditions sont encore équivalentes a la suivante :

(ii;) ¢4 est proportionnel .a f¥.
of1 0g: __ of dg,

(iii) Si ¢+ o, le polynéme (p, c)-associé a [z, y] est IX Y oY oX

Démonstration. — Introduisons les notations du lemme 2.6. Alors h
of 90 of 9g,
0X dY 0Y 0X
degré v+ w—(p + o), et d'un polynéme h* tel que
Voo()<v+w—(p+02).

est la somme de » qui est (p, o)-homogéne de (p, 9)-

Ceci prouve (i), (iii), et I'équivalence (ii,) <> (il.). Si v et w sont des
entiers, I’équivalence (ii,) & (ii;) résulte du lemme 1.4.

3. Graduation de A,.

3.1. Quand (p, o) tend vers (1, —1) ou (—1, 1) (avec p+ o> o),
la filtration v, , de A, tend vers deux filtrations « opposées » En fait,
la situation limite est plus précisément une graduation, comme on va
le voir. Pour n€Z, posons

Ar= 2 kpiq’.

i—j=n

Alors A, est somme directe des A”, et il résulte du lemme 2.1 que
ArA" c Am+n', Autrement dit, A, est une algébre graduée par les A~

3.2. On a
(p9)p=p(gp—p9) + p*q=—p+ p*q=p(pg—1),



216 J. DIXMIER.
donc, si fek[X],
f(pg) p = pf(pg—1),

et par suite, si n est un entier > o,

(1) f(pg) p = p"f(pg—n).
De méme .
(2) 7*f(pg) = f(pg—n) q".

En particulier,
prq=p(pg) ¢ =p ¢ (pg + n—1),

d’ou par récurrence

) pP'¢=pi(pg+1)(pg+2)...(pg+n—1),
(ceci est le théoréeme XVI de [7]). On déduit aussitot de 1la que
A*=k[pq].

3.3. Pour n entier > o0, on a

An — pn.AO — pnk[pq]’
A~ =A'q =k[pq]q".

Si f, gek[X], il résulte de (1) et (2) que

p*f(pg) p” 9 (p9) = p™*" f(pg —n') 9(P9)s
fe9) ¢ 9(p9) ¢ =f(pg) 9 (pg—n) =+

4. Commutant d’un élément.

4.1. Si A est une algébre sur k, et si xt€ A, on notera C(x; A) ou
simplement C(x) le commutant de z dans A.

4.2. THEOREME. — Soif x un élément non scalaire de A,. Le commutant
de x dans A, est commutatif et est un module libre de type fini sur k[zx].

Démonstration. — Celle de [1], théoréme 1, s’applique mot pour mot
(bien que I'algébre considérée dans [1] soit légérement différente de A)).

4.3. CoroLLAIRE. — Soit B une sous-algébre de A,. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) B est une sous-algébre commutative maximale de A;
(ii) il existe un élément non scalaire x de A, tel que B = C(x);
(iii) B>=k, et, pour tout élément non scalaire y de B, on a B = C(y).
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Démonstration.

(i) = (iii). Supposons B commutative maximale. Il est clair que B = k.
On a évidemment Bc C(y), d’ott B = C(y) d’aprés la maximalité de B
et le théoreme 4.2.

(iii) = (ii). Evident.

(ii) = (i). Supposons qu’il existe un élément non scalaire x de A,
tel que B = C(x). Alors B est commutative (th. 4.2), et zreB. Si ye A,
commute 4 B, y commute a x, donc y€ B. Donc B est une sous-algébre
commutative maximale de A,.

4.4, COROLLAIRE. — Soient B une sous-algébre de A, distincte de k,
B’ son commutant dans A,.

(i) Si B est non commutative, B' = k.

(ii) Si B est commutative, B’ est une sous-algébre commutative maxi-
male de A,.

Démonstration. — (i) résulte aussitét du théoréme 4.2.

Supposons B commutative. On a Bc B’, donc B’ contient le commu-
tant B” de B’ dans A,. Comme B+ k, B’ est commutative d’apres le
théoréme 4.2, donc B’ c B” et finalement B’ = B”. Donc B’ est une sous-
algébre commutative maximale de A,.

4.5. COROLLAIRE. — Si x ef y sont des éléments non scalaires permu-
tables de A,, on a C(z) = C(y).

Démonstration. — Comme y € C(x), cela résulte du corollaire 4.3.

4.6. CoroLLAIRE. — Soient C une sous-algébre commutative maximale
de A, y un élément de A,, et Pek[X] un polynéme non scalaire.
Si P(y)eC, on a yeC.

Démonstration. — Si yek, c’est évident. Si y&k, on a P(y)&¢k
(prop. 2.5), donc ye C (P(y)) = C d’aprés le corollaire 4.3.

4.7. CorROLLAIRE. — Dans A,, Uintersection de deux sous-algébres
commutatives maximales distinctes est réduile a k.

Démonstration. — Si deux sous-algébres commutatives maximales B,
et B, de A, ont en commun un élément non scalaire x, on a B, = C(x) = B,
d’aprés le corollaire 4.3.

4.8. CoroLLAIRE. — Soit N une algébre de Lie nilpotente sur k, de défaut
de commutativité égal a 1. Soient E son algébre enveloppante, x un élément
non central de E. Alors le commutant C(x; E) est commutatif.

Démonsiration. — D’aprés ce qu'on a rappelé dans lintroduction,
E se plonge dans une algébre A, (F), ot F désigne le corps des fractions
du centre de E. Il suffit alors d’appliquer le théoréme 4.2.
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4.9. 1l serait maintenant facile de démontrer pour E des propriétés
analogues a celles de 4.3-4.7 pour A,. D’autre part, soient L l'algébre
de Lie résoluble non commutative de dimension 2 sur k, et F son algébre
enveloppante. Alors F est isomorphe a la sous-algébre de A, engendrée
par p et pq, donc le théoréme 4.2 et ses corollaires 4.3-4.7 restent valables
en remplacant A, par F.

5. Sous-algébres commutatives.

5.1. TaEorEME. — Soit B une sous-algébre commutative de A,, distincte
de k. Alors B est intégre, de type fini sur k, de degré de transcendance 1
sur k. Pour toute sous-algébre B, de B distincte de k, B est un module de
lype fini sur B,.

Démonstration. — Choisissons un élément non scalaire x de B,.
D’apres 4.2, l'algébre commutative C(x) est de type fini sur k et est
un module de type fini sur k[x]. Comme ’anneau k[x] est noethérien, B,
qui est contenu dans C(x), est un module de type fini sur k[x] (et a fortiori
sur B,). Il résulte de 14 que I’algébre B est de type fini sur k. Tout élément
de C(x) est algébrique sur k[z], donc B est de degré de transcendance 1
sur k.

5.2. La structure précise des sous-algébres commutatives maximales
de A, ne semble pas facile a préciser davantage. Nous pouvons seulement
donner les propositions 5.2, 5.3 et 5.5 ci-dessous.

ProrosITION. — Soit x un élément de A,. Soient o > o0, 5> o et f(X, Y)
le polynéme (p, o)-associé a x. On suppose qu’il n’existe aucun poly-
noéme f,(X, Y) el aucun entier n>1 tel que f soit proportionnel a f7.
Alors C(zx) =k[x].

Démonstration. — 11 existe des entiers p’> o, ¢’> o tels que f soit le
polyndme (o', o')-associé a z : c’est évident si p et ¢ sont linéairement
dépendants sur Q, et sinon, cela résulte facilement du lemme 1.3 (ii).

On supposera donc désormais que p et ¢ sont entiers. Soient ye C (),
et ¢ le polyndme (p, o)-associé a y. Montrons, par récurrence sur v, ,(¥y),
que yek[xz]. Cest évident si v, ;(y) =o. Supposons-le prouvé pour
v,, 5(y) < w, et envisageons le cas oll v, 5(y) = w > o. Posons v = v, ().
On a v> o (sinon [ serait une constante, et I'’hypothése faite sur f
ne serait pas vérifiée). D’aprés le lemme 2.7, f* est proportionnel
a ¢gv. Soient v’ et w’ les quotient de v et w par leur p. g.c. d. Alors f*
est proportionnel a g¢. En utilisant les décompositions de f et g en
facteurs irréductibles, on en déduit I’existence d’un polynéme h(X, Y)
tel que f soit proportionnel a h*. D’aprés I'’hypothése faite sur f,
on a v' =1. Donc ¢ est proportionnel a f*. Donc il existe 2€k tel que
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Vo, c(y — 22") <0, (). On a y—2rx*'eC(x). D’aprés I'’hypothése de
récurrence, y — 2z € k{x], d’ou ye kfgx].

5.3. On a C(p) =k[p], C(g) = k[q], soit d’aprés la proposition 5.2,
soit par un raisonnement direct immédiat. D’aprés le corollaire 4.5,

on en déduit que C(p") =k[p], C(¢") = k[q] pour tout entier n > o.
Voici maintenant un commutant moins évident.

ProrositioN. — Soient i el j des entiers tels que i>-j> o. Soit d
leur p. g.c. d. et posons i =1i'd, j =j'd.
(i) Si i=j, on a C(p'q’) =k[pq].
(i) Si i=jeti'2j +1, on a C(p'q’)=k[p¢/]-
(iii) Si i"=j"+1, on a
p'¢ =(p(pg+d—1)(pq+2d—1)...(pg +j d—1)),
C(p'¢)=k[p(pg +d—1)(pq+ 2d—1)...(pg +j'd—1)].

Démonstration. — On a [pq, p] =—p, [Pg, q] = ¢, donc
(4) [pg, p'g"]= (m—Dp'q",

)

d’ou

C(pg) =X kp'q' = k[pql (cf. 3.2).

>0

Compte tenu du corollaire 4.5, on en déduit que C(p'q’) = k[pq] pour
tout entier > o.

Supposons désormais i >j > o. Puisque A, est graduée par les A"
et que piq/ € A=/, C(p'q’/) est la somme de ses intersections avec les A".
Soit y un élément non nul de C(p’q/)n A*. Soient f et g les polyndmes
(1, 1)-associés a piq/ et y. On a f(X, Y) = X¢Y/. D’aprés le lemme 2.7,
une puissance de g est proportionnelle & une puissance de X¢‘Y/. Donc
il existe des entiers m, n tels que m>n> o et que ¢(X, Y) soit propor-
tionnel & X Y”. Ceci prouve ue v > o. Donc il existe un polyndome
non nul he k[ X] tel que y = p” h(pg). D’apres (3), on a

p'¢ =p~7/ pq(pg+1)(pg+2)...(pg +Jj—1)
D’aprés 3.3, le fait que y commute avec piq/ s’écrit donc
(pg—v)(pq +1—0)...(pg +j—1—0) h(pq)
=h(pg—(—j) pg(pg+1)...(pg+j—1)
ou
XY X—v)X—v+1)...X—v+j—1)
=h(X—(>I@—j) XX +1)...X4+j—1).
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Pour tout i€k, soit p(x) la multiplicité de 2 comme zéro de h(X).
L’égalité précédente entraine, en notant d; la fonction caractéristique
de {2} dans k,
(®) p@)—p O —>@—j)
=0+ 0_1+... 4+ 0_j—)—0—0—1—...— Opij—1)) (2)

quel que soit 2 dans k. Comme p. est nulle sauf pour un nombre fini de
valeurs de 2, ceci prouve (en se plagant dans une cloture algébrique de k)
que h est déterminé a une constante multiplicative prés, donc que
dim; (C (p'¢/)Nn A") =1.

Pour tout a€Z, soit T', la classe de congruence modulo i —j de a.

Alors
@) =Y p—i—i)

rel, rel',
Donc (5) entraine

(6) Card(T.n{o, —1, —2, ..., —(—1)})
=Card(I'.n{v, v —1,0—2, ..., v—(—1)}).
Or il est clair que '
) Card@.n{o, —1, —2, ..., —(j—1)})
> Card(Qsnfo, —1, —2, ..., —(j—1)})
= oel, et —j¢l,
et
) CardT.n{v,v—1, ..., v—(j—1)})
> Card(Xecin{v, v—1, ..., v—(—1)})
= vel, et v—j&l..
Supposons d’abord j non divisible par i —j. Alors

oel, = —j&T, vel, = v—j&l,

donc (7) et (8) entrainent
CardT.n{o, —1, —2, ..., —(—1)})
> Card(Tssin{o0, —1, —2, ..., —(j—1)}) & o€l
et
Card(T.nf{v, v—1, ..., v—(—1)})
> CardTounfv,v—1, ..., v—(j—1)}) <= vel..

D’apres (6), on a donc
oel, = vel,
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donc v est divisible par i—j. Comme (pi¢/)/i—"eC(pi¢/)nA" et
que dim(C(pi¢/)nA*)=1, on a C(p'¢/)nA*=k(p'¢/)"/“—). Donc
C(p'¢/)ck[piq/] et finalement C(p‘¢/)=k[pi¢/].

Supposons maintenant j divisible par i —j. Alors d =i —j, donc
U'=j'+ 1. Par suite,

p'q =p’pYq”
=p’pq(pq+1)(pqg + 2)...(pqg + dj'—1) d’aprés (3)
= p?pq(pq + d) (pq + 2d).. .(pqg + (j'—1)d)
A(pg+1)(pg+d+1)(pg+2d+1)...(pg+ (j'—1)d +1)
A(pg+d—1)(pqg+2d—1)(pg+3d—r1)...(pg+j'd—r1)
=(p(pq +d—1)(pq + 2d—1)...(pg +j'd—r1))* d’apres (1).

Posons x =p(pqg+d—1) (pg+ 2d—1)...(pg+j'd—1). Le poly-
noéme (1, 1)-associé a = est X/*+1Y/, D’aprés la proposition 5.2, on a
C(x) =k[z]. D’autre part, C(piq/) =C(xz?) =C(x) d’aprés le corol-
laire 4.5.

5.4. LEMME. — Soient u et v des éléments d’une algébre associative sur k,
et a =u*+ 3(uv 4 vu), b =u*— Lv. Soient v' =|u, v], v" =[u, v']. On
suppose que

(9) V' =—1202
Alors on a
(10) a*— b =2u[v, ']+ 0?4 8.

Démonstration. — On a

a—b*=u'+ 3utv + 3uwivu + 3w
+ qguvuv + guv*u + 3vu* 4 govuv 4 gvuvu
— U+ 4ut v+ fuoud 16 w0 + fout 4 1601w + 16 02U+ 64 0%)
=c+d,
avec
¢ =—u‘v + 3udvu + 3Juvu*—vut — Luvu?,
d = guvuv + guv*u— yvuv + gvuvu — 16 UV — 162U — 640",
Or
wou=uv—uv,
wowr =wou—uwv'u=uv—uv'—uv'u,
uw® = wr*—w'w? =u'v — v’ — uwv’'u—uw' u?,
vt = uwwwP—v'w = utv — 1} — ' u — ' —v'wd,
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d’ou
c=—uwv + zu?v’u—guv’u?+ v'u’.
Or
w'u=uwv'—u*v’,
w'w? =uwr'u—u"u=uwv—uwv'—uv"u,
vVut=w'w—v"w=wv—uwv"—uw"u—v"u,
d’ou
c=—u"+w'u—v'w=—ulu, v"]—v"w
=r12ulu, v*] 4 rev*u* =12u(Wv’ + v'v) + 120712
Alors

@?—b =c+d=r12uv +0'v) + e— 6403,

avec e = quvyuv + quv*u — yovu’v + gvuvu — 16U v*— fov2uc.
Or
vuvu = v*u+ o' u,
uv*u = vuvu + v'vu = v2u* 4 vv'u -+ v'ovu,
vu?v = puvu + vuv’ = v2u? + v’ u + vuv’,
upuy = uv*u + uvv’ = v*u+ vv'u-+ v'vu + uvv’,
up? = uwuw -+ w'v=v*u*+ vv'u + v’ vu + uvv’ + vu'v,

d’out
e=  4ov'u+ 2v'vu—youv'— yuvv'—16uv'v
= 4uov'— 4@+ v0") + 2uv’v— 20>+ 1" V)
— quv’ + 70— yuvv' —16uw'v
=—r1ouvd’'—1huw'v + v2— Lov"— 20" v.
Donc
@— b =ouvv'—ouv’'v + v*— Lov"— 20" v — 64 V*
=ou[v, v'] + v"*+ 48v" + 240" — 64V°
=oufv, V'] 4+ v"* 4 8v°.
5.5. Proprosition. — Il existe dans A, une sous-algébre commutative

maximale dont le corps des fractions n’est pas extension transcendante
pure de k.

Démonstration. — Soit x€k. Posons u=p*+4 ¢*+ o, v = é p- On a
L
[u, v]—[q,sz g
[u, [u, v]]=[p* —q]l=—23p*=—120%
Soient x = u*+ 4v, y = v’ + 3(uv + vu). D’aprés le lemme 5.4, on a

p—r=a(p + ¢ +a)[;p, —q] +otp=—a
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Donc y* commute & x, et par suite x et ysont permutables (cor. 4.5).
Soit D = C(x) = C(y), qui est une sous-algébre commutative maximale
de A, (cor. 4.3). Pour « # o, le corps des fractions de k[z, y] n’est pas
extension transcendante pure de k. D’aprés le théoréme de Liiroth,
le corps des fractions de D n’est pas extension transcendante pure de k.
(Cet emploi du théoréme de Liiroth m’a été suggéré par P. SAMUEL.)

5.6. Conservons les notations précédentes. On peut montrer, en utili-
sant le lemme 2.7, que D =k [z, y]. Pour « = o, on a donc un exemple
de sous-algebre commutative maximale de A, qui n’est pas isomorphe
a k[X], mais dont le corps des fractions est isomorphe a k(X). Celle-ci
n’est pas intégralement close.

6. Classification des éléments de A,.

6.1. Soient A une algeébre associative sur k, et z€ A. Pour tout ye A,
posons V).=Z k(adz)*y. On notera F(x; A), ou F(x), I’ensemble des

n>0 _ —

ye A tels que dim V,<+o0. On a F(x; A) = F(x; A) Q:k.
Si A€k, on notera F (x, 4; A) ou F(x, ) I'ensemble des yeF (x; A)
tels que toutes les valeurs propres de (ad i) | V., soient égales a 2, autre-
ment dit 'ensemble des ye A tels que (ad ;2 — R)"y soit nul pour n

assez grand. D’aprés la théorie des endomorphismes dans les espaces
vectoriels de dimension finie, on a

(11) F(x;A) =@ F(z, ; A).

rek
D’autre part, il est connu et facile a voir que
(12) F(x,2; A).F(x, p; A)cF(x, 1+ 3 A)

(parce que ad ;x est une dérivation de A). Donc F (z; A) est une sous-
algebre de A, graduée par les F(x, ); A), et F (x; A) est une sous-algébre
de A.

Si 2ek, on posera F(x, 1; A) = F(x, 1; A)nA, de sorte que

F(x, 3; A) = F (xr, 3; A) Q:k. La somme des F(x, 2; A) pour rek
est directe mais distincte de F(xr; A) en général.

6.2. L’ensemble F(x, o; A) sera noté N(zr; A) ou N(x). Cest I'en-
semble des y€ A tels que (ad ;)| V, soit nilpotent, ou encore I'ensemble
des ye A tels que (ad,x)*y soit nul pour n assez grand; c’est une sous-
algebre de A. Pour n =o, 1, 2, ..., on notera N(z, n; A) ou N(z, n),






