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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

'POINTS CARACTERISTIQUES DES QUADRIQUES DE DARBOUX
ET PROPRIETES DE CERTAINS QUADRILATERES GAUCHES
INTRODUITS EN GEOMETRIE DIFFERENTIELLE PROJECTIVE
DES SURFACES;

Par M. E. AncLADE,

Professeur au Lycée de Béziers.

Dans la premiére partie de cette étude, je donne quelques pro-
priétés des points caractéristiques de toute quadrique de Darboux.
Les coordonnées d’un point quelconque z d’une surface (S), rap-
portée a ses asymptotiques u, ¢, sont écrites sous une forme
normale qui permet de déterminer plus simplement les deux
directrices de Wilczynski (w,), () et I'équation de la quadrique
de Lie (®). Dans le tétraédre formé par les points d’intersection
de (@) et des droites (wy), (w,), la quadrique de Lie a pour

équation locale
2134+ 3233 = 0,

tandis que, si A est une fonction arbitraire de u, ¢,
Z18,+ B233+ 2232 =0

donne les quadriques de Darboux (D) du faisceau défini par (®)
et le plan tangent (T) a.(S) compté deux fois. Il existe, pour
chaque quadrique (D), deux cénes quadratiques (yu.), (y.), de
sommet z, qui contiennent les points caractéristiques. Chacun
d’eux touche le plan (T) le long d’une direction asymptotique
de (S). Le plan polaire d’une tangente asymptotique par rapport
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a un cone (y) passe par l'une ou l'autre des directrices de
Wilczynski et reste le méme quand on change de quadrique de
Darboux. En reliant les points caractéristiques au point z, on
obtient les droites (A,), (4:), (4;), (A;) communes aux deux
cones (v). On constate que les plans tels que (A,A5), (A34;)
coupent le plan tangent (T') le long de directions conjuguées pour
la surface (S).

Pour une famille de quadriques (D) associées a une surface
isothermo-asymptotique, les équations des cones (y) prennent
des formes particuliérement simples. Dans ce cas, la directrice
(wy) issue de z porte 'un des points caractéristiques; elle
coincide avec 'une des droites (A), (A;) par exemple. Le plan
des points caractéristiques contenus sur les droites (Ay), (A2), (A3)
passe par la directrice (w,); les plans (A, A,), (4:4;), (As4))
contiennent les directions de Darboux de la surface (S); les plans
(wiAy), (wyly), (wsA,) coupent (T) suivant les directions
de Segre. On démontre également que les droites telles que (4A,),
(Ay ) sont conjuguées harmoniques par rapport aux intersections
de leur plan par les plans (T) et (w;A,). Enfin, (w,), (4,) et
les intersections du plan (w,A,) par les plans (T) et (A,A;)
forment un faisceau de rapport anharmonique constant égal a 3.

Dans la deuxiéme partie, dés le paragraphe 11, la surface (S)
redevient quelconque. Il est d’abord question de couples de
quadrilatéres (2), (0) a diagonales sécantes et tracés sur une méme
quadrique : leurs cotés se. séparent harmoniquement. De ce
théoréme, utilisé dans toute la suite, on trouvera plusieurs démons-
trations dont une de M. Gambier et 'autre de M. .Vincensini. Je
me permets de leur exprimer ici ma reconnaissance pour 'intérét
qu’ils ont porté a ce travail.

En considérant ’hyperquadrique (Q) qui représente l'espace
réglé dans Vespace auxiliaire de Félix Klein, en introduisant,
sclon la méthode de M. Godeaux, une suite de Laplace auto-
polaire par rapport a (Q) et liée a la surface (S), on retrouve la
propriété due a M. Bompiani : les diagonales du quadrilatére
de Demoulin (2,) s’appuient sur les directrices de Wilczynski
(w1), (wy). Sur la quadrique de Lie, il existe un quadrila-
tére (0,) qui admet ces directrices pour diagonales. Les cotés de
(Zy) et (04).se partagent harmoniquement.
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En menant le long de 'asymptotique u = const. les tangentes
aux asymptotiques ¢ = const., on forme une surface réglée
gauche (R.). Une surface (R,) s’introduit par un procédé ana-
logue. Les complexes linéaires osculateurs a ces deux surfaces ont
en commun une congruence linéaire dont les directrices possédent
les mémes propriétés que (w,) et (w,).

Les résultats -obtenus a propos des quadrilatéres (Z,), (9,) de
la quadrique de Lie peuvent s’étendre a d’autres quadrilatéres
(2n), (0n) tracés sur des quadriques d’une suite donnée par
M. Godeaux.

Prenons maintenant une congruence (W). Soient z, 7 les
foyers d’une méme génératrice, (T), (T) les plans focaux et (S),
(S) les nappes focales. La biquadratique d’intersection des qua-
driques de Lie (@), (®) relatives aux points z, Z des deux nappes
se décompose en quatre droites (&), (i), (Z;), (£;). On peut
trouver dans le faisceau (z, T) une droite (4,) dont la conjuguée
(hq) par rapport & (®) fait partie du faisceau (z, T). Il est curieux
de constater que (A, ), (hy) sont également conjuguées par rapport
a (E)) Ces droites rencontrent les diagonales du quadrilatére (2)
déterminé par (iy), (é2), (&}), (Z;). Les cotés des quadrilatéres de
diagonales (A,), (h2) compris sur (®) et (6) séparent harmoni-
quement ceux de (2).

La derniére application ne concerne plus la théorie des surfaces.
Elle fait intervenir un quadrilatére gauche (2) dont les couples de
c6lés opposés sont (i, Z»), (£, (£,). Un complexe (B) contient la
congruence de directrices (i), (¢2); un complexe (B') passe par la
congruence linéaire de directrices (i;), ({,). Les directrices de la
congruence linéaire commune a ces deux complexes en involution
s'appuient sur les diagonales de (2) en les divisant harmonique-
ment; elles sont conjuguées par rapport a toute quadrique (®)
passant par (2); elles déterminent sur (@) un quadrilatére (0)
auquel s’applique le théoréme énoncé plus haut.

POINTS CARACTERISTIQUES DES QUADRIQUES DE DARBOUX.

1. Coordonnées normales de Wilczynski. — Soit X,, X,,
X3, X, un systéme quelconque de coordonnées projectives homo-
génes d’un point, non parabolique, d’une surface (S) rapportée
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a ses asymptotiques u, v. Les déterminants

| Xuuw Xu X, X[, [Xeo Xz X, X|

sont simultanément nuls. Il existe donc des fonctions A, B, C, M,
N, P, des paramétres u, ¢, telles que

(1) Xuu+ AX,+ BX,+ CX =o, X,oe+MX, + NX,+ PX =o.

L’une des conditions d’intégrabilité de ce systéme s’écrit

A,—N,=o.

Elle montre qu’il est possible de déterminer une fonction p(u, ¢)

vérifiant
2(logp)u+ A =o, 2(logp)y+ N =o0.

Remplacons le systéme de coordonnées X par le systéme z
défini par

Les nouvelles coordonnées sont solutions du systéme d’équations
aux dérivées partielles

(3) Zyu—+ 2bxy+cx = o, Zyp+ 2axr, + dzr = o,

qui se déduit de (1) par la substitution (2).

“Avec ces valeurs z, on obtient les coordonnées normales de
Wilczynski. Nous les utiliserons dans tout ce qui suit.

Les conditions d’intégrabilité de (3),

ayy+ dy+2ba, + fab, = o,
\
(4) bvu +cv+2abu+/¢bau=0’
? Coo +2acy+4ayc=dy,+ 2bd,+ 4b,d,

s’emploient rarement sous cet aspect. On observe, dans toute
étude de géométrie différentielle projective, que les expressions

a = 2(loga)uu+ (loga); + 4(b,+c),
B=12(logd)w+ (logh)2 + 4(a,+ d),
h=4ab— (logd),,, k= 4ab— (loga)y,,,

reviennent trés souvent. Par suite, il est bon de transformer les
conditions (4) en introduisant «, (3, pour éliminer ¢ et d. Toutes
les fois que les termes (loga)as, (logb)u, apparaissent, il faut les
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remplacer respectivement par 4ab—k et 4ab—h. Enfin, la
derniére de ces conditions peut s’écrire

2ac,+ fa,c— (b, + 2ab, + 4bay),
=2bd,+ 4b,d— (ayu+ 2ba,+ 4ab,),,

ce qui transforme (4) en un systéme équivalent.
On trouve ainsi pour conditions d’intégrabilité (*) de (3)
(4 bis) ay + 2k(logak),=o,

3 Buw 2h(logbh),=o,
| aa(loga®a), = b3(logd2B),.

2. Remarques sur les coordonnées radiales d’une droite. — Deux
points z, y déterminent une droite (g). Ses coordonnées radiales
Zi Yi
Tk Yk

Gir=

sont, dans un espace linéaire (S;) a cinq dimensions, les coor-
données homogénes d’un point G placé sur ’hyperquadrique (Q)

(5) G12 G4+ G13Gia+ Gy, Gay= o.

Le point G est I'image de la droite (g). Nous conviendrons d’écrire
G=lz |

pour désigner ses coordonnées.

La condition bien connue pour que deux droites (g), (g'),
d’images G et G, soient dans un méme plan,

(6) Q(G, G’): GigG’;;A—FG“;GIA_Q—C— Gjl,G,«lg

~+ G35 Gl o+ Gua Gl 5+ Gy Gy = o,
équivaut a dire que les points G et G’ sont conjugués par rapport
a (Q). Il ne faut pas oublier que I'on a
(6 bis) e(|zy |, |=t|)=|=zyzt|,
carlesecond membre de (6) représente alors le développement (?)
de ce dernier déterminant par la régle de Laplace.

(') L. GopbeAUX, La théorie des surfaces et U'espace réglé, Hermann, 1934.
(?) Dans le cas trés fréquent ou G et G’ désignent des sonmimes, Q (G, G') se
développe comme le produit de ces deux sommes. Ainsi

Q(A+B, M+N) = Q(A, M)+ Q(B, M)+ Q(A, N)+ (B, N).
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Observons enfin que I'on peut remplacer I'équation (5) par

(5 bis) 2(G, G)=o.

8. Directrices de Wilczynski. — Désignons par (S.), (S,) les
développables qui admettent pour arétes de rebroussement les
asymptotiques ¢ = const., u = const., tracées sur (S) et passant
par z. Les complexes linéaires osculateurs a ces surfaces con-
tiennent une méme congruence linéaire dont nous cherchons les
directrices appelées directrices de Wilczynski.

La génératrice (zz,) de la développable (S,) a pour image le
point
U=|zz, !,

qui décrit une courbe lorsque u varie seul. L’hyperplan
UU. Ui User Ususu, 0sculateur a cette courbe, coupe (Q) suivant
Pimage du complexe linéaire osculateur a (S,).

Dérivons U en tenant compte des relations (3). On constate
alors que I’hyperplan précédent (H) est délerminé par les points

I .E.Zu I’» I ZZy [3 I xmuvl -+ I ZyZy ly ! Ly X ye I,
| Zoxyo | + | zuzo | (l0gb),.

Montrons qu’aucun hyperplan ne passe par les six points
lzzy ), |zze!, |Zuzo!, |2Zuo|, |Zuuel, |Zezuol.

Cela revient a prouver I'impossibilité de tout systéme de relations
de la forme

(7) S=Alzz,|+B|zx, |+ C|zyz0|
+Djazye |+ E|zyzuw |+ F|zozye | =o0.

En calculant successivement
QI |zzy]), QE, |zz0]), QI lzuel), ..., QE,|Zvzuol)
et en observant que le déterminant
|z zy @v Zuol

ne peut s’annuler en un point z non parabolique de (S), on voit
que le systéme (7) n’admet que la solution évidente

A=B=C=D=E=F=o.
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Donc, si U, est le pole de I'hyperplan (H) par rapport a (Q),

ses coordonnées s’écrivent

U=Mlzz, |+ N|zz, |+ P|z,2,]
+Qlzzyo | +Rlzyzye | + S| zvyo|.

Les conditions de polarité (6) vérifiées par U, et les cinq points
qui déterminent (H) donnent

N=R=S=o, P+ Q=o, M + Q(logbd), = o

et, par suite,
U= |zxye| — | 2uxp | — | 22, | (logd)e.

De méme '’hyperplan de péle
Vi=lzz,|+ | 2uxe| — | 220 | (loga),

représente le complexe osculateur a la développable (S, ).

Les images des directrices de la congruence linéaire commune
aux deux complexes s’obtiennent en prenant les points d’inter-
section de la droite U, V, et de (Q). Ces points

pUi+ ¢V,

doivent vérifier la condition (5 bix). Il en résulte la condition
pPP—q*=o0,

qui montre que les images des directrices de Wilczynski sont

Vi+Ui=2|zxy, | — | 2z, | (logh)y— | zz, | (loga)u,
Vi—Ui=2|zy2z, |+ |2z, | (logh)e— | 22y | (log @)u.

La premiére directrice relie donc les deux points
z et x,(logh) + z,(loga)y— 2z,

tandis que la deuxiéme joint les points
z(loga)y—2z, et z(logb)o— 22,

pris dans le plan tangent (T).

4. Premiére équation locale de la quadrique de Lie. Quadriques
de Darboux. — Menons, le long de 'asymptotique u = const. qui
passe par le point x de (S), les tangentes aux asymptotiques
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v = const. Nous formons la surface réglée gauche (R.). Les coor-

données
X=z+wz,

de 'un quelconque de ses points s’expriment en fonction des
variables ¢ et w.

On sait que la quadrique de Lie (®) relative au point z de (S),
est le lieu des tangentes menées, le long de la génératrice issue
de z, aux asymptotiques curvilignes de (R.).

L’équation différentielle des asymptotiques de cette surface,

X X, X, &X|=o,
s’écrit

| z+way zo+wzy 2y (Zoo=+ ®Tppy) dv2+ 224,dvdw | =0,
ou, en vertu de (3),
| 22y 20 240 | (dvdw — 2abw?de?) = o.
De I’équation des asymptotiques curvilignes de (R,.),
dw —2abwdy = o,
on tire immédiatement les équations paramétriques de (@),

(8) X=x+w(1+2abwsz)zx,+ 32+ I3WZLyy,

dans lesquelles z et & désignent les variables.
Les directrices de Wilczynski coupent (®) en

z, y=][8ab— (loga), (logh)u]x + 22, (logb)y~+ 22, (loga)y — 4Zus,

ct en
m = z(loga),— 2z, n=z(logb),— 2x,.

Un point quelconque X de l'espace a des coordonnées qui
peuvent se mettre sous la forme

X=8HX 4+ toZy—+ tyXp+ Ty,

en représentant par ¢, ta, ti, ¢y ses coordonnées locales dans le
tétraédre (z 2, 2, Zuo ).
D’aprés (8), on trouve pour tout point de (@),

=1, ta=w(1+2abwz), ty=23, ti=23w,
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ce qui donne I’équation locale de la quadrique de Lie,
Lty — Lotz + Qthz = 0.

On constate immédiatemnent que nous aurions trouvé la méme
quadrique en partant de la surface réglée gauche (R,).

Toute quadrique de Darboux (D) du faisceau formé par (@) et
le plan tangent (T) compté deux fois, est déterminée par

(9) 2(trty— taty) + (4ab — K)t: = o,
si 'on désigne par A une fonction arbitraire de u et ¢ astreinte

seulement & posséder des dérivées partielles du premier ordre.

B. Recherche des points caractéristiques d’une quadrique de
Darboux. — Un point de coordonnées locales ¢ dans le repére
(zzyry240), velatif au point z, a pour coordonnées ' =t + At
dans le repére relatif au point z 4+ Az. Nous avons

MxH+xy+lZe+ 8T yo= (t1+Al)(x+Ax)+(ta+ Al) (X + Az )+ .. .,

ce qui conduit aux relations immédiates, si 'on tient compte

de (3),
g%‘ = cty+ (cv— 2bd) t,, ?)—t‘: = dtz3+ (dy— 2ac)ty,
;)_tu?:_h—uzbt;, '())_t5=2at3+(2au+d)th
‘;_2 = 2bty+ (2b,+ )4, (;—t; =—t—habt,
g‘i::‘—t“’ %:—t:.

Passons maintenant a la détermination des points caracté-
ristiques de la surface

F(t, ta, t3, &4, a, b, 1) = 0.

La surface relative au point z + Az a pour équation, dans le
repére correspondant,

F (¢, ty, ts, t,, a+ Aa, b + Ab, i + A)) = o,
ce qui enlraine

F(t1+ Aty, ta+ Ata, 3+ Ats, 8.+ Aty, a + Aa, b+ Ab, A + A)) =0
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et montre, en définitive, que les points caractéristiques sont sur
les surfaces

OF o JF o OF da_ OF b OF A __
oty du  dts du " dadu b du  Indu”
JF oty oF ot JF oda d_lf d_b JdF ox o

gt o To g T 9a de T ok dv T w9 =
Appliquons ce résultat a la quadrique (D) d’équation (9). Nous
obtenons les cones quadratiques de sommet z
(Yu) til2co —4bd+ 4(ab)y— hy]— 4683 — §botat,+ 20 tst, = o,

(Yv) ti[2du—bac+ 4(ab), —ry] — fati — faytsty—+ 2ht8, = o.

6. Second systéme de coordonnées locales. — Il est possible
d’introduire un nouveau systéme de coordonnées locales 3y, 2,
33, %4, en utilisant le tétraédre (zmny) déterminé sur la qua-
drique de Lie par les directrices de Wilczynski. Les relations

T+ Xy~ 3 Zo+ L Typ= 31T + ZaM ~+ 35N + 3, )

donnent, en faisant intervenir les expressions de m, n, y obtenues
plus haut,

ty = 21+ 32(loga), + z3(logb),+ z,[8ab — (loga),(logh).],
ty=22,(logb),— 2 3,,
ts=223,(loga),— 2z

ly=— 425.

Dans le nouveau tétraédre de référence, la quadrique de Lie et
la quadrique de Darboux (D) ont respectivement pour équation

2134+ Z2B3= 0, 2134+ 3933+ 203} = o,
tandis que les cones précédents sont définis par

(Yu) wzi + bz} — Az33, =0,

() 93} + azi — X323, = 0,
si 'on convient d’écrire
w=A,+ A(loga),+ b8, o = Ao+ A(logd),+ aa.

Nous retrouvons des expressions « et 3 déja indiquées au para-
graphe 1. Pour que B apparaisse dans le coefficient p, il suffit de
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supprimer le terme ¢, en s’aidant de la deuxiéme condition d’inté-
grabilité (4). De méme, en supprimant d, dans ¢ on introduit .

7. Propriétés des cones (y). — Les cones (y.) et (y,) ont une
disposition intéressante relativement an plan (T) tangent a la

surface (S).

Le cone (yu) touche (T) le long de la tangente asymptotique
(zz,); le cone (1.) touche ce méme plan le long de la tangente
asymptotique (2x.).

La tangente asymptotique (zz,) d’équations

Z3=23,=0

admet, par rapport au cone (y.), le plan polaire

Ze = 0.

C’est le plan (zny) formé par la tangenle asymptotique (zz,) et
la directrice de Wilczynski issue de z.

D’autre part, le plan polaire de (zx,), par rapport au méme
cone, est le plan tangent (T') qui contient la deuxiéme directrice
de Wilczynski.

En choisissant une nouvelle fonction A(u, ¢), ce qui revienl a
envisager une nouvelle quadrique de Darboux, ces deux plans
polaires restent invariables. Nous pouvons donc énoncer la
propriété :

Le plan polaire d'une tangente asymptotique par rapport a
un cone (y) passe par Uune ou Uautre des directrices de
Wilczynski; il ne dépend pas de la quadriqgue (D) choisie.

L’intersection des deux cones (y) comprend quatre droites (A)
qui portent les points caractéristiques de (D), au nombre de huit.
Quatre de ces points se confondent en z; seuls les autres inter-
viennent dans la suite.

Les cones (yu.) et (y,) déterminent un faisceau de cones du
deuxiéme degré qui découpent sur le plan tahgent (T) deux
faisceaux de droites en involution. Les droites doubles sont les
tangentes asymptotiques. Trois de ces cones se décomposent en
des plans passant par les droites (A). Ainsi :
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Deuzx droites (A) déterminent un plan; les deux autres
droites (A) déterminent un second plan. Ces plans coupent (T)
suivant des directions conjuguées de la surface (S).

On fait apparaitre, par ce procéds, trois couples de directions
conjuguées.

8. Directions de Darboux. — Une quadrique de Darboux quel-
conque coupe la surface (S) suivant une courbe (I') dont nous
allons former les équations paramétriques au voisinage de z. Un
point quelconque de (S) a pour coordonnées

1
X=x+x,du+ z,dv+ ;(xuudu2+ 22y dude + xppde?)

-+ %(xu,,uduﬂ-o-...)—l—...

et, dans le tétraédre local (zz,z, zu.), si I'on fait intervenir les
relations (3),

=1— %(cdu’-i-ddvz)-f-...,
ta=du—ad2+...,
ty=dv —bdur+. ..,

ty=dudy — %(bdu“-o— adod) +....

En écrivant que ce point fait partie de la quadrique de Darboux (g),
nous obtenons la condition

bdud+ adv3+ F(du, dv) = o,
F ayant en du et dv un degré supérieur au troisi¢éme. Ceci montre

que (T') posséde en x un point triple; les directions des tangentes,
déterminées par

(10) bdu3+ advd = o,
sont les directions de Darboux. Elles ne dépendent pas de la
quadrique (D) envisagée.

L’équation
bdu?— adv3i=o0

fournit les directions de Segrie conjuguées des précédentes.
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Posons
3/a

b

W = —

et désignons par 1, r, s les racines cubiques de 'unité. Aux direc-
tions de Darboux

-du du du
= —- =uwr, —_—=ws

-5 =W
dy ’ dy dv
associons respectivement les directions de Segre

du du du
_(_i_p_=_w, —_——=—wr, —_— = — S,

dy dy

Nous constatons que les rapports anharmoniques (®, — ®, wr, s)
et (0, —w, —wr, — ws) sont égaux a — 1. Cela démontre que, sur
toute surface, une direction de Darbouz et la direction corres-
pondante de Segre forment un faisceau harmonique avec les
deux autres directions de Darbouzx et aussi avec les deux
autres directions de Segre.

9. Cas particulier d’une surface isothermo-asymptotique. — Les
équations des cones (y) se simplifient lorsque
(11) p=x,+A(loga),+bB=o, ¢ = ho+ A(logb),+ aa = o.

La condition d’intégrabilité de ce systéme s’écrit, en vertu de la
derniére des relations (4 bis),

(loga)yo= (logb)yu,.
Elle exprime que % doit égaler le quotient d’une fonction de ¢ par

une fonclion de u. Cela revient a dire que la surface (S) est
isothermo-asymptotique. Un changement de variables

W=flu), v'=g(),

conservant les asymptotiques raméne alors I'équation différen-
tielle (10) des lignes de Darboux i la forme

du'3+ dv'3 = o.

Dans tout ce paragraphe, nous supposons A solution de (11)
et, par conséquent, la surface (S) isothermo-asymptotique.
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Les équations des cones (y) deviennent

(Yu) bz} — L 233, =0,
(Yv) az} — Az22,= 0.

On reconnait immédiatement que ces deux cénes ont en commun

la droite
Z9= 23= 0.

L’un des points caractéristiques vient se placer sur la direc-
trice de Wilczsynski (zy). Chaque cone () est tangent le long
de (zy) au plan déterminé par cette directrice et par la tan-
gente asymptotique non comprise sur ().

Considérons maintenant les droites (4A,), (A,), (4;) distinctes
de (zy). Les équations des cénes (y.) et (y,) montrent que I'on a

bz} —azi =o,

ce qui est justement, dans le plan (T), ’équation du faisceau des
directions de Segre. Nous énoncerons donc :

Les plans déterminés par la premiére directrice de
Wilczynski et par les droites (Ay), (As), (43), coupent le plan
tangent ('T) suivant les directions de Segre de la surface (S).

Nous avons montré (§ 7), que, par exemple, les plans (A,, A,)
et (zy, A,) coupent (T) suivant deux droites conjuguées. Comme
Pune est une direction de Segre, 'autre est une direction de
Darboux.

Prises deux a deux, les droites (8) distinctes de la directrice
de Wilczynski forment trois plans qui coupent le plan tan-
gent (T) suivant les directions de Darboux.

La solution générale du systéme (11) dépend d’une constante
arbitraire k. Si nous lui donnons diverses valeurs, les droites (A)
varient. Toutefois, chaque droite (A) reste dans un plan fixe
passant par (zy) et par une direction de Segre. Le plan de deux
droites (A) tourne autour d’une direction de Darboux.

Appliquons le résultat général de la fin du paragraphe 8 au cas
particulier qui nous intéresse. Le plan (P;) formé par les droites
(Ay), (A;) coupe le plan tangent (T) suivant la direction de
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Darboux (D;). Le plan (Q;) formé par (zy) et (A;) détermine la
direction de Segre (E;). Nous avons démontré que le faisceau de
droites (D;, E;, E;, E,) est harmonique; sa projection sur le
plan (P;), a partir d’'un point quelconque de (zy), posséde la
méme propriété. Cette projection comprend les droites (A), (4,),
(D) et intersection des plans (P;), (Q,). Donc :

Deuz droites (A), distinctes de (zy), sont conjuguées harmo-
niques par rapport & la direction de Darboux correspondante
et & la section de leur plan par celui que la troisiéme drocte (A)
Jorme avec la directrice de Wilcsynski issue de x.

11. Propriétés de certains faisceaux. Droites reliant les points
caractéristiques. — Dans ce paragraphe, nous supposons encore
que la surface (S) est isothermo-asymptotique.

Chaque droite (A) a des équations de la forme

ap?z,— Az =0, 23— PZ, =0,
dans laquelle p désigne une racine de
arbp’—\3=o.

Soient py, pa, p; les trois racines qui déterminent (A,), (As), (A3)-
L’équation du plan (P;),

A3y — azz(p1—+ P2) + api P23, =0,

peut aussi s’écrire
A\ 22+ aps z3+ ap} 5, = o.

Celle du plan (Q;) est

hZo— ap3 3= O.
Considérons a présent la droite (zy) d’équations
Za= 0, 33 = 0,
la droite (A,) définie par
ap} z,— hza= o0, Z3— P3Biy= 0,
la direction de Segre (E;), intersection de (Q,) et (T),

3z, =0, A3y — ap3 53 =0,
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et enfin la droite (F;) d’intersection des plans (P,) et (Q3),

27z + apl z,=o, \zs— ap3 33 = o.

On voit immédiatement, en partant des projections de ces droiles
sur le plan 5, = o, que le rapport anharmonique [(zy), 4, E;, F;]
est égal a 3.

Nou\s résumons cela dans ’énoncé :

La directrice de Wilczynski issue de x et une droite (A)
forment avec les intersections de leur plan par le plan tan-
gent (T) et le plan des deux autres droites (A) un faisceau de
rapport anharmonique constant égal a 3.

Les points caractéristiques A qui ne sont pas sur (zy) ont pour
coordonnées

S4=—2h— —» o= ——, Z3= Sy=1.
a X P

La droite qui relie deux de ces points, A, et A, par exemple,
coupe la droite

c’est-a-dire la directrice de Wilczynski (mn) située dans le plan
tangent (T). Le point d’intersection, évidemment situé dans le
plan (P;) formé par (A,) et (A,), est aussi sur la tangente (D,) a
une ligne de Darboux.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Les trois points caractéristiques non situés sur la premiere
directrice de Wilczynski forment un triangle dont le plan
contient la deuxzieme directrice (mn). Les cotés de ce triangle
coupent (mn) aux mémes points que les tangentes menées par
le point x aux lignes de Darboux de la surface (S).

QUADRILATERES A DIAGONALES SECANTES
TRACES SUR UNE MEME QUADRIQUE.

11. Rapport anharmonique des images de quatre génératrices
d'une quadrique. — Nous utiliserons les remarques suivantes ainsi
que celles du paragraphe 2; elles concernent 'espace auxiliaire de
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Félix Klein et 'hyperquadrique (Q) qui représente l'espace
réglé (S;):

1° Toutes les fois que nous écrivons que deux éléments sont
conjugués, il faut comprendre que c’est par rapport a (Q).

2° Soient (d) et (d') deux droites quelconques. L’hyperplan
polaire d’un point J de () coupe (&') en J. Il existe entre J et J/
une correspondance homographique qui conserve les rapporls
anharmoniques, si (§') n’a aucun point commun avec la variété
conjuguée de (9).

3¢ Si (¢') fait partie de (Q), les points J' sont les images de
droites (') d’un faisceau de I'espace réglé. Le rapport anharmo-
nique de quatre points J' égale celui des droites (j').

Considérons une quadrique (®) de (S;). Les deux systémes de
génératrices ont pour images les sections (7), (y') de (Q) par
deux plans conjugués (II), (II'). Nous prenons sur la conique (y)
les points Iy, I,, I3, I;, R et sur (y') le point quelconque R'. Le
rapport anharmonique ¢ des points I, I,, [;, I; est, par définition,
celui du faisceau RI, I, I; 1, qui découpe sur une droite quelconque
du plan (IT) la division J;J,J,J; telle que (J,J27J.J,) =e.

Sur les hyperplans tangents a (Q) en R, R’ prenons une
droite (d’) contenue dans I’hyperquadrique et n’ayant aucun
point commun avec la variété linéaire conjuguée de (8). Pour
bien se rendre compte de la possibilité de ce choix, il est bon
d’examiner un probléme équivalent dans 'espace réglé. Il consiste
a déterminer, dans le plan des génératrices (r), ('), un faisceau
dont aucune droite ne coupe a la fois les génératrices ayant pour
images les intersections de (¢) et de la conique ().

Les hyperplans polaires des points J rencontrent (d') en quatre
points J' dont le rapport anharmonique est égal a ¢ en vertu de
la remarque n°® 2 faite au début de ce paragraphe. Comme la
troisiéme remarque est aussi applicable, on voit que les droites (;)
forment un faisceau de méme rapport. Si I'on retient que les
points J' sont dans I'hyperplan tangent en R, on peut affirmer que
les droites (') coupent la droite (') et cela suivant une division
de rapport ¢.

Raisonnons maintenant sur un point J/ particulier, J| par
exemple. Il est pris dans 'hyperplan tangent en R : donc J, est

LXXII. 2



conjugué de R. Par construction, il est aussi conjugué de J, c’est-
d-dire de tous les points de RJ, et, en particulier, du point I,.
Cela signifie que la droite (i) coupe la droite (;,) ainsi que la
génératrice (r') du second systéme. Dés lors, on voit que (i)
passe par 'intersection de ces deux droites puisque sa qualité de
génératrice lui interdit d’étre dans le plan (r, r') du faisceau
formé par les droites (;). Les droites (i) déterminent donc sur
(') la méme division que les droites (j').

Ainsi, sur une quadrique (®), quatre génératrices d'un
systéme partagent toute génératrice de l'autre systéme dans
un rapport anharmonique qui est précisément celui des quatre
images sur la conique (v).

Ce résultat, qui ne contient pas (r), montre que le rapport
anharmonique des quatre points I de (Y) a une valeur indépendante
de la position de R.

M. Vincensini a bien voulu nous faire observer que cette pro-
priété peut étre établie d’une maniére plus rapide et plus simple.
Il suffit de constater que I'on peut donner, a I'aide d’un para-
métre ¢, une représentation propre de la courbe unicursale (y).
Le rapport anharmonique des points I est celui des valeurs corres-
pondantes de ¢.

Les six coordonnées de I, dans (S;), sont les coordonnées
radiales de la droite (¢) et fournissent, pour un systéme de géné-
ratrices de la quadrique (®), une représentation paramétrique
propre. Le rapport anharmonique des quatre génératrices (i) est
aussi le rapport des quatre valeurs correspondantes du para-
métre £.

Le théoréme précédent se trouve ainsi démontré.

12. Images des diagonales d’un quadrilatére tracé sur une
quadrique. — Sur la quadrique (®) prenons, dans des systémes
différents, deux couples de génératrices (i), (i) et (7)), (&) qui
déterminent un quadrilatére (). Dans Uespace (S;), les points
I,, I, sont situés sur (y) alors que les points I, I, font partie
de (¥)-

Nous allons construire les diagonales de () par une méthode
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que nous empruntons & M. Godeaux (') qui l'utilise dans le cas
ou (@) est la quadrique de Lie d’une surface.

Les tangentes a (y) menées en I, et I, se coupent en B tandis
que les tangentes a (y') en I, et I, se coupent en B'. La droite BB’
rencontre ’hyperquadrique (Q) en Fy, F,. Les points I, I, sont
conjugués de B puisque les plans (II') et (I') sont eux-mémes
conjugués. D’aprés sa construction, B est également conjugué
de I,, I,. Observons que B’ posséde les mémes propriétés. Donc,
la variété linéaire a trois dimensions conjuguée de F,F, est
I, LI 1,, ce qui établit que les droites (f;), (fa2) rencontrent (i),
(i2)s (2, (7).

En construisant F,, Fy, nous avons bien obtenu les images des
diagonales du quadrilatére (2).

13. Quadrilatéres a diagonales sécantes tracés sur une qua-
drique. — Considérons sur (®) un second quadrilatére (0) de cotés
(L), (&), (&), (1) et supposons que l'une de ses diagonales (/)
coupe (f1), (f2)- L’hyperplan polaire de H, contient F,F, qui
n’est autre que BB'; sa section L, L, par le plan (II) passe donc
par le pole B de I, I, par rapport a la conique (y). En d’autres
termes, nous obtenons sur (y) la division harmonique I,1,L,L,.
Un raisonnement analogue conduit a la méme propriété pour les
points I', T, L, L; de (Y). En vertu du théoréme formulé au
n° 11, ce qui précéde montre que si deuz quadrilatéres sont
tracés sur une méme quadrique et si une diagonale de l'un
coupe les deux diagonales de Uautre, les cdtés se divisent
harmoniquement. :

Ce- que nous avons dit dans le paragraphe précédent indique
que I'image H, de la diagonale (%,) de (8) admet un hyperplan
polaire qui passe par L,L,L|L),; 1l passe donc aussi par BB
(ou F,F,).

Cela prouve que si une diagonale (h,) du quadrilatere (9)
coupe celles de (L), la seconde diagonale (h,) posséde la méme
propriété ().

(*)- L. GobEaux, Sur la surface enveloppée par les quadriques de Lie d’une
surface (Anais da Faculdade de Ciencias do Porto, t. 17, 1931).

(*) Nous devons ce résultat 3 M. Gambier; il l'obtient par une méthode que
nous donnons plus loin.
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Il est possible de présenter ces résultats sans sortir de 'espace
i trois dimensions. Voici deux élégantes démonstrations dues, la
premiére a M. Gambier, la seconde 2 M. Vincensini, mais dont Ja
reproduction exige un changement de notations.

14. Démonstration proposée par M. Gambier (fig. 1). — Soit
(2) un quadrilatére gauche ABCD de diagonales AD, BC. Consi-
dérons les homographies biaxiales involutives (T,), (T:), (T;)
dont les axes sont les couples de droites (AB, CD), (AC, BD),
(AD, BC). On sait que (T,) et (T;) conservent toute quadrique
qui passe par (2); leur produit est (T).

Fig. 1.
A c

A B
B8 D

c’ D’

Un point A’ pris au hasard détermine avec ABCD une qua-
drique (®) et une seule; elle contient les droites A’'B" et A'C/
rencontrant respectivement (AB, CD) et (AC, BD). Nous connais-
sons ainsi trois génératrices de chaque systéme de (®).

L’involution biaxiale (T,) transforme A’C’ en une génératrice
B'D’ de (®); de méme (T.) transforme A'B' en la génératrice C'D’.
Nous faisons ainsi apparaitre un quadrilatére A'B'C’'D’ (ou 2') dans
lequel (T,) transforme A’en B'; B’ donne D' en lui appliquant (Ts).
Ce produit équivaut a (T,); cela revient a dire que A’ et D’ se car-
respondent dans cette transformation (T;). Donc A'D’ s’appuie
sur les droites AD, BC et est divisé harmoniquement par elles.

Si les cotés de deux quadrilateres tracés sur (®) se séparent
harmoniquement, les diagonales de chacun sont rencontrées
par celles de Uautre, en deux points conjugués par rapport
aux extrémités de ces diagonales.
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Or, a partir de A, il n’est possible de tracer qu’une droite
s’appuyant sur (AD, BC). Cela prouve qu'il n’existe, sur la
quadrique (®), qu'un seul quadrilatére ('), de sommet A’, dont
une diagonale A'D’ rencontre celles de (X); c’est celui que nous
venons de construire. Ainsi :

S¢ deuz quadrilatéres (X), (2') sont tracés sur une qua-
drique (®) et si une diagonale de (X') coupe les deux diago-
nales de (), il en est de méme de Uautre. Les cotés des deuz
quadrilatéres se séparent harmoniquement.

La propriété du paragraphe précédent et sa réciproque se
trouvent établies en mettant en jeu un minimum d’hypothéses.

15. Démonstration proposée par M. Vincensini (fig. 1). —
Considérons les couples de droites (D, A), (D', A’). Supposons
chacun de ces couples formé de droites conjuguées par rapport a
la quadrique (®); supposons aussi que la droite (D’) coupe (D)
et (A). Le plan (AD’) a son péte sur (D) et (A’); donc, (A’) ren-
contre (D). De méme, le plan (DD’) a son péle sur (A) et (A') :
cela prouve que (A') rencontre aussi (A).

‘Tracons sur (®) les deux quadrilatéres ABCD (ou X) et A’B'C'D’
(ou 3"). Les diagonales de chaque quadrilatére sont conjuguées
par rapport a (®). Si une diagonale de (X') coupe celles de (),
Uautre posséde la. méme propriété en vertu de la remarque
précédente.

Placons-nous dans le cas ou les diagonales A'D’, B'C’ de (2')
coupent celles de (2). Puisqu’elles sont conjuguées par rapport
a (®), elles partagent harmoniquement la corde AD. Nous obte-
nons ainsi un premier résultat presque évident :

St deux quadrilatéres (L), ('), tracés sur une méme qua-
drique, ont des diagonales qui se coupent, ces diagonales se
divisent harmoniquement.

Les droites A’'B’, C'D’, AD, BC partagent harmoniquement les
segments A'D’ et B'C'. Il en résulte que ces droites sont quatre
génératrices d’'un méme systéme d’'une quadrique (®,). La
droite AB coupe les trois génératrices AD, BC, A'B’; donc AB est
une génératrice du second systéme de (@, ).



— 929 —

Les génératrices A'B, C'D’, AD, BC déterminent le méme
rapport anharmonique sur toute génératrice du deuxiéme
systéme. Sur A'D’ ce rapport égale — 1. Il égale donc aussi
— 1 sur AB, ce qui établit bien le résultat cherché.

16. Application du théoréme précédent au quadrilatére de
Demoulin. — Revenons a une surface (S) quelconque rapportée
aux asymptotiques u, ¢. La tangente asymptolique (zz,) a pour
image le point U tandis que la tangente (zz,) a pour image le
point V.

MM. Bompiani et Tzitzéica (') ont montré que U, V sont consé-
cutifs dans une suite de Laplace

(£) viy Us, Uy, Uy, U, V, Vi, Va, Vi, ...,

écrite dans le sens des u et autopolaire (?) par rapport a ’hyper-
quadrique (Q).

L’hyperplan polaire de Up est Vo3V, 4 V.V, Voo et celui
de V,est UpyUn_ 4 Un U,y Uns.

On sait, que les sections (y), (y') de (Q) par les plans conjugués
UU, U,, VV,V, sont les images des deux systémes de génératrices
de la quadrique de Lie (®) relative au point x de (S). Sur cette
quadrique, les points caractéristiques distincts de z forment le
quadrilatéere de Demoulin (Z,). Les sections I, I, de (y)
par U, U, et I, I, de (y') par V,V, donnent les images des c6tés
de (). Les images F,, F, des diagonales (f}), (f2) se construisent
comme au n° 12, en partant de la méme droite BB'.

Nous introduisons encore (voir § 3) les directrices de Wilczynski
(w1), (wa) d’'images W,, W, situées sur la droite U, V, (®). De
I'autopolarité signalée plus haut, il résulte que W, et W, sont
conjugués par rapport aux plans (II), (II') des coniques (y), (Y').

(') BomP1ANI, Sull’ equazione di Laplace (Rendiconti del Circolo matema-
tico di Palermo, t. 4, 1912); TziTzEIcA, Géométrie différentielle projective des
réseauzx, 1924. )

(?) L. GopeAux, Sur les lignes asymptotiques d’une surface et Uespace réglé
(Bull. Acad. roy. Sc. Belgique, 1927).

(®) On identifiera les points U,, V, du paragraphe 3 A ceux de la suite (£) en
montrant, i 'aide des relations (3), que les tangentes UU,, VV , U, (U)),, V.(V,),
contiennent respectivement les points U,, V,, U, V.
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Cela revient a dire que les dircctrices (wy), (w2) sont conjuguées
par rapport a la quadrique de Lie et déterminent sur elle un qua-
drilatére (0,).

Les complexes linéaires osculateurs-aux surfaces réglées gauches
(Ra), (R,), le long des langentes asymptotiques issues de = (voir
§ 4), ont pour images les sections de (Q) par les hyperplans
UU,0,0,U,, VV,V,V,V, de poles respectifs V, et U,. Les
points H,, H, d’intersection de la droite U, V, et de (Q), images
des directrices (hy), (ko) de la congruence linéaire commune aux
deux complexes, sont eux aussi conjugués par rapport aux plans
(I), (I'). Donc, les directrices (A4), (ko) sont conjuguées par
rapport a la quadrique de Lie et constituent les diagonales d’un
quadrilatére (0,) situé sur (®@).

La variété linéaire U,U,V,V, conjuguée de F,F, (ou BB')
contient U, V,,; U, V,. Celte variété contient donc les images W,
W,, H,, H, des diagonales des quadrilatéres (0,) et (0,). Cela
signifie que les diagonales (f,), (f2) du quadrilatére (Z,) coupent
les diagonales de (9,) et (0,).

C’est M. Bompiani qui a démontré que les diagonales du qua-
drilatére de Demoulin s’appuient sur les directrices de Wilczynski.

Nous pouvons finalement énoncer la proposition suivante :

Les cotés du quadrilatére (2,) de Demoulin divisent harmo-
niquement les cétés du quadrilatere (8,) déterminé sur la
quadrique de Lie par les directrices de Wilcsynski.

Réciproquement, les cétés du quadrilatere (0,) divisent har-
moniquement les cétés du quadrilatére de Demoulin.

Les directrices de la congruence linéaire commune aux
complexes linéaires osculateurs des surfaces réglées gauches
asymptotiques déterminent, sur la quadrique de Lie, un qua-
drilatére (W) dont les cotés sont partagés harmoniquement par
les cotés du quadrilatére (2,) de Demoulin.

Réciproquement, les cotés de (9,) partagent harmoniquement
ceux de (Zy).

17. Application a des quadrilatéres formés par les points carac-
téristiques des quadriques d’une suite étudiée par M. Godeaux. —
Ces propriétés peuvent s’étendre a d’autres quadrilatéres tracés
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sur des quadriques introduites (') en méme temps que la suite de
Laplace (£).

Les plans conjugués U,U,11 Unyay, Vo Viaiy Vi, représentent
une quadrique (®,), de (S;), qui touche chacune des quadriques
(®n—1), (®n.1) en quatre points caractéristiques. Ainsi, sur (@),
les huit points caractéristiques constituent deux quadrilatéres (2,),
(Zn.4). Les points d’intersection de (Q) et des droites U, Upnys,
V. Vn,, donnent les images des cotés de (2,); les points de (Q)
situés sur UnyyUpn gy Va4 Vi, donnent les cotés de (2,.4).

Les points de la droite U,,(V,,, compris sur I'hyperqua-
drique (Q) sont les images de deux droites conjuguées par rapport
a (®,) et diagonales d’un quadrilatére (8,..1) de (®,). Nous retrou-
vons une figure déja étudiée.

Les diagonales de (9,,4) coupent celles de (X)) et (2,.1). Ilen
résulte que les c6tés de (On.1) divisent harmoniquement ceux
de (2,) et (Zni4). Réciproquement, les cotés de (2,) et (Zn.4)
divisent harmoniquement ceuz de (8,.4).

18. Propriété des congruences (W). — On peut multiplier les
applications du théoréme du n° 13. Voici un exemple emprunté
aux congruences (W).

Désignons par x et Z les points de contact de la génératrice (g)
avec les nappes focales (S), (S) La droite (g) fait partie du
faisceau des deux tangentes asymptotiques (zz.), (£z,) d’images
U et V. Il devient ainsi évident que la droite UV contient I'image
G de (g). '

D’aprés un théoréme de Darboux, on sait que le point G décrit
un réseau. Il fait donc partie d’une suite de Laplace

ey G_y, G_i, G, Gi, Gy,

écrite dans le sens des u et inscrite dans la suite (£) relative a la
surface (S). On montrerait d’une maniére analogue qu’elle est
inscrite dans la suite (£) attachée a (S).

La droite G,G, rencontre (Q) en I, I,. Or, la suite des
points G est inscrite dans les suites (£) et (E’) Donc, G,G,

(1) L. Gobraux, Sur une propriété de l’enveloppe de certaines familles de
quadriques (Rendic. R. Accad. dei Lincei, 1930).
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fait partie des plans VV,V,, VV.V, ou, ce qui revient au méme,
les droites (i), (i2) sont communes aux (uadriques de Lie des
deux nappes. Les droites (¢)), (7,), représentées par les inter-
sections de G_;G_, et de (Q), sont aussi communes aux mémes
quadriques et forment avec (Z;), (Z3) un quadrilatére ().

Les quadriques de Lie des deux nappes d’une congruence
(W) ont en commun deuz génératrices de chaque systeme.

Le plan G_, GG, tangent a la surface décrite par G, coupe (Q)
suivant deux droites (D;), (D,), images de deux faisceaux (*) :

1° Le faisceau (x, T), de sommet z, compris dans le plan (T)
tangent en Z a la surface (§),

2° Le faisceau (#, T'), de sommet Z, compris dans le plan (T)
tangent en x & la surface (S).

La droite G_; Gy, du plan G_; GG,, coupe (Q) en deux points
H,, H, portés 'un par (D,), I'autre par (D,). Il est certain que
H, et H, sont conjugués par rapport aux plans UU, U,, VV,V, et
par rapport aux plans 0, U;, AR vV, qui contiennent respecti-
vement G_, et G,. Par suite, les droites (%), (h2), respective-
ment prises dans les faisceaux (z, T), (%, T), sont a la fois conju-
guées par rapport aux quadriques de Lie des deux nappes.

Il existe, dans le faisceau (z, T) d'une congruence (W),
une drotte dont la conjuguée par rapport auzx quadriques de
Lie des deux nappes est située dans le faisceau (z, T).

Les deux droites (h,), (h.) déterminent, surles deux quadriques

de Lie, les quadrilatéres (0) et (6) dont elles sont diagonales.
Nous retrouvons, dans (Sy), la figure I, LI I,H,H, du n° 13.

Ainsi, les généralrices communes aux quadriques de Lie
des deux nappes d’une congruence (W) forment un quadrila-
tere (). Les diagonales de (Z) coupent les droites ( hy), (hy)
prises respectivement dans les faisceauz (z, T), et (%, T) et
conjuguées par rapport a ces quadriques.

(*) Voir L. GobeAux, La théorie des surfaces et l'espace réglé, p. ro.
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Les cotés du quadrilatere (9), déterminé sur Uune des qua-
driques de Lie par lesdroites (hy), (hs), et les cotés du quadri-
latére (X) se divisent harmoniquement.

19. Sur certains couples de complexes linéaires en involution.
— Pour terminer, considérons le quadrilatére gauche (2) dont
les couples de cotés opposés (¢4, is), (¥, ¢;) déterminent, dans (S;),
le quadrilatére I, I,I' I,. Soit B un point quelconque de I, I, et B’
un point également quelconque de I, I,. Ces deux points sont
conjugués par rapport a (Q). La droite BB’ rencontre (Q) en
H,,H,.

Soit une quadrique (®) contenant les céLés de (2). Les coniques
(1)s (7)), images des deux systémes de génératrices, passent ’une
par I, I, Pautre par I, I',. Les points H,, H, sont conjugués par
rapport aux plans de ces coniques; cela signilie que les droites
(h1), (ha) sont conjuguées par rapport a (®) et déterminent sur
cette quadrique un quadrilatére (0) dont elles sont diagonales.

Convenons, avec M. Tzitzéica, d’appeler seconde image d’un
complexe linéaire le pole de I’hyperplan qui le détermine.

B est la seconde image d’un complexe qui contient la
congruence linéaire de directrices (i), (i;). De méme, B’ est la
seconde image d’un complexe contenant la congruence de direc-
trices (7,), (7,). Ces deux complexes sont en involution et onl en
commun la congruence linéaire de directrices (hy ), (h2).

Aprés avoir observé que la figure 1,1,1, I, H, H, est encore
celle du n° 13, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Deuz complexes linéaires qui contiennent respectivement les
congruences linéaires déterminées par les cotés opposés d’un
quadrilatére gauche (2) sont en involution. Les directrices de
la congruence linéaire qui leur est commune sont conjuguées
par rapport a toute quadrique (®) passant par (X) et par-
tagent harmoniquement les diagonales de (X).

Il existe sur (®) un quadrilatere (0) admettant ces direc-
trices pour diagonales. Les cotés de (0) et () se divisent har-
moniquement.

(Manuscrit rega le 13 janvier 1944.)



