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SUR QUELQUES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES LINÉAIRES ;

Pnr M. MICHEL GHERMANESCU.

A l'occasion de recherches sur les équations fonctionnelles da
premier ordre, j'ai eu besoin de la solution continue la plus géné-
rale de quelques équations fonctionnelles d'un type spécial
rentrant dans la forme générale

(A) aç(.r,y, z} -+- ? ç(y, î, x) -+- 7 c (s, x,y) = o,

dans laquelle a, (3, y désignent des constantes réelles, non foules
nulles.

Comme l'intégration de ces équations dépassait le cadre du
travail que j 'avais entrepris, j'ai traité à part l'équation (A) dans
le présent Mémoire.

Je rappelle brièvement quelques propriétés élémentaires dont
j'aurai besoin dans la suite.

rt. Une fonction f (a?, y ) est dite symétrique par rapport aux
variables x et y, lorsqu'elle satisfait à la relation

/(^y)=/(y^).
b. Une fonction f (c-r, y) est dite symétrique gauche par rap-

port aux variables x et y, lorsqu'elle satisfait à la relation

/(•y,y)=-/(y^).

c. Toute fonction /(a*, y) est décomposable d^uTie seule
manière dans la somme d'une fonction symétrique et d'une fonc-
tion symétrique gauche par rapport aux variables x et y (')

f(r ^- /(^y^/Cr^) ... /(^y)-/(r^)j (^j ) — ————-^———— •+• ————^————.

(1) Voir, par exemple, M. GHERMANESCI {Bull. de la Soc. roumaine de Math.,
t. 40, igSS, p. i4i et suiv.),
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d. Une fonction /(.r, y, -s), symétrique par rapport à deux
couples de variables (a?, y), (*r, ^), l'est encore par rapport à
{y. ̂

e. Une fonction /(a*, y, -s), symétrique gauche par rapport à
deux couples de variables {x, y), (a?, ^), l'est encore par rapport
à (y, ^).
/. Une fonction/^, y, z), symétrique par rapport à un couple

(;r,r) et symérique gauche par rapport à un autre (y, s), est
identiquement nulle.

g. Toute fonction /(^,y), symétrique par rapport à x et y,
peut être, d'une infinité de manières, mise sous la forme

/ (^y)=F(^,y)+F(y,^) .

A. Toute fonction f(x, y), symétrique gauche par rapport à x
et y, peut être, d'une infinité de manières, mise sous la forme

/(^y)=F(^y)-F(y,^).

Les démonstrations de ces propriétés sont élémentaires.

I. — Équations à deux termes.

1. Considérons d'abord les équations à deux termes, de la
forme

(B) ?(^,V, z) = a 9(7, z, x).

Une telle équation n'a pas de solution réelle, quel que soit a. En
effet, on en déduit

?(y^î^) = a? {z,x,y),

?(^^7) =a?(•^.r^)?
d'où, par multiplication, a1^!, dont la seule racine réelle est
a == i.

Nous allons donc résoudre l'équation

(I) ?(^yî^)=?(Yî^^),
qu'on peut encore écrire

0/) ? (^.r? -0 = ? (y, ̂  ̂ ) = ? (^, a-, y).
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On en déduit, par exemple,

( • ) ) ^ ( y , x , z ) = ^ ( x , z , y ) = ç(s,y,.r),

donc

(3) ?(Ay^) -+-?(^y,^) = ?(^^y)-+-?(y,^, s)
= ? (y? ^•2') +?(^?^y) = X(.r,y,;s).

Le premier membre est symétrique par rapport à x et ^, le
deuxième par rapport à y et z^ le troisième par rapport à x et y.
Il s'ensuit, d'après dy que tous sont symétriques par rapport aux
trois couples formés avec les variables x^ y, z. Leur valeur com-
mune, ^(d7,y ,^) , est ainsi symétrique par rapport aux trois
couples de variables (;r,y), (y, z), {z. x). On a évidemment,
dans ce cas,

(4) \{x,y,z) = (y,z,x) =X(^.r,y)

qui montre, ce qui était évident a priori^ que toute fonction
À (a?, y, ^), symétrique par rapport aux trois couples de variables^
est une solution de l'équation fonctionnelle (i). Il nous reste à
trouver la plus générale. Or, on déduit encore de (i') et (2),

(5) 9(.r,y, z) — cp(y, x, z) == o(z, x,y) — 9^,y, x)

==®(y^^)—?(^, z, y) =^(x,y,z),

dans laquelle chaque membre est symétrique gauche par rapport
à x et y. On aura par exemple

(6) ? (^ y^) — <? (y^ ^) = ̂  (^ y, ̂ ) ;

on en déduit, en ajoutant avec la première égalité (3) et compte
tenu de (2),

(7) 2 s ( x , y , z ) = X(.r,y, s)-h ^(.r,y, z).

Les égalités (i ') sont satisfaites si

^(^y, z) = ^(y, ̂  ^) = (^, ^,y).
A cause de la symétrie gauche de p., on déduit

^(^y»^) ==—^(^^y)?
qui montre que ^JL est symétrique gauche par rapport aussi à x
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et ^, donc, (Taprès ô, elle l'est encore par rapport à y et z. On a
obtenu ainsi le résultat suivant :

THÉORÈME 1. — La solution continue la plus générale de
l1 équation fonctionnelle

0) ?(^y^) = çCr?-^^)
est donnée par

W çC^V^) =^(^.r^)-h(JL(;r,y, s),

dans laquelle ). et ^ sont deux fonctions continues arbitraires,
Vune symétrique et Vautre symétrique gauche par rapport
aux trois couples de variables (.y, y), (y, ̂ ), (z\ x).

2. On déduit du théorème précédent, le résultat suivant, digne
d'.intérêt :

Toute fonction de la forme

(8') F(^y, z) =/Cr,.r, z) -+-/(y, z, x) -+-f(z, x,y)

peut se mettre sous la forme

(8) F(^,y, z) = X(^,y,^)-t-p.(.r,y,s),

dans laquelle 1 et y. sont, l'une symétrique et Vautre symé-
trique gauche par rapport aux couples de variables (^, y),
(y, z), (s, x).

On en déduit encore

Une fonction donnée F(*r, y, z) ne peut se mettre sous la
forme (8') que si elle est solution de V équation fonctionnelle (i).

II. — Équations fonctionnelles.

3. Passons maintenant à la résolution de Inéquation fonction-
nelle (A). On a vu que cette équation n^admet pas de solution non
identiquement nulle, quelles que soient les valeurs des constantes
non toutes nulles a, (3, y. D^ailleurs, de

(A) ao(.r,7,,s) -+- P?(7,^,.y)-+-Y?(s,.y,7) = o,
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on déduit en permutant les variables

T?(^y? s) -4-a:?(y,^, x) 4-^(^^,y) == o,

P?(^y^)+ï?(y^^)-^aî(^^7) ==°

et, pour que ce système d.'équations linéaires en <p admette une
solution non identiquement nulle, il faut avoir

a p y

o == p y a =o.

Ï a P
Comme on a

- 2 o == (a 4- p 4- y)[(a - p)2-+- ([B - Y)2-+- (y - a)2],

5 == o exige que l^on ait, ou bien

(10) a = p = y,

ou bien

(11) a -+- p -h y = o.

Il y a donc deux types seulement d^équations fonctionnelles (A),
qui admettent des solutions non identiquement nulles

(A') a 3 (.y, y, z) -+- p?(y, z , x } == (a+p)ç(>,.c,7),

(A//) ç(^y?-s)-+- ?(y^^) -^^(^î^y) ==<>•

5. Résolution de Péquation fonctionnelle (A'). — Nous allons
montrer que l'équation (A') admet la même solution que ( i ). On
peut aussi Récrire

a [ ? (^ ̂  ̂ ) — ? (^ -^ y) ] = p[ ? (^ ̂  y) — ? (y, ̂ , x) ]

ou encore

(12) aç'(^,y,^) = iBç^,^,^)

en posant

(13) ç'(.r,y,^) =ç( .c ,y ,^)—ç(^,^ ,y) .

L'équation (12) est du type (i). Il y a deux cas à distinguer.
LXVIII. 8
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i° Si a ̂ (3, Inéquation (12) réadmet que la solution ^'=0
donc, d^près (i3),

°(^^ ^) ==?(^^7),

équation encore du type (i), dont la solution, et, par conséquent,
celle de (A') est donnée par (8).

2° Si a ==(3, Inéquation (12) admet la solution générale donnée
par (8), donc (i3) devient

(i4) ?(-^.r^)--?(-^^y) == x+ (A.
Mais on en déduit

? (y, z, x) — ç (a-, y, ̂ ) = X -+- (JL,
ç(z,.c,y)— 9 (y, .s, a?) == X -h (JL,

d^où, par addition,
X -h p, == 0.

Comme ^ est symétrique, tandis que y. est symétrique gauche,
une telle égalité ne peut avoir lieu que si À = = / J L = = O . On déduit
alors, de ( i4)?

?(^y? z) =?(^^.r),
donc <p est encore donnée par (8). On a alors le

THÉORÈME II. — La solution continue la plus générale de
Inéquation fonctionnelle

(A') a.^{x,y,z) -4- ?y(y, z,x) = (a + (3)ç(^, ̂ ,7),

rfayi^ laquelle a et (3 .yo/^ rf^ constantes^ est donnée par
(8) ç(^,y,^)=X(.r,y,^)-4-p.(.c,y,^),

oà ^ e^ (3 .yo/^ ûîei^j? constantes continues arbitraires^ Vune
symétrique et Vautre symétrique gauche par rapport aux
couples de variables (a?, y), (y, ^), (^, a*).

III. — Équation fonctionnelle A".

6. Considérons maintenant Inéquation fonctionnelle (A^)

(A') ?(^y, 2) -»- 9 (y, ̂  ̂ ) -+- ?(-z, ̂ ,7) = o,
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et soit 9i(a?, y^ z) une solution particulière de cette équation; en
posant

(15) ?(^y, ^) = ?i(^,y, ^)?'(^,y, s),

l'équation (A") devient, compte tenu que 9 en est une solution,

(16) 9i(.y,y, z) ̂  yi(y, g, x)
u ( z , x , y ) u { x , y , z )

dans laquelle

07) "(^y, ^) == ?'(.y,y, z) — ?'0?, ^,^).
Mais, en posant encore (')

?1 (^^ -S) = ^(^, ̂ ^^(^y, 2),

(16) devient
^(^^î-s) =^(jK,s,^),

donc, diaprés (8), v -==. À -}- p.. On a donc

îi (^Y, 2) = (X -t- îi)[ ç'(^, x,y) — y'(y, ^;^)]

de sorte que ( i5) devient

? (^JT, ^) = (^ -+- ^)?'(^,y, ^)[?.'(s, x,y) — ^ (y, ^, ,c)]

ou encore

( I8) 9(^7, ^) = A (A-,y, ^) — A(y, ^, x),

dans laquelle

A(^,y, z) = (X -+- ^)?'(.c,y, ^)9'(^, ^,JK).

Comme À, ,̂ 9' sont arbitraires, il s^ensuit que A est aussi arbi-
traire, mais continue. On a donc le

THÉORÈME III. — La solution continue la plus générale de
l'équation fonctionnelle

(A//) î (^J^ z) -+- ç (y, z, x) -h 9 (^, x, y) === o

(1) Nous écartons le cas M == o, qui donne lin résultat évident.
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est donnée par

(18) ^ { x , y , z) = \(,r,y,z) — A(y,^,.r),

dans laquelle A est une fonction continue arbitraire.

Nous ne regardons pas comme distinctes les solutions qui se
déduisent de Pune déciles par permutation circulaire des variables.
D'ailleurs, une telle solution est toujours de la forme (18), comme
Pon peut s'en assurer en changeant de notation. Par exemple, la
fonction

A(.r,y, s)— A(^,.r,j)

est aussi une solution de (A"), le changement de notation

A'Or,y^)=-A(^.T,y)

ramène celle-ci à la forme (18).

7. Solutions symétriques de Péquation fonctionnelle (A"). —
On a besoin, quelquefois, d'une solution de Inéquation fonction-
nelle (A"), symétrique ou symétrique gauche par rapport à deux
variables, par exemple, par rapport à y et -3. On devra donc déter-
miner la fonction arbitraire A, de (18), de manière qu'on ait

A(.r,y, s )— A(y,^,.r.) = -+- f A (x, z , y ) — \ ( z , y , x ) ]
ou
(19) A (.r, y, z) ± A (s, y, x) ==± A(.r, z,y) -+- A (y, z, .r).

Nous pouvons déterminer les propriétés de la fonction A,
moyennant Pégalité précédente. Démontrons d'abord l'élégante
propriété qui suit :

THÉORÈME IV. — Lorsqu'une fonction 9 est solution de
Inéquation fonctionnelle (A^) ses parties^ symétrique et symé-
trique gauche par rapport à deux quelconques des trois
variables *r, y, ^, le sont également.

En effet, soit
O.o) ç0,y,;0 = çi(.r,y,;s)-^çs(;r,y, z)

une solution de l'équatiou (A^), dont (pi est la partie symétrique^
tandis que 92 la partie symétrique gauche par rapport, par
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exemple à y et z (propriété c, p. 109). En écrivant que 9, donnée
par (20), satisfait à (A"), on obtient la condition

(21) u i ( x , y , z ) -+-^(.c,y, s) == o,

avec
Mi(^,y,3) = ?i(^y, 5)-h?i(y ,s ,^)-h?i(5 ,^ ,y) ,
u^(x,y,z) =çi(d?,r , s)-h ç.^ (y, s, .c)-+-3.2(5,^, y).

Mais on peut écrire, vu la symétrie de < p ^ ,

«i(^,y, s) = ?i(^,y, -s)-+-3i(y, 3,^)^- 3j(3,y,^),

donc i^ (;r, y, ^) est symétrique par rapport à y et z. On a aussi,
à cause de la symétrie gauche de 92^

^(a',7, s) == ?.2(^,J, s) -4- ?.2 (y, z, x) — ̂ (z,y, x),

donc Uï{x, y, ^) est symétrique gauche par rapport toujours à y
et ^. Mais alors, Fégalité (21), qu^on peut écrire

u^x,y,z) =—u.i(x,y, z),

est impossible, à moins que u\ === u^ = o, parce qu^une fonction
symétrique ne peut pas être égale à une fonction symétrique gauche.
u\ == o, 1^2== o montrent justement que cpi et cpg sont solutions de
l'équation fonctionnelle (A^).

Dès lors, la détermination des solutions de (A"), telles que (p<
et (pa, est immédiate, lorsqu^on connaît la solution générale (18) et
la propriété c, page 109$ on aura pour la solution symétrique

. (ne y ^ - ?(^y^)-^-?(^^y)^1 ̂ î j î ^ ) — ^

= A(^y> g )—A(y, z,x)-+- A(^ z,y)— \(z,y,x)
2

== A(•:c>^ ^ )—A ( ^^y?• z ' ) A(.c, z,y)—A(y,^,.r)
2 2

ou, finalement,
^ i ( x , y , z ) = Ai(.c,7,^)-^-Ai(^, s,y),

dans laquelle A, est une fonction symétrique gauche par rapport
à x et ^, arbitraire d^ailleurs, comme A.

En écrivant encore

„ / , . , , ^ _ ^^ ^.r)--^^^^) . A(^,y, g ) — A ( g , y , . c )çi^,y, .,; — ———————^——————— .-+- ———————^——————— ,
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on aura aussi
çi^y»5) == A^(•^y^)-+-A^or,^y),

dans laquelle A.\, est, cette fois, symétrique gauche par rapport
à x et y. Donc :

THÉORÈME V. — La solution continue générale de l'équation
fonctionnelle (A"), symétrique par rapport à deux variables y
et ^, est de la forme

(22) A'(-y,y, z) -h A'(a-, s,y),

A! étant une fonction continue arbitraire^ symétrique gauche
par rapport à un autre couple de deux variables.

On peut écrire ensuite

, , ^ ?(^.r^)--?(^^y)?2(.r,y, ̂ ) = —————^—————
— A(.r,y^) -h A(g,.c,y) _ A (.y, s, y) -}- A(^,y,a-)
~~ 2 2

— A(.r,y,^) —A(g,y,.r)—A(.c, g, y) 4- A(y,;s, .r)
2

ou, finalement,
Ç2(.r,y,^)=A"(.r,y, s) — A^a-, z,y),

dans laquelle A" (a?, y, z) désigne une fonction symétrique par
rapport à .r et ^, arbitraire. Donc :

THÉORÈME VI. — La solution continue générale de Inéquation
fonctionnelle (A"), symétrique gauche par rapport à deux
variables y et z, est de la forme

(^) ®2(.y,y, z) = A^y, ̂ ) — ^"^, ̂ y).

A" étant une fonction continue arbitraire, symétrique par rap-
port à un autre couple de deux variables.

8. Les deux théorèmes précédents permettent de répondre à
deux questions, d'apparence élémentaire, mais nécessitant la réso-
lution de Inéquation fonctionnelle (A") :
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Œ. La condition nécessaire et su ffisarzte pour qu^ une fonction
continue y(^,y,^), symétrique par ravport à un couple
de deux variables (y. z), puisse se mettre sous la forme

(22) ç (;r,y, z) = A'(.y,y, z) -+- A'(.r, z,y),

dans laquelle A' soit symétrique gauche par ravport à un
autre couple^ est que <p(;y, y, z) soit solution de l'équation
fonctionnelle (A^). Dans ce cas^ on peut dune infinité de
manières, mettre <p(;y, y, z) sous la forme (22).

En effet, si cp(.r,y, z) est de la forme (20), elle satisfait à
l'équation (A"); réciproquement, si <p(a? ,y ,^ ) satisfait à (A77):
elle est de la forme (22) , d'après le théorème V. Autrement dit,

a'. Déquation fonctionnelle

^(^y. z) -+- A'(.r, s,y) == ?(.r,y, ̂ )

n^admet de solution h!{x^ y, ^), symétrique gauche par 'rap-
port à (*y,y) o^ (rc. ^), y^? ^î ©(a*, y, ^) est solution de (A^),
auquel cas elle en a une infinité^ différant deux à deux par
une fonction symétrique gauche par rapport à y et z.

La dernière partie de cette proposition ressort du fait que de
l'égalité

A! (^y? ̂ ) -^ Ai(.r, z,y) = A, (a-, y, z) .4- A, (a", ̂ ,y),

dans laquelle A< et Aa sont symétriques gauches par rapport à x
et ^, par exemple, on déduit

Ai (x, y, ̂ ) — As (a-, y, z) =— [Ai(.r, ̂ ,y) — A^, ̂ ,y)j,

qui montre que la différence Ai — Aa est symétrique gauche par
rapport à y et z.

De la même manière, on déduit les propositions suivantes :

6. La condition nécessaire et suffisante pour qu9 une fonction
continue 9(3?, y, ^), symétrique gauche par rapport à un
couple de deux variables (y, ^), puisse se mettre sous la forme

(23) c (^7. ̂ ) == A^y, s) - A^, z,y\



— 420 —

clans laquelle A" est symétrique par rapport à un autre couple^
est que cp(^?, y^ z) soit solution de l^ équation fonctionnelle (A^)»

Dans ce cas^ on peut mettre 9 (.y, y, z) d'une infinité de
manières sous la forme ( 2 3 ).

V'. Z/3équation fonctionnelle

A^y, z) - A"^, s,^) = ?(^,y, 5)

n7 admet de solution A.'\x^ }^ z ) symétrique par rapport à
(.r, y ) ou (a*, ^), g^e si ^(^ y, ^) ̂  solution de (A"), auquel
cas elle en a une infinité^ différant deux à deux par une fonc-
tion symétrique par rapport à y et z.

c. La condition nécessaire et suffisante pour qu^une fonction
continue quelconque ^ { x ^ y ^ z) puisse se mettre sous la forme

ç (.r, y, z) = A (x, y, z) — A (j, z, x)

est que 9 soit solution de Inéquation (A").

c'. Inéquation fonctionnelle

A(.c,y,^)—A(y,^,^) = ̂ (x,y,z)

n'admet de solution que si ^{x^ y, z) est solution de (A^).

IV. — Équations fonctionnelles réductibles aux précédentes.

9. De nombreuses équations fonctionnelles sont réductibles aux
précédentes. Examinons quelques types remarquables.

L'équation

(24) ^(^y, z)^(y, z, x)^(z, x , y ) = i

se réduit à (A^) par la substitution

(25) ç(.r,j,s)=Li<Ï>(^,y,s)i.

Diaprés le théorème III, on a
(06) ^(^y,3)=^(.^.r^)A(v,.,.r)= M(tr?>r?s)u ( y ^ z î J C )
u étant une fonction continue arbitraire.
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On traite de la même manière Inéquation fonctionnelle

(27) <I>(^y,5)0(y,^)<H^,y)=-i.

De même, Inéquation fonctionnelle

(29) ^(.^y, ̂ Wy, s, .r) == $2(^, ,r,y)

est réductible a Inéquation (A'), avec a ==(3, par la même substi-
tution. On a ici une circonstance particulière : cette équation
admet deux groupes de solutions, égales et de signes contraires.

10. L'équation fonctionnelle

(30) o(^,y, s) == ïï>(^,y, s)ç(y, z, x)

n^a pas toujours de solution non identiquement nulle, ^ étant
quelconque. En effet, en permutant les variables, on trouve que ^
doit être solution de inéquation fonctionnelle (24), donc de la
forme (26). Inéquation (3o) devient alors

o (x,y, z) ̂  ? (y, z, x)
u { x , y , z ) u^y.z.x)^

donc de la forme (i), ininconnue é t a n t — - On a alors, duaprés (8),

( 31 ) 9(^,j,s)=(X-+-p.)^,y,^).

11. L/équation fonctionnelle

(32) a9(.r,y, z) -4- ;3ç(y, z, x) -+- v? (s, x , y ) ==/(^,y, z)

offre un exemple dnéquation fonctionnelle admettant une solution
unique. En effet, supposons que a, (3, y ne satisfassent à aucune
des relations (10) et (i i). On déduit de (32)

7s(^,y,.s) -+-a9(y,^,.r)-+.p9(s,^,y)==/(y, s, x),

p9(j?,y, z) -h Y?(J, z, x) -4- as(3, x,y) ==/(s, x,y),

de sorte que la règle de Cramer nous donne facilement

l 8 ?(^,y, ..) = (a-2- ?Y)/(^,y, ̂ ) -t- (Y-2- ap)/(y, z, x) -+- (?—— ya)/^, x,y),

(33) S ?(y, s, x) == (?2- 7a)/(^,y, s) -^- (a2- ̂ )/(y, ̂  .c) -+- (y2- ap)/(^, ̂ ,y),

( Ô ? (^ ^-, y) == (Y^- a?)/(^,y, s) + (p^ Ya)/(y, ̂  .r) + (a9— pv)/^, ̂ y),
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où ô est le déterminant de la page 113, non nul. diaprés les hypo-
thèses faites sur a, (3, y. On vérifie facilement que la fonction
obtenue satisfait à (32).

La solution générale de (3a) s'obtient en ajoutant à une solu-
tion particulière la solution générale de Inéquation homogène,
c'est-à-dire, de l'équation (A). Cette équation n'admet que la
solution identiquement nulle, diaprés les hypothèses faites sur
a, (3, y. Il s'ensuit que V équation fonctionnelle (3a) admet la
solution unique donnée par (33).

En particulier, pour y== o, Inéquation

(34) a ç (x, y, z) -h p y (y, .3, x) =f(x,y,z)

admet lorsque a + (3 7^ o la solution unique

(35) ? (.., y^)= g2/^ ̂  ̂ - g^ ̂ ^)+ PV(^ "^ .r).

12. Les résultats sont tous autres lorsque a, (3, y satisfont à
(10) ou à (11). En effet, considérons d'abord l'équation fonction-
nelle

(36) -D(x,y,z) -+- ^ ( y , z , x ) -h9(s,a?,y) =/(.r,y,js).

Comme le premier membre ne change pas lorsqu'on permute cir-
culairement les variables, f(x^ y, z) doit jouir de la même pro-
priété, donc

(3;) /(^y^ ^) =/(y? ̂  «^) ==/(^ ̂ y)

qui, d'après (i) et (8), montrent qu'on a

(38) /(^y, z) = A(^,y, ^) -h (x(a*,y, ^).

L'équation (36) peut alors s'écrire

? (^ y^) — -/(^? ̂  ̂ ) M- ? (y? ^? ^) — -/(^ ^»lr)

•+• ?(^^^)— |/(^^?y) =«

dont la solution, d'après (18), est donnée par

(3o) ?(^^ z) = ̂ f(x^y^z)-^u^^y^^—u{y,z,x\
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dans laquelle u désigne une fonction continue arbitraire, tandis
que y est donnée par (38).

13. Considérons maintenant Féquation fonctionnelle

(4o) a 9(.y,y, z) -+- (3 ç(y, z, x) — (a -+- (B)îp(s, ;r,y) ==/(.r,y, ̂ ).

On en déduit, en permutant circulairement les variables et ajoutant,

/(^y^)^/(y^^)-»-/(^^y) ==o,
donc, d'après (i 8), f doit être de la forme

(40 /(^y^) == u ( x , y , z ) — u ( y , z,x).

Maintenant, on peut écrire l'équation (4o)

(42) ^\x^y\ z) — aç^j, z, x) =/(^,y, z)

en posant

(43) ç'(^,y,^) =Q(y,z,x)—(z,x,y).

L^équation (42 ) est du type (34); on obtient sa solution en rem-
plaçant dans (35), a par (3 et (3 par — a : on obtient

ç'(^^ ̂  = pV(.r,y, z) -h «p/(y, ̂ ) + «V(^ x , y )

de sorte que (43) devient

-(-J-. -) TO-. -. -) - oclB/("?y? ") ̂  ̂ i^^ ̂  P2/(g? ̂ y)

ou encore, compte tenu de (41)?

(44) ?(^y,^)—ç(y,^,.r)

^_ p^(^y, g)-4-aM(y, ^>z>)—(a-^-P)M(g,.r,y)
a-2 -i- ap -h p-2

Traitons alors Féquation générale

(45) ?(^^ ^) — ?(7, ^ ^) = F(.r,y, ^).

On en déduit la condition de possibilité ( ^ )

(46) F(^7? z) -^- F (7. ̂  ^) -+- F (^ ^,J) = o.

(1) Foîr aussi propriété c', page 120.
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F doit donc être de la forme

(4;) ¥ ( x , y , z ) = v ( x , y , z ) — v ( y , z, x) ;

alors (45) siéent

?(^y, ^) - ̂ (^y, s) = ?(y, s, ^) — v{y, s, .r)
et, d'après (8), on aura

(48) ?(^,J, z) = v(x,y, z) -h A(.r,y, ̂ ) -h (Ji(^,y, s).

En revenant à Inéquation fonctionnelle (44)? la condition de
compatibilité (47) est satisfaite, avec

(a^ap-+-^)M(.r,y, s) =—a;^(y , ^, ^) -h p u(z, x , y ) ,

de sorte que la solution la plus générale de (4o)? sera diaprés (48),

(49) ç^y,.)^-0'"^^^^^'^^)^^

avec ^, pi arbitraires et l^on conslatc facilement que cette expres-
sion de 9 vérifie bien (4°)-

14. On a supposé a ̂  (3 dans le raisonnement : si a = (3, il doit
être légèrement modifié; Inéquation (4o) prend la forme

(50) 9(^,7, s)-4-?(y, s,^)—29(^,^,7) ==/(.r,y,s),

la condition (46) doit encore être satisfaite par y. En écrivant (5o)
sous la forme

[^(v,z,x)—^{z,x,y)—it(x,y,z'}}=[^{z,x,y)—^(x,y,z)—u(y,z,x)\,

c'est-à-dire <p'(.r, y, ^) == 9'(yî -^ «^O? (8) donne

?(^.r^)—?(y, s,^)=«(s,^, )-4- X^-h^,

équation de la forme (4°), qui exige (46)?

u(x,y, z) -+- u(y, z, x) -+- u{z, x , y ) -+- 3 ( X -+- y.) = o,
donc

— u { x , y , z)—u(y, z, x) -4- 9.u (z, .r,y)
? (^5 J^) — ? (Y? s» lr) = —————————————3—————————————— î

qui est encore de la forme (4°), la condition (47) étant satisfaite
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par le second membre, qu^on peut écrire

^ [ u ( z , x , y ) — ( y , z , x ) } — ̂ [u\x,y, z) — u(z, x,y)\.

La formule (48) donne alors

?(^?y^ ^) = ̂ IX^^.r) —u(y^ ^,.r)l-h-x-4-{ji
ou

(5i) G ( x , y , z ) ^ = — ^ f ( y , z , x ) -+- A-+- (JL ,

résultat qu^on pouvait aussi déduire de (49) en faisant y. == (3 === i ,
mais que le raisonnement employé pour arriver à (49) w nous
permettait pas de le faire.

En résumé :

THÉORÈME VIT. — Uéquation fonctionnelle

(4o) aç(.r,y, s)-+- pç(y,^,.c) -h ys(s,.c,j) =/(^,y,.s),

dans laquelle f est donnée^ ainsi que les constantes non toutes
nulles a, [3, y, admet des solutions dans les conditions suivantes :

a. Une solution unique^ quel que soit /, donnée par

(33) ^(x,y,z)

= (3e2— ̂ ;)/(^^ ^) -+- (r2— «^/(y^ ^^ ^) ->- (p'2— T^)/(^, ̂ .y)
^ (a -+- ^ -4- 7)[(a - iB)-1-^ (p - ̂ )--î-4- (y - o02]

lorsque les constantes a, (3, y /^ sont pas toutes égales, ni de
somme nulle.

b. Une infinité de solutions^ données par

(3y) ?(^,y, ̂ ) = ^/(^.r? s) -h ^C^?^ ^) — ^0^ ^ A').

rfa/î^ laquelle u est arbitraire^ lorsque OL=^=^ et seulement
lorsque f satisfait aux équations fonctionnelles

/(^y, .-) ==/0., 5, ^) =/(^ ̂ ,y).
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c. Une infinité de solutions données par

(49) ^^)=-a^^^^^)^^,.^^,.),

dans laquelle À, ^. sont arbitraires^ la première symétrique^ la
deuxième symétrique gauche par rapport à tous les couples de
variables {x, y), (y, z), (z, x), lorsque a+(3-+-r==o^ seule-
ment lorsque /satisfait à (46), et se met alors sous la forme

(47) /(^JK, z) = u(x,y, z) — u (y, z, x).

Si a == (3, /a solution devient

(51) ?(^y^)=—^/(y,^,a.)H-X(^,y,^)4-^(.r,y,^).

14. Inéquation fonctionnelle

(52) ?(^,y, ^) + A (x,y, s)? (y, ^, x) == B(.r,y, 2),

dans laquelle A et B sont données, offre un autre curieux exemple,
quant à Punicité de la solution. On en déduit, par permutations
circulaires,

?(y? ^ ,^ ) -+-A(y ,^ ,a ; )o(2 ,^ ,y) == B(y,^,.c),

^ { z , x , y ) 4-A(^,a ; ,y)ç( .c ,y ,^)==B(^,^ ,y) ,

compatibles avec (5a) lorsque A (a?, y, z) n'est pas solution de
Inéquation fonctionnelle

(27) ^ ( x , y , z ) ^ ( y , z , x ) ^ ( z , x , y ) = — i ,

considérée à la page 121. La règle de Cramer nous donne

(53) -s(x y z) == ̂ ^ ^) ~ ̂ ^r^ g)B(^ ^^ ^) -+- A(.c,y, ̂ )A(y, ̂ , .y)B(g, .c,y)
> . 1 - ^ - A . ( x , r , z ) \ ( y , z , x ) A ( z , x,y)

Celte solution est unique lorsque A n^est pas solution de (27)
car, en admettant Inexistence de deux solutions, leur différence
satisfait à Péquation (82) homogène

(52') ç 0,y, z) -h A (x,y, z) y (y, z, x) == o,

équation du type étudié (3o), qui n'admet de solution non identi-
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quement nulle que lorsque A satisfait à Inéquation (27), contraire-
ment à Phypothèse.

Mais si A est solution de (27), on a, diaprés (26) et (28),

(54) A=-^ZLi)
u{y,z,x)

D^autre part, la théorie des équations linéaires algébriques exige

(55) B(.r,y, 3)-A(^,y, z)B(y, z, x)-}- A(.r,y, ̂ )A(y, z, x)B(z, x,y)=o

ou encore
B {x, y, z) u (y, z, x) u (z, x, y)

-+• B (y, z, x) u (z, x, y) u (x, y, z)

-^^(z,x,y)u{x,y,z)u{y,z,x) === o

ou encore
(56) B(.r,y,g) ^ B(y,z,x) ^ ^ ( z , x , y ) _ ^

u(x,y,z) u(y,z,x) u(z,x,y) ?

et comme Péquation fonctionnelle (62) peut s^écrire, avec (54)?

y (x, y, z) ? (y, z, x) ̂  B {x, y, z)
u(x,y,z) u\y,z,x) u(x,y,zY

on voit que celle-ci est justement de la forme (4°) en °- et son
T>

second membre - satisfait aussi à (46), d'après (56). On aurau
donc, diaprés (48),

(57) ?(^,y, z) == u(x,y, z)[v{x,y, z) -+- X(.r,y, z) -+- ^(^,y, z)]

avec, diaprés (47)?

(58) B(a-,y,s) =;^(^y, z)[v(x,y,z)—v(y,z,x)}.

On a donc

THÉORÈME VIII. — L'équation fonctionnelle

(52) y (^, y, a) -h A (.r, y, s) ç (y, z, x) = B (a-, y, s)

admet une solution unique^ donnée par (53), lorsque A /î^^
pas solution de (27). Dans le cas contraire^ B oîo^ satisfaire
à (^5) et il y a une infinité de solutions données par (57).
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15. Considérons, enfin, Inéquation fonctionnelle

(59) 9(^Y, z) -+- A(^y, ̂ )ç(j, ^, x} -+- B(^,y, ^)ç(^ .y, y) = C(.r,j, ^).

On en déduit

ç(y, ̂ , .r) -h A (y, ̂ , .y)®(^, .y, y) -+- B(y, ̂  ^)ç(^,y, ̂ ) = G (y, ̂  .r),

?(^, ̂ J^) -^ A(^, ̂ ,y)ç(.z-,y, ̂ ) + B(^ ^,y)ç(y, -z, .c) = C(.^, .r,y).

Si le déterminant
i P L ( x , y , z ) B ( x , y , z )

(60) D(.r,j,.^)== B(y,^,.c) i A(y,^.c)

A(s,.y,j) B(^,.c,y) i

est différent de zéro, alors les trois équations précédentes sont
compatibles et la règle de Cramer nous donne la solution unique

D'(^.r^)?(^y^) =(61)

avec

(62)

ï ) ( x , y , z ) '

C(x,y,z) P^(x,y,z) V>(x,y,z)
D/(^y^)= C(y,z,x) i A(y,z,x)

C(z,x,y) B(z,x,y) i

S; D(^,y, ^) === o, on doit avoir aussi D'(x, y , z) == o, c'est-à-dire

C(^y, z)[î - A (y, ̂ , x)B(z, x,y)}
+ C(j, ̂ , x)[B(x,y, z)B(z, x,y) - A(^,y, s)J

-+-C(^,^,y)[A(.r,y,^)A(jK,^,^)-B(^y,^)]=o.

De cette relation on tire encore deux autres par permutations
circulaires des variables; ces trois relations sont compatibles,
parce que leur déterminant, qui doit être nul, autrement C = o,
n^est autre que D2^, y , z). comme le montre un calcul facile.

La discussion s'achève aisément, en examinant les divers cas où
les fonctions données A(a?, y. ^), B(^, y, z ) satisfont ou non à
Inéquation fonctionnelle (27) et à la suivante

^(^y,^)A(y,^^)A(3,^y)=B(.r ,y,^)B(y,^^)B(^, .c ,y) .

Dans un Mémoire prochain, nous allons reprendre cette étude
pour le cas de plus de trois variables.


