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SUR L'INEGALITE FONDAMENTALE DU CALCUL DES PROBABILITES

Par M. JacQues CHAPELON.

.

1. Supposons que I'on ait une loi de probabilité, par exemple a
variate continue, p(x)dz, c’est-d-dire une distribution de la
masse unité, de densité p(z), portée par 'axe des z. Si m, est
Pabscisse du centre d’inertie G de la distribution, py;—=¢? le moment
d’inertie de la distribution par rapport au centre d’inertie, on sait
que si 'on porte de part et d’autre de G une longueur ¢o, la somme
P des masses supportée par ce segment de longueur 2 to est supé-

. o I . . .
rieure 4 1 — la démonstration résultant immédiatement de ce

que .y est supérieur ou égal a ¢2¢2(1 — P).
Je me suis proposé de généraliser ce résultat pour une loi de
probabilité a plusieurs variates.

2. On fera les démonstrations dans le cas de deux dimensions
seulement, les procédés utilisés étant généraux.

Soit donc une distribution de la masse unité avec la densité
superficielle p(z,, z.). Supposons qu’elle ait un centre d’inertie G,
de coordonnées m, et m, et qu'elle soit rapportée a des axes de
coordonnées paralléles aux axes donnés et passant par le centre
d’inertie. Les moments du second ordre de la distribution spnt alors
définis par les trois intégrales

z-Lix-=f[.zixkp(.r,,m,)d.r,d.rz (7, k=1,2),

qu’on suppose convergentes et qui sont étendues au domaine d’exis-
tence des masses (.
Posons

g(u:,uz)=f/(u,x1+u£xg)!dx,dw,= Paal] + 2Pty s+ poa 3.
w
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La conique d’équation tangentielle
(e)y g(uy, us) =1

est une ellipse. On l'appellera ellipse type.

On peut également introduire un rectangle type, (r) : c'est le
rectangle de cotés paralléles aux axes et circonscrita l'ellipse type.
Ses cotés ont respectivement pour longueurs 20, et 20,, avec
0'? = a1y °'§ = [tas.

Dans le cas d’une distribution de masses a2 n dimensions,
P(zy, 24, ...,2,) dz\dz,s, ..., dz,, rapportée a son centre d’iner-
tie G, il s'introduit une quadrique type, du genre ellipsoide et
‘d’équation tangentielle

_ .
(Q) Z}likuiukzl (L hk=1,2,...,n).
. ik

et un parallélépipede type (II), circonscrit a la quadrique et cou-
pant P'axe Gz; aux points ;== o; avec o] = pii, ({=1,2,...n).

3. Prenons l'ellipse concentrique a (¢) et homothétique dans le
rapport ¢. Son équation est

(er) g, us)=1 (e£2V2).

Le rectangle (r:), circonscrit a (¢;) est concenlrique a (r), et son
homothétique ‘dans le rapport ¢. Soit ABCD le rectangle (r,).
Décomposons le domaine d’existence des masses en trois parties :
1° le rectangle (r;), qui contient la masse P et donne, dans le calcul
de 1y, une contribution p,; 2° les deux demi-bandes paralléles a
Gz, et ayant pour base AB et CD; elles contiennent la masse P’/
et donnent une contribution |, dansle calcul de p,; 3° le domaine
restant qui contient donc la masse 1 — P — P’ et donne une contri-
bution p,.

D’ailleurs, p,, est 1é moment du second ordre de la distribution
obtenue en projetant toutes les masses sur Gz, paralléelement a
Gz,. Donc, p,, + i}, correspond a une distribution de masses
totale P + P’ portée par la projection de AB sur Gz, et p,, aune
distribution de masses portée par les deux segments indéfinis de
I'axe des abscisses et (n° 1), on sait que

1
P+P'_2_|—F-
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Raisonnant sur le moment p1,; comme on vient de le faire sur le
moment p,,, il faudra introduire une masse Q' contenue dans les
demi-bandes de bases AD et BC et paralléles a Oz, et 'on aura, de
méme, 7 . '

1
P+(Q21— -~
+ Q21 2

Donc
. B 2
2P+ P+ Q22— R
et comme
. 1IZP+ P+ Q)
il en résulte

k3
-_—

P21— -
2 m

Plus généralement, dans le cas de » variates :

Si Uon consideére une distribution de la masse unité dans un
espace a n dimensions, la somme des masses intérieures a un
parallélépipéde concentrigue au parallélépipéde type et homo-
thétique dans le rapport t, est supérieure a

i— 2 (e2y/n).

4. On peut obtenir un résultat plus précis en raisonnant de la
maniére suivanle.

Reprenons Vellipse (¢) et opérons sur le point M(z,, ,) une
transformation affine 'amenant en M'(X,, X,) de telle sorte que la
masse attachée au point M passe au point M’ ou, plus précisément.
si p(zy, ;) dz,dz, est la masse de I'élément dz,dz, en M, que
la masse de I’élément correspondant soit la méme.

Alors, si
IrTI=a ‘1"0' b XQ

Z2e=a' X1+ 6'X> (ab' — ba' # 0)-,

on aura

P(GX| -+ bXe, a'X1+ b,x:) ((lb'—— ba') dx, dX, =},(.Z'|, .’L'g) d$1 da:,.

Si pour la nouvelle distribution on emploie les mémes notations
pour les moments, mais en prenant des grandes lettres, on aura, en
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tenant compte de I'identité

UG Ty Us T = U(X|+ Ung

EPlkuiuk'—’ZMikUiUk (i, k=1,2),
ix tk -

de telle sorte que la conique (c) se transforme en la conique d’équa-
tion tangentielle ~

(C) G(Uh U2)=M11U¥+2M12U1U1+ Nan%:l. HE
Or, on peut toujours choisir la transformation affine de telle
sorte que (C) soit un cercle (T). Alors My, =M,, = 22 etM,; = o.

Puis la conique (¢,) devient; par cette transformation affine par-
ticuliére, le cercle (I';) d’équalion tangentielle

(T2) 232U+ U3) =1,

et d’équation ponctuelle

(XT3

= (22

X} +X

Ceci posé, soit P la masse intérieure a la conique (c;). (est
aussi la masse intérieure au cercle (T;). Or, pour ce cercle, il est
aisé d’évaluer une limitation‘de P. Car, le moment d’inertie de la
distribution par rapport & G est la somme des moments d’inertie
par rapport aux axes de coordonnées, donc il est égal a 232, Puis,
dans le calcul de’ ¢e moment d’inertie, la masse extérieure au
cercle (T;) donne au moins la contribution

(1—P)rz

et la donne effectivement quand toute la masse extérieure, 1 — P,
est étalée sur la circonférence du cercle (T;). Négligeant la conigi-
bution de la masse intérieure au cercle (I';), on obtient I'inégalité
2 222 (1— P) 23, '
donc
T2

P21— N
Plus généralement, dans le cas de n variates :

Si-U’on considere une distribution de la masse. unité dans un
espace a n dimensions, la somme des massés intérieures a unre
quadrique (Q.), concentrigue a la quadrique type (Q), et
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homothétique dans le rapport t est supérieure

2

— = (t2y/n).
7 2
L.e théoréme du n* 3 est dvidemment contenu dans celui-ci.

3. Si. au lieu de prendre comme quadrique de référence la qua-
drique type (Q), on avait pris la quadrique (Q7), en appelant
( Q=) la quadrique contenant la masse P, on aurait eu

P2i— & (s20).

Les quadriques (Q.,7) ont un intérét géométrique particulier.

Appelons s,, sy, ..., s, les racines de I'équation en s de la forme

. Ql .
quadratique }_‘y;/‘ uiu; : ce sont les carrés des demi-axes de la

ik
quadrique (Q).
Alors, le volume de la quadrique (Qx, ;) est, en posant

n
g=VSs182...8.,

n

. (n x)?
r ('—'3 -+ 1)
2
ou g est la moyenne géométrique des carrés des demi-axes. Sup-
posons g borné supérieurement, et inférieurement par un nombre
positif.
La formule de Stirling donne, si 2 est grand.

n

{,’3 o,

1 g- log'.'rtegt’—..:-logn
V7 e
et, par suite, V est petit, pour n grand, si 2me g7*< 1, et au contraire
est grand, pour ~ grand, si amegt* > 1.
Comme, dans l'application du théoréme, on suppose r2>1, on
. o . I .
. voit qu’on a la valeur critique g = —— séparant des modes pos-
q que &= -5 s¢p P

sibles différents de distribution de la matiére.

6. Théorémes du type de Tchebychef. - - On obtient immédia-
tement les théorémes du type de Tchebychef pour des systémes
de variates indépendantes ou non en appliquant I'inégalité fonda-
mentale et tenant compte des propositions qui suivent.
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On sait que si 'on a une loi de probabilité p(z,, 2, ..., za)
dz,,dz,, ..., dz,, sa fonction caractéristique, fonction génératrice
des moments est, si E désigne le symbole de la moyenne

Eellusxstustyt..+unZn) = o (uy, Usy ..., Un).

(%). Siles variates sont stochastiquement indépendantes, la fonc-
tion 9 se décompose en un produit de n fonctions ¢;(uj),
(=1, 2, ..., n), et réciproquement si ¢;(u;) est une fonction
caractéristique, un produit ]] ¢;(uj) est une fonction caractéris-

tique d’une loi de probabilitél ou les variates sont indépendantes.
(&). Sil'on annule n— £ variates, par exemple ©s ¢, Ukray...\ Un.
on obtient la fonction caractéristique de la loi de probabilité cor-
respondant a la projection des masses sur 'hyperplan Oz, z.,...,z,
parallelement a hyperplan Ozt Z4ia, ...y Za.
(e€i). Sil'on égale toutes les variables, on obtient une fonction
9(u, u, ..., u), qui est la fonction caractéristique de la somme

T=Z,+ Tog+...~+ Tp.

(¢v). Sil’ona deuxlois de probabilité, I'une dont les variates sont
Zy, Zs, ..., z, et de fonction caractéristique ¢(uy, Uz, ...y Un),
Pautre dontles variates sont ¥4, ¥, ..., ¥» et de fonction caractéris-
tique Y(v4, ¢a, ..., ¥a), la fonction ¢(uy, sy ...y Un) Y(v4y 02y ..vy O0)
est la fonction caractéristique de la loi dont les n + m variates
sont &y Ta, ...y Tny Y4y Y25 ++ 1 Yn-

(v). Supposons n=m. On reconnait immédiatement que
o(ur, wgy ...y un) Y(Uy, Usy - . ., un) est la fonction caractéristique
de la loi de probabilité des variates 2, =2, + V4, 2= Za+ ¥2,...,
Zp= Zn—+ Y¥n, et ceci se généralise pour N lois.

(v¢). En particulier, si ces N lois sont les mémes, on a le théo-
réme suivant : si n variates 2", 2", .. ., 2" sont stochastiquement
dépendantes et si leur loi de probabilité est la méme quand k varie
de 1 4 N, la fonction caractéristique des N variates

N N N
2= E z‘,"'), Zg = E x‘gk), ey B = E lx(,{‘)’
1 1 1

est la Né¢me puissance-de la fonction caractéristique des » variates
initiales.
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(vét). Prenons encore une loi a trois variates (z, y, ) dont la
fonction caractéristique est ¢(%, ¢, w). On pose

X=Az+A'y+ A’z
Y=Bz +B'y+ B’z

et 'on demande de trouver la fonction caractéristique ®(U, V) des
variates X et Y,

Ona

®(U, V) = Eel(UX+VY) = El(UA-+A'y+A"s)+-V(B-+B'y+8"z)]
‘= EellAU+V1zHAU+BV)yHAD+B*V)s]

donc s .

®(U,V)=9/AU -+ BV,A'U+B'V,A"U + B*V)..

On obtiendra alors les thec -émes de Tchebychef en remarquant
que le premier membre de 1’équation de la quadrique type
s'obtient en supposant la loi envisagée rapportée a un point moyen
et en prenant le double, changé de signe des termes du second degré
dans le développement er série de Maclaurin de la fonction
caractéristique.

7. On se bornera a faire deux applications.

° Supposons d’abord qu’on ait une loi 4 N variales stochasti-
quement ‘dépendantes, que les moments du premier ordre m;
soient bornés en valeur absolue et que my ait une limite bornée en

valeur 'absolue quand N augmente indéfiniment. Alors < Em" a

également une limite qui sera la limite 7, de la moyenne de

_ £1+.’L‘z+..‘+my\'
.= ]

N

quand N augmente indéfiniment.
Supposons donc la loi a N variates rapportée 4 son point moyen
et soit ¢(uy, Ua, . . ., Uy) safonction caractémsuque. Alors la fonc-

tion caracté: uthue de z est ¢ (N YR N)° Ici; la quadrique
type se réduit & deux points :
Zpllc—l
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D’ailleurs, la quadrique type de la loi donnée est
zﬂil’“i";k’-_— 1,
ik

Sizy+ x,+ . ..+xy= 1 estI'équation d’'un plan tangenta cette

(uadrique, on a

W pik= A%

s

i

La distance ¢ de ce plan a l'origine est /—;J Donc
v

- Ol
2
0= =

i

1
N e ¥

Si donc les demi-axes de la quadrique type restent toujours
bornés par un nombre «, on aura é << «, donc

Z[J-ik < Ne?,

ic

et la déviation type de la loi de 5 étant

I
o= 5\/ S
ix

on aura

Tl ==

vN

Donc, par application de I'inégalité fondamentale, la valeur de
tend stochastiquement vers la limite de la moyenne arithmétique
des moyennes des variates quand N augmente indéfiniment.

II suffirait méme, pour obtenir ce résultat, d’étre sir que « est
d’un ordre de grandeur inférieur a 'orde de \/ﬁ .

2° Comme autre exemple, partons d’une loi a trois variates
(%, y, 5), de fonction caractéristique ¢(u, v, w) et formons les

sommes
E___x1+a:,+..
1= N
c_y,+_yg+..
= N

.+ TN

)

.+ ¥N

b

Z1+ Ze+...+ 2N

ES= N
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La loi de probabilité des variates z,, y, 51, Zay ¥ay 32y « -+, Ty,
Y~ 3y a pour fonction caractéristique

¢ (%1, 01, w1) (U, 02, w2 ) .., 9(uy, Ox, Wx),
et, par suite, la loi de probabilité des variates£,, 4, £, a pour fonc-

. . . N
tion caractéristique ,[cp<%, %’ -;\—‘:)] .

Si, enfin, on pose

la fonction caractéristique des variates X, X, sera

o alur+alu, ajui+aiu, a}u+aduz\1y
|9 ) ) .
N N N

Si donc (m,, m,, m3) est le point moyen delaloien z, y, 3,0n
aura comme point moyen de la loi en X,, X,

X? =al mi+ a3 m,+ a} m,,

X% =almi+ aj m,s+ ai m,.

Si la distribution z, y, 5 est rapportée a vn point moyen, il en
est de méme de la distribution X,, X,. Supposons qu'il en soit
ainsi, alors la conique type de la distribution X, X; est

1 . . ; ; .
N 2}1.[/;(((4‘({1—0— ubus) (@b uy+ abuy) =1 (i, k=1,2,3),
in

dont le premier membre tend vers zéro quand N augmente indéfi-
niment. L’ellipse type tendant vers zéro, on voit que X,, X, ten-
dent stochastiquement vers X{, XJ.

Plus généralement, si 'on fait N observations d’un phénomeéne
dépendant de n variations slochastiquement dépendantes et
qu’on en déduise la position d’un point (X,, X,) d’un plan, la posi-
tion du point tend stochastiquement vers le point moyen quand
le nombre N des observations augmente indéfiniment.



