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CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE DES SYSTEMES ARTICULES.

Par M. F. E. Myaro.

Ce Mémoire est le résultat de recherches que jai faites sur la
géométrie des systémes articulés.

Il est formé par la réunion et le développement de diverses
Notes, la plupart présentées par M. Maurice d’Ocagne a1’ Académie
des Sciences ('), et reprisesici avec, généralement, plus de détails
dans I'exposé mathématique.

Ce travail reléve essentiellement du domaine spéculatif, et con-
cerne surtout I’ Elude des chatnes fermées paradoxales.

Et a ce propos, je vais, immédiatement ct briévement, rappeler
(uelques considérations s’y rapportant.

On sait que toute chaine fermée qui contient moins de sept
couples rotoides est, en principe, indéformable.

Toute chaine fermée déformable qui posséde moins de sept
couples rotoides peut donc étre dite paradozale.

De ces chaines paradoxales, il n’y a aucun exemple intéressant
lorsque le systéme articulé a moins de quatre couples rotoides
(axes confondus; ou ases a 'infini : dégénérescence).

Dans le cas de quatre couples rotoides, on connait des chaines
déformables (donc paradoxales) qui sont banales : ainsi, lorsque
les quatre axes d’articulation sont paralléles (quadrilatére articulé),
ou lorsqu’ils sont concourants sur un méme sommet (angle tétra-
édre articulé, joint de Cardan). Mais en plus, les qualre couples
n’étant ni paralleles ni concourants, il est une chaine non
banale, et méme extrémement curieuse, représentée par le Méca-
nisme de Bennett. . '

Or, jusqu’a ce jour il n’existait, a ma connaissance, aucun

(') Comptes rendus, 192, 1931, p. 1194, 1352, 1527; 191, 1930, p. 830§ 190,
1930, p. 1491. :
LIX. 13
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exemple de chaine fermée i cing couples rotoides, déformable
aw premier-degré de liberté (').

Ce qui suit va nous révéler deur exemples de ces chaines a
cing couples rotoides, ainsi que deux exemples de chaines fermées
déformables et non banales, « siz couples rotoides. Mais pour
cela. commengons par un exposé préliminaire dont, ultérieurement,
nous utiliserons les résultats, et relatif a la chaine fermée a quatre
couples rotoides, considérée comme étant dérivée de I'isogramme
torique. '

x

Sur les chaines fermées a quatre couples rotoides non concourants,
déformables au premier degré de liberté. Isogramme torique.

M. Raoul Bricard, dans une remarquable ¢tude géométrique sur
le tore (*), afaitingénieusement apparaitre le rapport existant entre
le mécanisme de Bennett et la propriété du plan bitangent au tore
exprimée parle théoréme de Villarceau.

Je fus conduit, de mon c6té, a envisager cette question d’une
mani¢re un peu différente et plus détaillée (*), essentiellement en
vue d’un autre objectif qui est larésolution d’une chaine fermée
déformable au premier degré de liberté, a cing couples rotoi-
des. Le développement que voici va nous permettre diverses con-
clusions géométriques ¢t algébriques, dont nous aurons besoin
pav la suite.

Soit un tore représenté (fig. 1), en projection oblique, par ses
deux paralléles limites P, P,, et son cercle générateur C. Soit A
I'un des deux cercles d'intersection du tore et du plan bitangent de
trace T. Soit, sur ce cercle A, un point S quelconque assujetti a se
déplacer sur lui. Ce déplacement peut étre obtenu ¢n considérant
S comme lextrémité du rayon £S5 tournant autour de I'axe X
perpendiculaire an plan bitangent. Pareillement, ce déplacement
peut ¢tre obtenu en considérant S comme un point assujetti a se

(') Les chalnes a cinq couples paralléles, ou cing couples concourants sur un
méme sommet, sont banales et déformables au deuxiéme degré de liberté.

(*) Nowuvelles Annales de Mathématiques, 5° série, 3 mai 1925, p. 312.

(*) A ce moment-13, jignorais I'étude rappelcée ci-dessus; mais je tiens d remer-
cier vivement M. Bricard pour les précieux conseils qu'il a bien voulu me donner
au cours de ces divers travaux,
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- déplacer sur le tore (toat en restant dans le plan bitangent), ¢’est-
i-dire comme un point situé & U'extrémité du rayon SM tournant
autour de 'axe MY (qui lui est normal, et demeure situé dans le
plan médian du tore), tandis que le rayon OM tourne autour de
Paxe O7 du tore et déerit son plan médian,

Fig. 1.

7 |
/

Si donc nous matérialisons les droites O, S,. SM et OM par
des barres rigides, nous voyons qu'il est possible d’avoir, & priori,
un systéme articulé comprenant les trois couples rotoides QX,
MY, OZ et le couple sphérique S.

Cette remarque est déja curieuse, puisque toul systéme articulé
(de wo!' positions) (ui posséde un couple sphérique, possede, en
plus, quatre couples rotoides dans le cas général (V).

Mais, en réalité, le couple S, apparemment sphérique, est tout
simplement un couple rotoide. En effet, considérons le tétra-
¢dre OQSM. Tl a ses cotés opposés qui sont égaux deux a deux.
Donc les deux triangles 0S et MOS (de ¢8té commun OS) sont
constamment égaux et disposés de maniére a présenter un axe de
symétrie normal au milieu de OS. Il en est de méme des deux
triangles QQM et 2MS (de coté commun 2M). Ce tétraédre O QSM

'y Le cas particulier du foint de Clémens est un exemple.
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est donc formé de deux paires de faces constamment égales et pré-
sentant un axe de symétric (normal aux droites OS et QM, et
passant par leur milieu).

Comme les deux faces inégales SO et 2OM restent constam-
ment perpendiculaires (par construction), il en est de méme des
faces inégales SQO et 5SM. Donc SM demeurant toujours dans
un plan normal au plan décrit par le rayon S, I'articulation S
correspond a un couple rotoide d’axe SU perpendiculaire a QS et
contenu dans le plan bitangent.

Voyons le rapport des vitesses angulaires en considérant le sys-
téme articulé comme un joint de transmission. Supposons la barre
O Q constituant le bati. Soient OZ et X les axes d’entrée et de
sortie (inclinés I'un sur P'autre de I'angle £)

sin[180 — (a + B8)] _ sinx
2 TR
Or Rsinhk=r, dou

. . . . sin .
sinzcos 4~ cosxsinB =sinksinz  ou  cosfP -+ B sink.
tanga
Ortangw = langa cos &, car tangw = — et tango = ———. d’ou
Ne®© = g scartangw = - 8% = Cosk.r

sin3

tango

cosf -+ cosk = sink.

En différentiant

—sinBdf + [ta\:gmcosﬁdﬁ— sin 3 dm] cos k

cos?o lang?w

d’on, linalement,

as sin P cosk
dw sin‘-‘wlsin@— cospcnsk]
tang w

Si nous considérons maintenant le bati constitué par la barre OM,
les axes d'entrée ct de sortie étant OZ et MY (axes perpendicu-

laires), nous aurons le méme résultat puisque I'angle SMO est

A

constamment égal a 8.
Il faut évidemment regatrder cette chaine, ou isogramme torique
déformable, comme un cas particulier remarquable du mécanisme
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de Bennett dans lequel U'isogramme est rectangle (*). Mais, ainsi,
ce mécanisme devient tout simple & concevoir — méme dans le cas
général ou les diédres de l'isogramme, égaux deux a deux, sont
différents de go”. (Je rappelle que les sinus des diédres sont pro-
portionnels aux arétes opposées.)

Dans ce cas général, nous pouvons envisager l'existence d’un
tore aplati sur lequel se déplace un point S assujetli & décrire un
cercle analogue au cercle de Villarcean A. Et nous retrouvons, de
cette fagon, une propriété concernant les sections cycliques, et
dont I'énoncé peut, en conséquence, se traduire instantanément
ainsi : Etant donné un tore aplati, c’est-a-dire engendré par un
cercle dont le plan est oblique sur 'axe de rotation mais rencontre
le centre du tore (la génération élant double, c’est-a-dire produite
aussi par un cercle symétriquement disposé, donc oblique en sens
contraire), par chaque point de ce tore on peut faire passer cing
cercles qui sont : le paralléle du lieu, les deux cercles générateurs,
et les deux cercles analogues a ceux de Villarceau (et qui sont
¢galement des cercles générateurs).

La propriété de la sphére bitangente au tore (théoréme de
Mannheim) peut aussi conduire a la réalisation de systémes arti-
culés.

N

Premier exemple d'une chaine fermée a cinq couples rotoides,
déformable au premier degré de liberté, ou Chaine n" 1.

Reprenons un tore défini( fig. 2), en projection oblique, par ses
deux paralléles limites Py, P, et son cercle générateur C. Etant
donnée la propriété du plan bitangent, nous pouvons considérer
le tore comme étant engendré par 'un ou l'autre des deux cercles
contenus dans un plan bitangent quelconque, et lournant autour
de 'axe OZ. Kn particulicr, nous pouvons envisager le cercle A’
((qui est 'un des cercles d’intersection, avec le tore, du plan bitan-
gent mobile, de trace 1) de centre £, animé de ce mouvement de
votation autour de 'axe OZ, et dive (u'il rencontre constamment
le cercle A en un point mobile S (qui, par conséquent, va se dépla-
cer simultanément sur ces deux cercles A et A').

(') J'emploicrai, indifféremment, et dans Je méme sens, les deux qualificatifs
torique et rectangle. lorsqu’ils se rapporteront a l'isogramme articulé,

~
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Il s'ensuit (que nous pouvons. & priori, réaliser un systéme arti-
culé comprenant trois couples rotoides OZ, X, QX" (2X et Q'\'
¢tant norniaux, respectivement aux plans des cercles A et \'yetle
couple sphérigue S.

En réalité, je vais montrer que le couple apparemment sphe-
rique N se réduit a deux couples rotoides concourants.

Fig. ».

|

Fnethr, nous avons va que le systeme articulée OL2SM était a
quatre couples rotoides d’axes respectifs OZ, @\, SU et MY. Con-
stdérons done Ta barre OM comme faisant partie du bati. St nous
déformons Uisogramme torique QL SM, le point £ décrit un cercle
autonr de O7 (dans le plan moyen du tore) et le point S décrit un
cercle d'axe MY et de plan normal au précédent.

Or, parcillement, nous pouvons considérer le systéme articulé
OL'SM, & quatre couples rotoides d'axes respectifs OZ, 2'X/, sSuU’
et MY (2N étant normal au plan du cercle 'y et SU' étant normal
au plan MSQ),

Nous avons done deuzx systemes de droites (ou barres articulées)
OLSM et OL'SM, disposées toujours symétriquement par rapport
au plan OSM, et présentant, en commun, la liaison OMS. Nous
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pouvons, par conséquent, supprimer cette liaison commune OMS.
Il nous restera en S un couple rotoide SU pour le systéeme S0,
et le couple rotoide SU’ pour le systeme SO (les deux axes SU
et SU’ étant symétriquement disposés par rapport au plan SMO et
faisant chacun un méme angle constant avee 'axe MY). Done. au
total, un systé¢me articulé a cinq couples rotoides, a o' de positions
et a plan de symétrie.

La démonstration peut étre faite plus géométriquement. Consi-
dérant encore, dans le systéme articulé a quatre couples rotoides
025V, Ta barre OM comme étant le bati, nous pouvons énoncer
la proposition suivante :

Etant donnés deux cercles égaux de rayon r, et disposés perpen-
diculairement de maniére que le plan de chacun contienne le
centre de 'autre, la distance des centres étant R, si 'on assujettit
une droite de longueur Ra s’appuyer par ses extrémités sur ces
deux cercles, cctte droite engendre une surface réglée dont les
génératrices sont constamment normales aux génératrices corres-
pondantes ct respectives de deux hyperboloides de révolution
ayant les cercles donnés pour cercles de gorge, les cones directeurs
correspondants ayant un demi-angle au sommet de valeur A défini
par sin A:-l% '

Considérant Je deuxiéme systéme articulé OQ'SM, nous voyons
qu'il existe pareillement une surface réglée symétrique de la pré-
cédente (les plans des deux cercles formant deux plans de symétrie
pour ces deux surfaces).

Donc, deux génératrices symétriques de ces deux surfaces réglées,
telles que SL et SQ’, sont constamment normales respectivement
aux génératrices correspondantes de double génération définissant
les deux hyperboloides précédemment nommés.

Donc S& peut étre articulée, en S, par couple rotoide sur la
génératrice correspondante (et a laquelle elle est normale) de ’hy-
perboloide d’axe MY ( premiére génération). De méme en .

Parcillement, SQ' peut étre articulée, en S, par couple rotoide sur
la génératrice correspondante (et a laquelle elle est normale) de
'hyperboloide d’axe MY (deuxiéme génération). De méme en €'.
Les deux rayons OQ, OQ' étant articulés suivant 'axe OZ, nous
avons bien, au total, un systémearticulé a cinq couples rotoides.
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(Cie systéme articulé nous donne dans I'espace et par rapport au
systéme lui-méme, les exemples (pouvant illustrer le théoréme de
Kempe-Koenigs) : @. D’un point S décrivant un cercle; &. D’une
droite SM passant par un point fixe M et balayant un plan; ¢. De
droites SU, SU’ engendrant chacune un hyperboloide. ‘

Remarquons que cette chaine a cinq articulations, produite par
la réunion de deux systémes articulés avanCline liaison commune,
ou micux, résultant de la contraction de deux isogrammes arti-
culés symétriques, n’est possible que si ces isogrammes sont rec-
tangles. Donc, dans le cas général, la réunion correspondante de
deux mécanismes de Bennett identiques et symétriques, ne la don-
nerait pas. On aurait alors une chaine déformable, non banale,
@ six couples rotoides, deux a deux concourants.

Chaine n° 1 [suitc). Démonstration complémentaire par les congruences.

Voila donc un premier exemple de chaine fermée a cinq couples
rotoides, déformable au premier degré de liberté.

A Vexposé précédent, je Yais joindre une démonstration complé-
mentaire en faisant appel a la géométrie des congruences; dans le
cas présent, en montrant que les cing azes de cette Chaine n® |
s'appuient constamment sur un systéme de deux droites.

Considérons (fig. 3) le triedie tri-rectangle de sommet O et

Fig. 3.

d'arctes OZ, OM, OF, le plan ZOM étant de symétrie pour la chaine
fermée (& cing couples rotoides) ou Chaine n° 1, constituée par la
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réunion de deux isogrammes rectangles articulés (comme nous
venons de I'indiquer) et dont un seul, I'isogramme OQSM, est
représenté. (L’autre isogramme OQ'SM, non représenté ici, étant
symétriquement disposé par rapport a ZOM, ct les cotés OV et
SM étant communs aux deux isogrammes. )

Evidemment, les cinq axes ou droites 07, 2\, Q'X’, SU et SU’
coupent constamment une premiére droite située dans le plan de
symétrie. Il faut montrer que ces cinq axes rencontrent une
deuxiéme droite qui, nécessairement, doit étre perpendiculaire
au plan de symétrie — donc, dans le plan ZOF.

Etant donnée la symeétrie, il suffit, pour cela, de faire voir que
les deux axes &X et SU coupent-ce plan ZOF en deux points E et
D situés sur une méme normale a OZ.

En effet, nous avons établi que :

Ty
sin {3 .
" cosk = sink avec

(1) cosfs 4+
) "7 tango R

Or, nous avons ici

. e
(—,— -——l()::.t avec 5 =tang3;

r 1
> = (c_o-s-é - R) tangB’

De méme, nous avons ici

d’on

r
tan gw

’

x
=x avec = tangk;
d’ou
L L
tangw tangk

11 faut montrer que y = y'. C'est-a-dire

r 1 r
(D (cas{i - l{> tang @ = tango tangk

Admettons-le. Cette expression nous donne

1 I 1 1
(cos;’ﬁ - sink) tang ~ tangw tanghk’
ou : .
1 1 I

sinf  sinktangB ~ tango tangk’
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ou
cos sin’3
[l vl WY
sink  tangzo tangk’
(3111
. . sin’3
<ink o= €08 3 4 ———— cox I

tangm
Nous retrouvons 'égalité (1). Done 'expression (1) était bien
une ¢galité.

Deuxiéme exemple de chaine fermee a cing couples rotoides,
déformable au premier degré de liberté, ou Chaine n" 2,

A cente Chaine fermée n® 1, a plan de symétrie, qui constitue
vraisemblablement la premiére solution de tels systémes articulés,
Jajoute maintenant un second exemple. Cette Chaine ferméen® 2,
sans plan de symétrie, est obtenue comme suit :

Supposons deux isogrammes articulés égaux, el nullement rec-
tangles & priori: autrement dit: sous leur forme générale, deun
mécanismes pareils de Bennelt.

Essavons de réaliser leur réunton. ou plutét leur contraction,
en les disposant de maniére (u'ils aient un ¢6Lé commun, les axes
d'articulation correspondant aux extrémités de ce coté commun
étant confondus.

Si je supprime, alors, ce coté commun, et Particulation des deux
cotés ¢gaux aboutissant a 'une des extrémités de ce coté commun
(ces deux cotés égaux pouvant étre aussi bien en prolongement
vectiligne qu’en prolongement oblique, c’est-a-dive constituer
mdifféremmnt une scule barre rigide droite ou brisée), jobtiens,
dis-je, la Chaine n® 2 prévue.

(It cela demeurant vrai en prenant, pour les mettre en com-
mun, aussi bien un grand qu’un petit coté de chacun des deux
isogrammes articulés égaux.)

Commencons, pour faire la démonstration, par envisager le cas
particulicr ou les deuxisogrammes articulés égaux sont rectangles
et réunis de facon que les deux cotés aboutissant a I'articulation
supprimée se trouvent en ligne droite.

Soient donc (fig. 4) les deux isogrammes articulés égaux el
rectangles OQMS et O'Q'SVM, le c6té MS étant commun, et les
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deax cotés MO ¢t MO’ en prolongement rectiligne. Lorsqu'on
déforme I'isogramme torique O 2 MS, I'axe SU déerit un hyperbo-
loide dont le point S parcourt le cercle de gorge. Paveillement,
c¢'est ce méme hyperboloide que décrit Paxe SU' de I'isogramme
torique O'L'SVM. Au total, les axes SU et SU’ sont constamment
confondus ¢t ne donnent en S (u'une seule articulation rotoide.

Par conséquent, supprimant 'articulation en M et le coté com
mun MS, il nous reste cinq articulations d’axes : OZ, QX, USU’,
Q'X', (V7; et nous avons la Chaine fermée n® 2, annoncée dans
ce cas particulier (').

[’angle 2S5 varie entre 180" et un minimum correspondant &
I'égalité des angles w et w'. Or, o et o' sont égaux pour la position
moyenne. A ce moment

'y r—= Rcosm = Rcosw’

et le minimum de cet angle QSQ" estam == 20",

Or, nous avons constamment : 7 = R sinA.

Ce qui prouve que lorsque lcs angles w et o' sont égaux | c'est-
a-dire satisfont (1) |, ils sont le complément de I'angle constant 4.

Le minimum de 25W' est done : 2 (go°® - k).

Ceute Chaine fermée n® 2 (correspondant au cas particulier des
deux isogrammes rectangles et des deux cotés en prolongement’
rectiligne) étanta cing couples rotoides, ct déformable au premier

') Clest encore vrai si les deux cotés MO et MO’ nesont plus en prolongement
vectiligne. mais obliques, car, évidemment, les axes SU et SU' restent confondus.
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degre de liberté, il existe done pour elle, comme nous I'avons®vu
pour la Chaine n" I, un systéme de deux droites sur lesquelles
Sappuient constamment ses cing axes d'articulations.

IFaisons apparaitre cette congrucnce.

Pour ecla, considérons le quadrilatére plan formé pav les deux
barres S et SQ' (articulées suivant 'axe unique USU') et les
denx axes 20 et Q' d respectivement normaux a ces barres.

Par la diagonale de symétric S, menons le plan normal i ce
quadrilatere. Ce plan — puisque le triangle 258" demeure cons-
tamment isoscele - est toujours perpendiculaive au plan (unique)
des cercles halayvés par les rayons 02 et O, done paralléle aux
droites OZ, O'Z', evil contient USL ',

Par conséquent, la premicre droite o contenue dans ce plan
et pavallele 2 OZ, 7 rencontre évidemment ces deux droites
ca l'z ), ainsi que les trois droites @\, 2"\ et USL,

\utrement dit, la premicre droite cherchée de la congruence
estosituée dans le plan normal an quadeilatére plan (suivant
v diangonale de symétrie), cette premicre droite passant par le
sommel @ du quadrilatere, et joignant les intersections (al'x) des
deux axes paralléles OZ, 7 avec ce plan normal au quadrilatere.

Puisque le point S décrit un cercle situé dans le plan des
droites OZ, O/, nous vorons que la deuxiéme droite cherchée
est constamment a Pintersection du plan des deux droites OZ,
07" et du plan du quadrilatére. C'est donc la droite SM.

\utrement dit, la deuviéme droite cherchée de la congruence
est située dans e plan da quadrilatére, et joint, e¢n passant
par le sommet S du quadrilatére, les intersections des denx axes
prvalleles OZ, O'7 avee ce plan du quadrilatére.

Supposons maintenant ( fig. 5) que les deux isogrammes arii-
culés égaux QLS O'Q SM ne soient pas rectangles. (Le coté MS
est commun, et les deux eotés MO et MO’ sont encore en prolon-
cement rectiligne.) Et prenons le cas de figure ou les deux iso-
srammes déformables présentent, dans leurs positions successives,
une forme identique (ce qui correspond i la position moyenne).

Nous disons que si les axes MY et MY’ (évidemment normaux
en M a M) sont confondus, it ¢n est de méme des axes SU et SU

En effet, nous voyons qu’il est possible d’amener Uisogramme
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O'Q'SM sur isogramme OQSM, et le confondre identiquement
avec ce dernicr, par une simple rotation de 180° autour de

Fig. 5.

Paxe SM. Donc, aprés cette rotation, les deux axes SU et SU’ sont
confondus. Comme ils sont normaux chacun en S a MS, ils étaient
donc déja confondus avant la rotation. .

Or, cela reste évidemment vrai, non seulement pour toutes les
positions successives du systéme articulé ainsi préva, mais encore
si les deux cotés MO et MO’ ne sont pas en prolongement recti-
ligne. Le rayon MS balaie un cercle dont le plan est dans celui
des dcux cotés MO et MO’ (alors obliques), et I'axe d’articulation
unigue USU' décrit un hyperboloide (dont le point S parcourt le
cercle de gorge).

Donc, au total, nous avons bien, dans le cas général, la chaine
annoncée a cinq couples rotoides, déformable au premier degré
de liberté, ou Chatne fermée n°® 2.

La figure 6 montre la Chatne n° 2 dans lc cas général ou ce sont
deux grands cotés égaux qui sont amenés en commun dans la réu-
nion des deux isogrammes articulés égaux. L’articulation ZOZ' est
supprimée.

Il est a remarquer que la condition d'isogrammes rectangles
qui s'impose pour la Chatne n° 1 (sinon, je l'ai signalé, c’est une
chaine a six couples rotoides qui résulte), n’existe pas pour la
Chatne n° 2, ainsi que nous venons de le voir.
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Evidemment, si dans ces Chatnes n 2 on vétablit I'articulation
‘en M dans le cas de la figure D, et en O dans le cas de la ligure 6),

Fig. . i}

on obtient une chaine fermée a six couples rotoides, déformable
an denxicme degré de liberté. La distance entre les points M et S
dans le ln'mnier cas, et O ¢t M dans le deuxicme cas, demeure

constante et (r:_'zllu aun coté commun snpprim(’.

Chaine n” 2 switc . Démonstration complémentaire.

A propos de cette Chaine n® 2. M. Bricard a fait apparaitre
d'une fagon trés élégante, et dans le cas général, la congruence.

Voiei ce raisonnement :

Reprenons les deux isogrammes articulés ¢gaux, réunis comme
je viens de montrer qu’il est possible de le faire.

On sait que les quatre axes d'un mécanisme de Bennett appar-
tiennent constamment a un hy perboloide de révolution (méme
systeme de génération).

Nous avons donc, parla réunion correspondant ala C'hainen®?2,
denx hyperboloides ayant en commun deux droites. Donc, ils ont
en commun deux autres droites qui constituent, évidemment,
celles de la congruence cherchée ().

Nota. -- Bien entendu, la démonstration peut ssappliquer,
pareillement, a la Chaine n® 1.

(") Fen déduis, d'une maniére plus générale, que la Chaine existe, pareille-
ment, dés qu'il y a, entre les deux isogrammes, simplement égalité de deux
cotés et des angles correspondants des axes. La démonstration géométrique
divecte se ferait comme précédemment. '
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X

Hyperboloide articulé a simples couples rotoides.

On connait la théorie relative a 'Ayperboloide articulé dans
lequel les génératrices (des deux systémes) sont liées entre elles -
par couples sphériques.

Voici un hyperboloide articulé, ne possédant que des couples
rotoides, ¢t constituant une application directe de la Chatne n* 1,
a cinq couples rotoides, précédemment décelée.

Soient ( fier. 7) les deux cercles H et Il' de rayon r, et con-

Ihg. 7.

fondus, mais pouvant étre animés d’un pivotement relatif I'un par
rapport & I'autre, ¢’est-a-dire liés par un couple rotoide d’axe OZ.

~ S’appuyant sur le cercle H, soit la série des génératrices QG
scmblablement et uniformément réparties. De méme, s’appuyant
sur le cercle H', soit la série des génératrices Q'G’.

Supposons que ces génératrices se rencontrent deux a deux aux
divers points S, et que 5 =R =Q'S.

Si les génératrices QS et Q'S sont respectivement articulées en
Q et Q autour des axes 2 X et Q'X/ perpendiculaires aux rayons Q<
et OQ' correspondants et faisant avec 'axe OZ I'angle constant £,

,

convenablement orienté et défini par sink = " d’une part.

Etsi en S, les génératrices S et SQ' sont respectivement arti-
culées autour des axes SU et SU’ perpendiculaires aux rayons SM
(aveccOM = R) et faisant chacune, avec MY, ce méme angle A
convenablement orienté, d’autre part.

[I est évident que, dans ces conditions, nous aurons une série
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de systémes identiques articulés, a ciiiq couples rotoides, et cons-
tituant chacun une chaine pareille a celle que j’ai précédemment
délinie (Chainen® 1).

Au total, un hyperboloide articulé présentant une ceinture
tonstante formée par les deux cercles pivotants HH'. Eu il est
curieux de voir, en fonction des déformations, comment varie le
-cercle de gorge en grandeur et en position.

Considérons le plan formé par les droites S€2 et Ss. Abaissons
sur lui le plan perpendiculaire passant par OZ. Nous faisons appa-
vaitre les deux longueurs p (rayon du cercle de gorge) et d (dis-
tance du cercle .de gorge au plan des cercles 1HHH'). Soit A I'angle
constant fait, dans ses diverses positions, par le plan SQO avec le
plan des cercles ITH'. Nous avons

tang B’ = tang B cosk.

Or

,_ _rtangB’  riang3cosk

1+ tang2 ' B 1+ tang?f cos2 k

Nous vovons que les limites de p sont r et Q. Et ce rayon p pour-
rait s'exprimer en fonction de w puisque

sin .
cosf -i- g coshk = sink.
tangwo
Nous avons aussi
' ot e @ d
I = rcosf sinp et 7= tangk.
3 2

Do
d = rcos3 sin® tangk,

ou .
d=r lallg,@' tang A
1+ tang2f’ 70
ou '
[ " tang B cosk tangk = rtang3sink

1-i- tang? 3 cos2k 1+ tang?B cos? L

Le maximum de d correspond a B'= 43", et d oscille entre
I . N N r - S ’ Y 1 ' ‘De -
5 tang Lot — 3 tangk en passant par zéro. Cest-a-dive que 'Ly per

boloide déformable a un cercle de gorge toujours centré sur
I'axe OZ, et dont le plan se déplace entre deux positions exirémes,

symétriques par rapport aux cercles 11, et distantes de gt-.mg/.'
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et — ~tang/. tandis que le rayon de ce cercle de gorge varie
comme je Lai indiqué. Quand le cercle de gorge est dans le plan

des cercles HIV | il se confond avee eux (v = r1; et lorsquiil atteint

’

Fune ou Fautee de ses positions limites, son rayon 5 = /
e

Sur les chaines fermées A six couples rotoides,
déformables au premier degré de liberté.

On connait des exemples de chaines banales i six couples
votoides. I priord ('), je vois deux de ces systemes articulés,
déformables au premier degré de liberté.

s sont constitués respectivement de la facon suivante :

«. Un systeme comprenant deax groupes de trois couples
rotoides concourants. Clest le cas du « double cardan » ou joint
de “m»'\(‘.

On peut constdérer une telle chaine comme ¢tant 'assemblage
de denx angles tétraddres articulés, ayant un coté commun.

b. Un systeme comprenant deux groupes de trois couples

votoides paralleles ( fig. 8).

On peut considérer une telle chaine comme ¢tant Passemblage
de denx quadrilatéres plans articulés. En supprimant, dans chaque
(uadrilatére, deux cotés appropriés, on obtient la chaine fermée
prévue (les diagonales n’ont pas besoin d’étre confondues).

Or, j'ai déja décelé et indiqué (%) une chaine paradoxale et non

(1) Je laisse de eoté Pexemple trop évident de six axes paralléles, ou six axes
concourants sur un méme sommet.
(*) Voir p. 1go.
LIX. 14
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banale a six couples rotoides, de =! positions. Elle correspond a.
la Chatnen’ | dans le cas ou les deux isogrammes articulés égaux
ne sont pas rectangles, et comporte, sans aucun parallélisme,
irois groupes de deux couples rotoides concourants,

le vais donner une nouvelle chaine fermée, non banale, i
st couples rotoides, el déformable au premier degré de liberté.

Fig. .

Soit encore ¢ fig. 9) Uisogramme articulé et rectangle OL2SM.

Considérons sur Paxe X un point I quelconque. Ev par ce
point I taisons passer Vaxe quelconque 11..

Considérons le bras de levier IS articulé autour de P'axe ulp!
normal, en 1, a I'axe 1. Kt supposons cet ensemble articulé¢ par
couple rotoide autour de Faxe L. )

Il est évident que, dans ces conditions, le bras de levier IS peut
¢tre considéré comme étant, constamment, le rayon d’une sphére
de centre [, '

Si en S nous admettons, « priori, un couple sphérique, le
point S décrira le cercle A. Fit si nons supprimons les barres OQ
ot 285, 1] en sera de méme. :

Je dis qu’en réalité, il suffira de conserveren S le couple rotoide
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d’axe SU entre les barres SM et Sl et d’ajouter un couple rotoide
d"axe IS, pour obtenir la chaine fermée prévue.

En effet, considérons le sommet S comme appartenant a I'iso-
gramme articulé rectangle OQSM. Nous pouvons 'amener en un
point quelconque du cercle A: et axe SU, qui est tonjours nor-
mal a 25 et a SM, reste invariablement dans le plan du cercle A,
et, par consé([u(‘nt, est tangent an cercle A en ce pninl corres-
pondant.

Considérons, maintenant, le point S comme pouvant pivoter
autour des deux axes I, et ulp’, ¢’est-a-dire e déplacant sur la
sphére de centre L. Le point S peut parcourir le cercle A.

Or, si nous envisageons P'axe précédent SU comme lié, non
plus a l'isogramme torique OQSM. mais au bras IS, dans les
déplacements de ce dernier nous voyons ue cet axe SU | (ui était
normal a SI (a la position de départ), demeurera constamment

-normal & Sl dans les positions successives, c'est-a-dire constam-
ment dans un plan tangent a la sphére a Pextrémité¢ S de la
barre IS. Si donc, le point S décerit le cercle \, nous voyons que
nous pourrons amcner, sans cesse, sur I'axe SU (lié¢ a U'isogramme
torique OQ2SM, et situé dans le plan du cercle A auquel il est tan-
gent) 'axe SU lié au bras IS. II suffira, pour cela, de faire pivoter
convenablement ce dernier dans le plan tangent en S A la sphére,
de fagon qu’au total nous n’ayons jamais qu'un seul et méme
axe SU: c’est-a-dire prévoir une articulation d’axe SI.

Iln somme, nous aurons bien la chaine fermée a six couples
rotoides OZ, MY, SU, Sl ply/, 1L, les deux axes OZ et IL pou-
vant étre considérés, par exemple, comme liés au bati.

Evidemment, la chose reste vraie si 'axe plp’ est oblique sur
I’axe IL. Dans ces conditions, le point S ne peut balayer qu’une
zone médiane de la sphére, laquelle correspond a la surface
engendrée par le cercle décrit par le point S autour de l'axe ply/,
et tournant autour de I'axe II. (I’axe IL est oblique sur le plan de
ce cercle générateur, et passe par son centre).

'Si le cercle A, ou une portion de ce cercle A, se trouve sur
cette zone sphérique, la liaison demeure possible, et la chaine
subsiste réellement. On peut établir les limites.

Nota. — A titre d’exercicc géométrique, il est curieux de voir
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st une chaine analogue pourrait exister dans le cas géneral on
Fisogramme articulé n'est pas rectangle.

Sur la rigidité relative des chaines fermées indéformables.

l ne chaine fermee d trots articulations est sirictement indé-
Jormable dans le cas général. Au contraire, si les trovs aves
sont dans un méme plan, on n'a plus un systéme rigide, mais un
svstéme a déformations élémentaives,

Je vais donner e démonstration de cette propriété connue.

On sait gu'il existe lasérie des emmanchements 5 que voier

I Libre I tournant I, wlissant
I enact
Ealétau 1Al presse I chand
\ tous, corvespond un jeu moyen défini par 2 == Ky Djavee N

constant pour chacun, mais dimmuant de Pun & Pautre, pour
passer par zero (Ioexact) et prendre une valewr négative aux
cmmanchements iU serrage,

It Mon san «ln’nm' articulation mécaniyue est impossible soans
L présence de ce jeu positif =,

Soit (fiz, voola ehaine fermée a teois articulations ABC (paral-

kig. 1o, ’
LY C B
H i 3
i .

A:H‘\z Cig 'Tcz-l Bzl i1B
A >\‘“\ R E . -”"/ ?
T o -

TeryXbi-z
?

leles ou concourantes) situces dans le méme plan. Soit 2 le jeu

ccorvespondant a 'Lmmanchement tournant des wrois charniéres
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identiques de diametre 1. Nous voyons qu'anx positions movennes
des centres \ et B correspondent les positions limites A, et A,
pour \. et By et By pour B. It si nous prenons -— ce qui est pos-
sihle — les deox positions limites Ay et By, nous avons pour € les
deax positions limites (hors de axe AB) (5, et (/.

Or. cela nous fait apparaitre un angle élémentaive 2. Et nous

avons, pour x> o, trois infiniment petits équivalents
Ysina, Rz Ritangz,

Mais, dans le teiangle élémentaive €2 G-, Cu=y . nous avons

o= langx oo,

Les deux oo petits 2 et Rsinz ne sont done pas du méme ordre.,
2 est dlordre supérienr par rapport a R sinz, done par rapport
a R, |

Par conséquent, au jeu 2 inliniment petit et insensible corrves-

pond un déplacement élémentaive 2R qui est sensible.

Ce déplacement du point C de chaque coté de laligne \AB est ¢lé-
mentaire, mais non nul. et le systétme n’est pas rigide, en consé-
quence. '

Sur une généralisation du joint de Gardan.

l.es variations angulaires différenticlles bipériodiques de deux
corps centrés, tournant d'un mouvement moyen égal, sont utili-
sées, notamment dans le joint & compensation de Chavrier, ainsi
que dans une nouvelle machine actuellement étudiée par I'auteur
du Mémoire. Jusqu’ici, on les a obtenues par combinaison de
deux cardans concentriques décalés, I'axe d’entrée commandant
les deux arbres de sortie (d’axe commun), et les variations angu-
laires relatives dépendant d’un seul paramétre (angle de l'axe
d’entrée avee 'axe des arbres de sortie).

Ovr, par combinaison de deux « cardans généralisés », celles-ci
dépendraient de plusieurs paramétres angulaires, d’ou : latitude
plus grande et variée dans Pamplitude de ces variations, tout en
conservant une faible obliquité des axes d’entrée et de sortic
(avantageuse, pratiquement).

C’est ainsi que je fus conduit a étudier la généralisation, ici
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présentée, du joint de Cardan — lequel rentre dans le type d’une
chaine fermée déformable, a quatre couples rotoides concourants.
Soient ( fir. 11) OA, I'axe du cone OD, ¢t = son demi-angle au

Fig. 11,

/ IR g
/ N I /‘/\-l

/ It : s/ A

/ | {0 }'3[/ |

| I

i

5

\

sommet. Soient O\ 'axe du céne OD; et 3 son demi-angle au
sommet. Ces deux axes fonl entre eux Pangle d. Considérons le
systéme de deux droites OA,, 0OA, liées invariablement 'une a
I"autre, en formant entre elles T'angle 4; ¢t faisons pivoter autour
du point O ce systéme angulaire, de maniére que la droite OA,
reste constamment sur le céne OD,. et, pareillement, que la
droite O\, soit constamment une génératrice du céne OD ;.

Puisque la droite OA,; rencontre toujours 'axe O\, elle peul
cire lice a celui-ci par couple rotoide (en \,, par exemple), et de
meéme, la droite O Ny peut étre lice a Paxe OA, par un couple
rotoide, en Ay, Nous voyons donc que la liaison rotative des
axes OA,, O\, (couples rotoides en .\, et \, par rapport au bati)
pent étre assurce par les deux branches indéformables O Ay, OA,.
chacune étant liée par couple rotoide a son axe correspondant, et
les angles 7. 5.y étant < de go” et quelconques.

Comme condition de possibilité (pour avoir la continuit¢ de
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transmission), nous voyons, en considérant les génératrices situées
dans le plan des axes, que I'angle ; doit étre compris entre le plus
grand angle fait par les génératrices voisines ct le plus petit angle
fait par les génératrices opposées

LT LA ou |3600—(x+3+Br| gy <jE—x+ B
Pour obtenir le rapport des vitesses simultanées, il faut lier
. . A NN . i,
algébriquement la valeur des angles de rotation A, ¢t \, puis dif-
férentier les termes de cette relation. Je me contenterai d’indi-

quer la marche du calcul.
Les tricdres O\, \,M et O\, \;N donnent respectivement

N
e
(1 coSay == Cos?x 4 sinz.cos \,
el
() cosa = cos? 3 + sinzfB.cos \ .

1l faut, maintenant, lier algébriquement les paramétres «, et a,.
Les quatre triédres de sommet () et génératrice commune S
donnent :

TN P P

13 cosa; = cos SO\, .cos SOM -~ s5inSOA,.sin SOM .coss,
PR PN PO A

) cosa; == cosSOA;.cos SON - sinSOA;.sin SON .cos/:,
. 2N 27N LN L N A
) cosy == c0sSOA,.cos SOA; —sin8O N\, . sinSOA;.coss,
. , P PR L LN L IO A
(6) c0sd’ = cos SOM.cos SON — sin SOM .sin SON .coss,

Et les deux triedres OA,MN ¢t O\;NM donnent respective-
ment
2N O PO
=) cos(S()N -+ SOAQ) = COSa,.co8d' + sina,.sind’ .cos OM,

V¥ cas\ SOM -+ SO\ ;) = cosa;.cos6'+ sina,.sind’.cos ON.
. AN N .
Or, les angles diedres OM et ON s'expriment, par un calcul
facile, respectivement en fonction de a,, = et a,, B. Enfin

&= Y600 — (24 3 -+ B).
Done, au total, les six équations trigonométriques (3), (1), (5),

(6), (3), (8) conticnnent les sept paramétres variables SOA,,
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TN TS TS A "
SOA,, SOM, SON, s, a,. a, et les quatre paramétres fixes 2, 3,
T

7+ 0. Par conséquent, Uélimination des cing paramétres SO\,

TS S T A . . . .
SON,, SOM, SON| s entre ces six équations donnerait la relation
qui lie @, et «,. Si enfin, dans celle-ci, on remplagait a, et a; en

fonction de "\, et \, | équations (1) et (2) ] on obtiendrait la rela-
tion finale qui, différentiée, ferait apparaitre le résultat cherché.

Sur un mode de liaison absolument général de deux axes de rotation
dans l'espace ( fig. 12).

Tutoniemr. — a. Deur axes de positions relutives et succes-
sives quelconques dans Uespace” peuvent avoir une liaison réci-
proque el continuce de rolation, et cela au moyen d’un systéme
plan de dewr pivots perpendiculaires respectivement & chacun
de ces axes, a la condition que les axes de ces deux picots
soient Iowjours concourants, et que chaque pivot puisse se
deéplacer librement dans leur plan commun.

b. Pour une position déterminée des deurx axes, le rapport
des vitesses_instantanées de rotation est

. n m I 2l i

, . o= cos-’z[— 4+ " lang?x 4+ — — —n-- tungz].

m mn

\vec m el n paramétres définissant les positions relatives des
deux pivots, /£ la distance des deux axes, = I'angle de rotation
d'un des axes. )

Fn eflet : u. Les deux axes sont AN et BY. Leur perpendicu-
laire commune est XY de longueur /. Le plan AXDB’ est paralléle
a BY et coutient AX. Soicnt, en A et B, des axes pivotants (tels,
en positions successives, qne OA et OB, ou que CA et CB) per-
pendiculaires respectivement aux deux axes AN et BY. Chacun de
ces pivots, pendant la rotation des axes AX et BY, reste dans le
plan normal (en A ou B) a I'axe correspondant. Et ces deux plans,
de traces OA ¢t OB’ sur AXB/, se coupent suivant I'aréte OO'C.
In conséquence, nous voyons que, pour unc position déterminée
dans P'espace, les deux axes AX et BY peuvent avoir chacun une
rotation relative. définie, car il est toujours possible de faire en
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sorte que les pivots C\ et CB soient concourants et se coupent
sur OO'C, si ces pivots peuvent se déplacer librement dans le plan

Iig. 12,

de leurs axes. Or, ceci reste vrai pour toutes les positions relatives
des deux axes A\ et BY.
. . . , dx
b. Le rapport des vitesses angulaires instantanées est o = 7
Or

I+ 1 = mtanga et ! = ntangf.

D’ou

1 1

dl = m dx=n ds.
cos2x cos23 "
D’ou
dz n cos?a n -
= - cos2 [ 1o tang2 B3| = s,

d ~ mocositp T m

mtangax —h
n

n R mtanga — I\?2
2= — costa |1 [ ——————
m n .

L In m R h? 2l
= cos*2| — 4 —tang?x 4 — — — - langa |.

Mais tang3 = - D’ou, en remplagant tang3

m n mn n

Cas particulier. — 1* h = o. Les axes sont concourants :

N n m N
= cos8*a | — & Wtang-z .
m

m \ ] . .
2" h=oct—=1. Doa p=1. Il y a symétrie. Les vitesses
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angulaires sont constamment égales. Le systcme est homociné-
tique.
(Cest aussi le cas ou les deux axes sont paralléles:metn - - =,

. m .
. fquivalents (= - > les $ alleles).
et sont équivalents (\n |> (les pivots sont paralléles)

Indétermination. — Dans le cas ot I'un des axes de rotation
(ou les dean) est perpendicalaire au plan des pivots (m ou n = o).

\veLicaTion. — Joint universel. — Le dispositif plan des deux
pivots peul étre formé : 1° par un systeme de compas @ trois
articulations Ry, Ry, Ry normales a ce plan (fig. 13). \u total,

Fig. 14.

on obtient ainsi une chaine fermée a sept couples rotoides. les
branches du compas, ainsi (ue les tiges des pivots, peuvent avoir
des longucurs inégales. Pour plus de rigidité, il est bon de répéter
un autre systéme & trois articulations R, R,. R} ¥ajoutant au
précédent; 2° par an systeme & plans glissants ( fizr. 14) (tenon
et mortaise).

Ev dans ce dernier systéme, si nous considérons le cas parti-
culier ot il y a symétrie, nous retrouvons la disposition cinéma-
tique du joint de transmission « Tracta ».

Remarqu-. -— Cette liaison absolument générale de deux axes
reste encore possible -— mais alors, le pivotement (dont les limites
sont, d'ailleurs, saisissables) pouvant se réduire i une fraction de
tour, et méme devenir nul —— si les axes des deux pivols ne sont
ps, respectivement, normaux aux axes correspondants d'entrée et
de sortie.

Dans ce cas, les deux plans OAC et OBC <onl remplacés par
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deux cones; et si ces derniers se rencontrent, les points tels que (
ou O se déplacent, alors, sur la courbe d’intersection des deux
cones.

Un tel joint de transmission (dans le cas de la continuité, c’est-
a-dire des pivots perpendiculaires aux axes correspondants) est
véritablement universel. 1l remplace ccux de Cardan, Kenigs,
Oldham et. de plus, assure la liaison lorsque les deux aves. de
position absolument quelconques, ne sont pas concourants.

Liaison homocinétique de deux axes paralléles {ou concourants i
Généralisation du joint de Koenigs (').

Noient ( fig. 1) les deux axes paralléles de rotation w(), »'()'.
Considérons la génératrice \B située a la distance quelconque o\
de I'axe » (), et faisant avec lui un angle z quelconque.

Fig. 15.

— . — —— — '

/A
/

~ e — S —

Pareillement el symétriquement, considérons la génératrice
opposée \'B/, située a la distance »'\'=u\ de Paxe »'0, et
inclinée sur lui du méme angle o.

Si nous entrainons en sens inverse et a la méme vitesse, et cha-
cune autour de 'axe »w O ou w’()’ correspondant, ces deux généra-
trices \B, \'B’, elles engendreront chacune un hyperboloide de
révolution. et se couperont constamment ¢n un point M qui se
déplacera dans le plan de symétrie des deux axes ), »'O'; et le

i énde Civil dua o janvier 1931,
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liew du point M sera la courbe d'intersection des deux hyperbo-
loides. ¢'est-a-dire (cette courbe élant plane) ane hyperbole.

Puisque les denx génératrices \B, /B’ sont concourantes, et
font entree elles o angle variable en fonction des positions succes-
sives, nous pourrons mateérialiser L liaison des deux axes o/, o/'()’
de La facon suivante :

Dans le exlindee G, dlaxe w0 O un alésage oblique dlaxe \B:

Dans e exlindre ) daxe o O] un alésage nhli(luc dlane \'B';

it deax tiges evhindriques (formant compas) d'axes respece-
tifs MB et MB'. et articulees pav couple rotoide en M pour assurer
la liaison.

Cliacune des tiges MB et MB aura, dans son I();(‘lll('lll.. un
mouvement combimeé de votation et de translation alternative, b,
an total, La haison homocinétique inverse des deux axes w0, »'()
rumpren«lru le svateme de dewr coples /()(l(',,),lllllx .\‘.l‘lllt"II'I.I/IN‘.\‘
etd'un (‘ul/[)[l‘ rotoide.

A\ Lo himite, st la distanee o v = '\ devient nulle, o haison
reste Ta meéme, mais les deux hyperboloides sont venmiplacés par
feurs cones asymptotes,

Un tel dispositif ne peat, ¢videmment, donner qu'une liaison
damplitude angulaire hmitée pratiquement — la rotation com-
plete étant matériellement impossible.

Mais si les deux axes w0, ') au lieu d’étve paralléles, som
concourants, le principe reste vrai : la continuit¢ de rotation
pouvant, alors, devenir réetle (conditions de valeurs angulaires
imites, faciles o délinivy, Et des lors, un tel systeme doit étre
considéré comme une généralisation du joint de Keenigs.

i eller, dans eelui-ci, les branches du compas sont paralléles,
respectivement, aux axes a lier, et Fangle de ces branches est
constamment ¢gal a celui des axes a lier,

\u contraire. mon dispositif (cas des axes concourants) montre
que le parallélisme respectif des branches de compas et des axes a
lier n’est pas nécessaire; mais, par ailleurs, il faut que l'angle
varic d'une fagon périodique et continue en fonction des positions
snecessives.

Remarquons que l'axe du couple rotoide en M n’a nullement
besoin d’¢tre normal aux génératrices M.\ et MB.



