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SUR LES EQUATIONS DE FERMAT;

Par M. E. Toureiire.

Les équations de Fermat
y*=Azt+Bad+ Ca?+Da+ E

de 'analyse indéterminée ont été I'objet de nombreuses études sur’
des cas particuliers. Des formules permettant de déduire une solu-
tion nouvelle d'une solution connue ont été données sous des
formes variées mais équivalentes. Le principe est le méme, les
méthodes proposées n’étant que des applications plus ou moins
déguisées de I'addition des fonctions elliptiques. Dans certaines
circonstances, les fonctions elliptiques ont été appliquées directe-
ment & des problémes de cette nature ; mais une étude d’ensemble
ne parait pas avoir été présentée sous ce point de vue.

La présente étude est destinée a rassembler les résultats de
I'application systématique des fonctions elliptiques, dans la repré-
sentation de Weierstrass, aux problémes de I'analyse indéterminée
du quatri¢me degré.

FORMULES GENERALES DE REDUCTION AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES.

1. Formules générales. — Les formules générales de réduction
de I'équation du quatriéme degré de Fermat aux fonctions_ellip-
tiques pu et p'u présentent les plus grandes analogies avec celles
de 1a réduction de 'intégrale elliptique a la forme canonique. Mais
dans le cas actuel de l'arithmétique, les calculs doivent étre con-
duits en nombres rationnels et, par suite de cette circonstance spé-
ciale, certaines des formules de la théorie générale: des fonctions
elliptiques peuvent perdre tout intérét pratique en arithmogéo-
métrie. )

Etant donnée I’équation

Azt +Bri+ Cx2+ Do+ E = y2,
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Fermat a fait connaitre une méthode simple de résolution pour le
cas ou I'un des deux coefficients extrémes A ou E est carré, c’est-
a-dire lorsque l'équation admet la solution particuliére x = o
ou z =o0. Ces deux cas sont immédiatement réductibles 'un a
l'autre et, par suite, I'équation correspondante sera prise sous la
forme

@+ foad+ 6B+ hyx + 8=y
La réduction a la fonction de Weierstrass s’effectue en posant :

y=xr+20x + B—2p,

et en écrivant que I'équation

§(p+B—at)at+ f(2ap+ 7 —ap)z+d—(2p—B)r=0

est résoluble rationnellement en x. Les formules sont ainsi :

1p—2aptaf—y

> p+f—a
. PE=4p*— £&:p — &3;

g2=18+ 32— fay,

ga=(2—B) (B2 —8)— («f —v)?=8(B —a?) — B+ 22fly — y2.

¥ = y=xr+ 222+ § —2p,

La solution correspondanle & = o, y = w est
Pu,= a2 — B, p;lo= 203 — Jaf +Y-'
La solution générale est alors

1 p;l p;‘n
w4oa=-L T —riu+uy))—Cu— ,
3 Pu—pu. ( 0)—¢ Sty

¥ = (@ -+ 22— pu,— 2pu= P&+ o) — pu.

Elucidons la question du double signe de y pour une méme
valeur de z. Soient v I'argument associé a une solution (z, ) et u,
Pargument associé a la solution (2, — y). Les formales

(t+a)‘i= plu -+ uo)+pu ~+ puy,
Y= p(u+ uo) —pu
prouvent que
plu—+ uy)+ pu=p(u;+uy) + piy,
plu—+ ug) + p(ug+ uy) = pu+ piy;



— 183 —
d'ou les conditions
ple+ ) =pu,, plu~+ uy) = pu,

et par suite
1.+ uy + uy = période.

Réciproquement, si la somme u + wu,—+ u, est égale a une période,
les relations
S+ wp) — fu = {(ur+ o) — {1y,

P+ ug) + p(ui+ uy) = pu -+ pu,

sont identiquement vérifiées : les expressions de z +a et x,+ a
sont identiques; celles de y et y, sont symétriques.

La méthode de I'Jnventum novum de J. de Billy consiste a
remarquer que l'identité

(@ +2024+38 —202)? = o+ faad+ 6822+ 42 (33 —202)x F (3B — 2a2)2
fournit la solution ",

(222—3B)2— %

_— T/ Py 2 9 — .
—4(213_—3ap+-{)’ Y (x—|—z) +3(. az)y

elle peut étre rattachée al’argument u;, en remarquant qu’elle n’est
autre que celle

" u .
T+ o= % ﬁ, y = (x + ajt— 3 puy,
1 /p'ue\2
x4+ a={(20y)— 2 u,. y= i (i;,uz> — 3puy=p(2uy) — pu,,

obtenue comme limite de la solution générale lorsque l'argument «
tend vers 'argument u,. Cette nouvelle solution

z4a=L Pl
2 P Uy
. I,
— 1P+ 6g:p)+ 1283Po+ ng
.}'=})(2“0)_‘P“0= ip'?
APy

devra étre retenue comme solution primitive.

Le principe de la méthode d’emploi des fonctions elliptiques
repose sur la remarque que la somme des arguments de trois points
alignés de la cubique de Weierstrass est nulle ou égale a une
période '

Wu +u" =2mowta2nw;
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la méthode qui consiste a faire correspondre a un point M de la
cubique le nouveau point d’intersection de la courbe avec la tan-
gente en M revient a déduire de toute solution d’argument u la
solution 2 u.
Connaissant donc une solution primitive u, on formera les solu-
tions 2u, 3u, ..., nu. '
Connaissant deux solutions primitives « et v, on en déduira les
solutions nouvelles u += ¢, mu + no, par additions d’arguments.
Les formules a utiliser dans ces calculs seront les suivantes :

Pau =

o\ 2 2__ 2
(&) —2p,= (")_‘p“__.__gfl — apu,

16p?

R B R ' s 0 a.
= }ﬁ 2p —;é’-zP —l1083p "‘gé’zl)‘

"
1! )+_1_ 3 52
25’26’3.1 3 Ea— 83 -7

_1/(pu—p'v
plucte)= (P“'—P"

2
i > — pu — poy

p'(u—+v) se calcule ensuite au moyen de la relation
1 p(u+ve) —p(u+v)
1 pu pu =o.
t pv p'v
Inversement, a toute équation cubique correspondent une infi-
’ { q P
nité de polynomes de quatriéme degré en z. Lorsque g, g3, pu,
et p u, sont imposés, la question est encore indéterminée; il existe
une infinité de polynomes dépendant par exemple du coefficient o.

Pour préciser, nous supposerons effectuée Ia suppression du terme
du troisiéme degré en x. Alors les formules (¢ = o)

gr=10 + 362, &y=8(0 —B2)—72

Pue=—0.  pue=y
donnent inversement

a=0, [B=—puy, y=pu, §=4g—3pf;
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et, par suite, I'équation correspondante de Fermat est la suivante :
Y=t —6puUy. 22+ 4p Ugx + g3 — 3pul
=(22—3pug)2+ 4xp ug+ ga— 12pul
= (22— 3puy)t+ jxpus—2p"uy;
elle admet la solution évidente

))u 7

_2p’u(,’ y=x*—3pu,.

Cetle équation mise sous la forme

Y= (224 hpug):— 9:(x),
avec
Po(2) =2(h +3)puex® — 4p' g + (32 + 3)prue— g2,

admet pour solutions les racines en x de ce polynome du second
degré gi(z), lorsque celles-ci sont rationnelles ; ce qui donne la

condition
(A+1)pus=—a2apu,,

«, étant un nouvel argument ; on est ainsi conduit a la solution

L pur—plu,
2 pUu,— pu,

X =
Y =& =pup—2pu,;

cettc méthode fournit donc la solution précédemment mise en
lumiére.

Dans le cas ou w, est une demi-période w,, les formules se sim-
plifient :

' .
B=—puwg=— eq, Yy =pwg=o0;

le polynome du quatriéme degré en x est alors bicarré et récipro-
quement. Les formules de résolution deviennent

1 "
x:;;%_—ea-, y=x*—eq—2pu.

C’est a cette équation avec polynome bicarré que se réduit
le probléme de la double équation de Fermat, constituée par
une équation du premier degré en X et une équation du second
degré en X

IX 4+ m= U2, Xt 2aX +~A =V,
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Par changement de variable X, ce systéme est réductible a la forme

canonique
X=U% Xt+2aX+ A=V

el par suite & une équation de Fermat du type spécifié.

2. Equations de Fermat possédant deuz solutions connues.
— Lorsque I'équation générale de Fermat admet une solution con-
nue, par un changement d’inconnuc on pourra toujours rendre
celle-ci infinic et par suite se ramener au cas de I'équation dans
laquelle le coefticient du terme z* est 'unité. Lorsque deux solu-
tions seront connues, par un changement d’inconnue on pourra les
transformer en la solution infinie ct la solution # = o; c’est-a-dire
rendre le coefficient ¢ carré parfait. Mais alors, dans ’hypo-
thése 8§ = p2, I'équation peut étre 16solue en cherchant une solution
de la forme

Y= é[(ﬁ—zp)w’+2*rm+6];

la solution est donnée par les formules

£+I____l_p'u—p'u|,
xr 8 20 pu—puy
(tx + )2

oy = —n—"— —(pu+2pu)x?,

0o
~r2
puyy= -

) [# r l D ~
8 Pu= Py (273 — 3 B8 + «d2),
la fonction pu étant définie par la méme équation cubique que
précédemment.
Ainsi, dans le cas ¢ = p?, nous connaissons les solutions fonda-
2
mentales puy=a?—p et pu,= :«, —B.
La méthode de J. de Billy donnc alors les solutions

1 p'u | 1 p'u
ro4+a = - B0 el LI L I L
2 p'uy x, ) 20 puy
L’équation de Fermat admet aussi les solutions
1 pu—pu, I Y 1 puy—puy

Zygt+o=- — 4+ ¢ et — = ’
2 pU— ply x3 ] 20 puy— puy
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ces deux derniéres liées par la relation :
. .

&y €= <—— -+ ~> .
xr3 [

3. Cas de trois racines rationnelles de p' = o. — Lorsque les
Lrois racines de ’équation p'u = o sont réclles et rationnelles, il s¢
présente des circonstances remarquables sous le poilll de vue
arithmogéométrique. Soit alors

ey = puwy, €= puwy, e3= puwy,
pwr=o, p'w.=o0, pwy=o0;
les formules
(31—32)(91"‘ezt),

(1 + W) — e =
p1+ w1) ! pu—e,

définissent trois transformations homographiques permetiant
d’associer a toute solution u trois nouvelles solutions d’arguments
respectifs v 4+ wy, « 4+ w, et v+ w;. Ces quatre solutions
s’échangent quand on applique les transformations a I'une quel-
conque d’entre clles. Elles fournissent par duplication d’argument
la méme valeur pa,; celle-ci d’ailleurs est calculable immédiatement
au moyen de 'identité

d.p2u=pu—+ p(u—+ w;)+ p(u+ wy) 4+ p(1r-+ wy);

ou encore
P

§.pam=pu+ (ey—e5) (e, — ey) -+ (e.— e;3) (ea— €1) - (es—e1)(es—ey)
1Y

pu—e pu—e, pu—e;

LA DOUBLE I:IQUATION DE FERMAT. LE PROBLEME DE BENA-EDDIN.

4. Soit a résoudre le systéme de deux équations :
X2 2aX 4+ A=U! X4 2bX+B=V1.
La solution générale de la premiére de ces équations est donnée en
fonction d’un nombre rationnel quelconque z par les formules

X — rr— A , sz_xz_‘x-—o-lzax—hA.
2(x + a) 20z +a) ?
la substitution de cette fonction X de 2 dans la seconde équation

LV. 13
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conduit & une équation du quatriéme degré :

[2(x +a)VE =at+ 4bx3+ 2(2ab + 2B — A)x?+ 4(aB—DbA)x
+ A2+ 4Ba2—fabA,

avec les coefficients

«=10, ,’ﬁ:é(aab—kzl}—A),

v=2aB—bA, 5=A’4+4Bat— jabA.
En partant de la seconde équation et portant sa solution générale
dans la premiére, le probléme dépendrait d’une équation équiva-

lente mais différente de la précédente. Les équations ont les mémes
invariants :

2g2= A?—AB - B2+ 6(36—4a)A + a(3a— 4b)B + ab2,

27 ¢3=(A +B)(5AB—2A? —2B?) 4+ 3b(§a — 3b)A?+ 3a(§b — 3a)B?

3
— 3(3a—2ab+ 3b62)AB+ 3ab2(6b — 5a)A
+3ba2(6a—5b6)B —2a3b3. '

Dans le cas le plus général, par un changement d’inconnue X,
il sera toujours possible de ramener le systéme au cas a +b=0;
le probléme ne dépend en fait que des seuls rapports g-,, % et il

est possible encore d’attribuer a a une valeur déterminée une fois
pour toutes sans diminuer la généralité de la question.” L’hypo-
thése a + b = o donne

;gg= A*— AB + B2+ 7a2(A + B) + b,
4
27 gy=— (A + B) (2A'— 5AB + 2B?) — 3a2(7A?+ 8AB + 7 B?)
4
— 33a*(A + B) + 2at.
Léquation cubique p'u = o a toujours une racine rationnelle

lorsqu’elle provient de la double équation de Fermat. Cette
racine est

e =%(A+B——zab).

5. Introduisons dans ces expressions les discriminants D et D’



— 189 —

des trinomes du second degré en X, ainsi que leur résultant R

posons :
D=aw—1\, D=b-8

R=(D—D)—2(D+D)(a—>b) +(a—>b);
posons aussi :
=D 4D — (a—b)=2ab—A\ — B,
R =o2—4DD'.
Les invariants de 'équation cubique prennent les formes suivantes :

§g2= (D —D')2+ DI — (D + D) (@ — b)2 + (@ — b)*;

22 ga=—(D + D) (5D — D) (4D’ —D) —3(a— b (2 D+ DD+ 2 D)
) +6(a—b6)-(D+D')—2(a—b),;
25’,: 02— 3DD'= R + DD';

27

% gy= o(202—9gDD’);
A= gi—o2783=27RD2D"?;

n A I L
pr=4(p- 7;)[" 3P+ DD gJ
En outre,

plo= D’—%;

pu= 2D'(b—a).

Il n’y a réduction des fonctions elliptiques que lorsque 'une des
équations du double systéme est identiquement satisfaite (le tri-
nome du second degré en X étant algébriquement carré parfait)
ou lorsque les trinomes U2 et V2 ont une racine commune.

Par changement d’inconnue X, cette racine commune peut étre
prise égale a zéro. Le cas R =o0 n’est donc autre que celui pour
lequel A et B sont nuls simultanément quelles que soient d’ailleurs
les valeurs de a et b. '

6. Il vient alors (A =10, B=0):

4 8
&1= §u?b‘1, g3=— — a’b3, A=o,

27

2 b
e (52 o)
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C’est qu’alors I'équation résolvante de Fermat se réduit a
zt - fbxd+- fabxr=[aV(z + a)]2= y,
et s’abaisse au second degré
x4 4br+ jab = 3;
elle est donc résoluble par les formules

b :—a bX2—a
__—-1—4———-7\“) _}—m(b)\-—f—zb)\—;—a).,
dans lesquelles % représente un nombre rationnel arbitraire. Les

équations
X2+ 2aX =U2, X2t 2bX =V2

sont complétement résolues par les formules suivantes :

(bX2—a)?
Xa+Xx)(a+br)’
(b 2—a)
A1+ A)(a—+bh)

I b\—a
2 A(1+ N (a + bX)

N =

(bR2+2a) + a),

N o=

(bA2+ 26 + a).

La cubique étant unicursale, on arriverait aux mémes conclusions

en posant
a—+ bl)’-‘_

m+3ab~(__
¥ 377 T\ 1+ )

puo=b’—-§ab, pug=256(b—a).

Lorsque @ + b=o, par changement de variables, on peut réduire

’ . - e 1
le systéme des équations a celui pourlequela =, b=—_ :

X2+ X = U2, X2—X = V2,

ces équations simultanées ont été considérées par Léonard de Pise
dans son Liber quadratorum. Il suffit donc de poser

1 Ay

X= ¢ taony

avec A rationnel et arbitraire pour résoudre complétement le sys-

téme. Par exemple, A =— 3 donne X = Bu=%v=23.
' 24 24 24
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En posant d’aillears X = 1, le syst“me devient
1+2at=[, 1+2bt =0,

et, sous cette forme simple, la question peut immédiatement étre
réduite & une équation indéterminée du second degré, résoluble
complétement au moyen d’une fonction rationnelle d’'un paramétre
arbitraire (voir § 14).

7. Le cas A+ B =o (avec a + b = 0) réduit les expressions
générales a

%g2= 3Ag+a", 38;7573=a?(a‘—9:\2).

Ce méme cas peut étre étudié suivant une méthode plus symétrique
en mettant les équations proposées sous la forme suivante :

2X2= U2+ V2, 2(2ax + A)=U2—V2;

la premiére équation est satisfaite en -posant

U = X(cosb + sin9), V = X(cos0 —sin¥b),

[ 3 . . A .
le nombre tang ~§ = z étant rationnel et arbitraire. L’équation

2sin0cos0X?2—2aX — A = o,

devant admettre des solutions rationnelles en X, il faut que

I'expression
a?+2Asinfcosh =]

soit un carré parfait. Si donc S désigne la surface de I'arithmo-
triangle pythagorique de cotés 1, sin § et cos 6, cette condition

az+ 4AS =0

généralise la forme donnée au probléme de Beha-Eddin par
Edouard Lucas.
Ainsi nous obtenons les conditions suivantes :

x‘—’£x3+2x2+’iz+l—

-4 iz =y
- c 4+ x?
1= ycosf]= — 1+ 2272 y).
i yeosf]= > —( ¥)

a
" sinah
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Les coefficients sont dans le cas actuel

A A
a=_a___z, 3:;, M= —y §=1.

r=—", B::%’ 6=1,

4 , .
ga= g (1370, ge= —(1—97%),
g3 _ (1—o9y?)

e T 3y
L_gi—wed A ayGoy
J &} 3 (r+ 3vy2)3

Le cas y === ; est mis en évidence par ces formules. La cubique

I

3
2 .

est alors harmonique : g,= <é> » 3= 0. Le probléme est équi-

valent a celui des nombres congruents de Léonard de Pise :

)

7;:+§=|j, 72— 2=,

Voici les solutions de cette équation cubique :

(wq) p = o, p =o,
. 2 /
(ws3) po= p =0,
@) P =—13 yo=o
. , 16
pu = 2, Ppu = —,—);)
(u+wy) p =~%. P =§,
. , 6
(u+wy) p =—-—;, p =i—;y
= 4 28
(u+w3) p = 3’ po=3
pau = %5), pru= 45: 7 )
27
1201 \? 1201 X 1151 X 1249
G = fabhis hu = .
pa ( 420 > phu 283 33 53¢ 73
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Elles donnent les solutions du probléme des nombres congruents
poura =6 :

: \ 2
1201 \?2 N 1249 \2 . 1201\ ? . 1151\2
— ) +6= 19 ) —b6=(—) -
140 140 140 140
8. Généralisation des nombres congruents. — Prenons'équa-
tion double

X2+ A = Uy, X2+ B =Vz
nwour @ = 0, b =o0, les expressions des invariants se réduisent &

gr= §(1\2~AB+ B2),
gs= ;‘%(A +B)(A —aB)(B—2A),
A=gl—27g3=[4AB(A—=B)>0;

I'équation p'w = 0 a ses racines réelles, distinctes et rationnelles :

A—2B A+ B B—2A
€1=—3——) €= 3 ey = —3

Ces équations sont a confronter avec celles qui expriment géné-
ralement les invariants g etles racines e en fonction du moduleK :

3)\e1=2-;—l\'?, 3hes=— (1+ K2), 3hes= 2K2—1;

Ng= LUK Kb),  Mgi=— A (14 K2) (2 — K2) (1 — 2K1);
g 3 27

I'identification donne :

1 , A
)\:—E, e *

Posons_ u« \/)T. ¢ ; les formules

. e__lcn’cp
PU=6=y sntg’

_ 1.dn%g I
puU—ey= = 5“2?1 pll—e,,:-i

>
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donnent
I dne
rT=——"—)
A snecng
X — x2— A - 1 ,
2z VAsn2g
U=_L (Inzg,
V) sn2¢
Voo L n2
Vx sn29
Les équations
oMoy ox_low
A A

sont'identiquement vérifiées en posant

I

1
=T aw

U = X dn¢, V=Xent;

le probléme peut done étre étudié assez simplement au moyen des
expressions précédentes et en faisant usage des fonctions de Jacobi,
si A et B sont des nombres pgsitifs.

9. Le probléme de Beha-Eddin. — Déja a la fin de son traité (')
de calcul, le mathématicien arabe Beha-Eddin (1547-1622) avait
proposé entre autres « bijoux nuptiaux de I'arithmétique » la réso-
lution du systéme

X2 X + 2 =U2, X2 X —2 = V2,

il en avait donné la solution X = -— 2 et la solution
(—_ 17 =2 r = 7.
j&_—16’ U_167 ‘—16

(') Khelasat-al-Hisdb, ou « essence de calcul » de Beha-Eddin, Mohammed
ben al-Hosain-al-Aamouli, traduit par Aristide MARRE ( Nouvelles Annales de
Mathémasiques, (1], t. V, 1846, p. 263-323).

A. GenoccHr, Sopra tre scritti inedite di Leonardo’ Pisano, pubblicate da Bal-
tasare Boncompagni, note analitiche di Angelo Genocchi, Roma, 1855 (p. 85
el g1).

EpouArD Lucas, Solution d’un probléme de Beha-Eddin sur Uanaly se indeé-
terminée (Nouvelles Annale: de' Mathématiques, (2], t. XV, 1876, p. 359).



— 198 —

A. Genocchi donna, en 1835, la nouvelle solution

_ 3 ;16 ;.
X= 5’ [:—-1—59 V= 5’

E. Lucas montra que le probléme se ramenait au suivant : trouver
un triangle rectangle tel que le carré de I'hypoténusec augmenté
de 32 fois I'aire soit un carré parfait.

Avec les notations précédentes : a = ;;7 A = 2. La méthode

générale raméne I'étude de la question a celle des équations

. xt— 2

zt—oxd— 1322 — fr+ 4 =],

Tazr 1’
x2 -+ 2 ; ,
X= ~ xh 422841122 — fo-+ § =0,
22 —1
11 d les i . 193 o 23.25
auxquelles correspondent les invariants g, == L8V et

La méthode symétrique de I'arithmotrigonométrie conduit a
I’équation
zt—322 4222+ 322 +1=y?, v =28,

4 o - 25 2 23
g-;:-:;I(‘)J, ga:—523.'25, ey = — ?7 €9 = §' 63:?’
puy= E, pre=—7.122=—1008, P ug=127.33.7.

3

La solution de la formule de J. de Billy est
rx—8 = 95" =—12, r=—14, yY=47;

il lui correspond les deux solutions connues du probléme de Beha-

Eddin :

N, = 34,
X=— 16’ X= 15
On les obtient encore avec la solution z = -;-a y= -:%

omme autres solutions simples de ’équati uivantes son
G tres solut ples de1’équation, les s t t
a signaler :

I ’
P (ug+wg) =~ 30 p=—16 ,
50 ,
p2uy = 5 p'= 12 ,
. 5= ] “’.'-
P('_luo-'l—ll)g):——&, _p’,=3 2 7,

48 32
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LE PROBLEME INVERSE DI LA DOUBLE EQUATION.

10. Il s’agit de déterminer les deux trinomes du second degré
en X, connaissant g,, g3 et la solution fondamentale (pu,, p'u,)-

Le probléme correspond a trois données. Il y a trois inconnues,
puisque X n’est défini qu’a une constante additive prés. Poiir
inconnues, D, D" et a — b sont indiquées.

Tout d’abord nous établirons une proposition concernant la
relation entre le rapport anharmonique de la cubique de
Waeierstrass et le rapport anharmonique des racines des deux
équations du second degré U =0, V=o. .

Soient (z,, z,) les racines de U = o; (x4, z,) celles de V=o.
Soit A I'un des rapports anharmoniques de ces quatre racines

BT & T— 2y,
Zy— 3 Ty— Xy

r—1 VDD’
I+1 - ’AxB—aab’

nous poserons

_4DD' )\——-1_>? G
©C=ETn _<)\+1 T 30+1¢)’
d’ou
3%:4-—3(», 27%:8~—9w,
S s 27 g _ 21
ha 1+ 4 o8 1+ §
3()\—&—1)”%: A4 14h+1,
:).7(7\-4—1)3%=—-()\‘3—347\+1);
&3 o 278%F A .
(3—3w)  (8—gw)  27w(1—n)’
o &3 4%
FI=FT ==

A est positif, nul ou négatif en méme temps que 1 — w.

Lorsque A est positif, » < 1, ces équations permettent d’établir
la relation
1

2 K4 o
Ve K
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enire w et le module K des fonctions elliptiques. Par suite

) 2K \2 5 — 1+ K\2
I P e - :K>

Telle est la relation qui existe entre une des valeurs anharmoniques
) des quatre racines des deux équations du double systéme et 'un
des rapports anharmoniques K* de la cubique de Weierstrass.

11. Connaissant donc les invariants des fonctions elliptiques
ainsi que pu, et p'u,, il faut déterminer les polynomes du second
degré en X.

Une condition nécessaire se pose. C’est que l'une au moins des
racines de Uéquation cubique soit rationnelle.

Soit e cette racine ; elle fait connaitre ¢, D" et b — a:

, I p'ue
s=—173e¢, D'=puy—e, b—a=- ———;
2 plug—e

les formules

3g2=(4—3w), 27g;m=5(8—9gw)

font conmaitre alors w et par suite D :

wa?
D= 2%,
4D"
Le probléeme est donc résoluble sans difficulté si I'équation
cubique p'u« = o admet une racine rationnelle.
On peut encore rechercher les racines rationnelles de 1'équation

cubique en §

iPp—=3JL+JF=o,
d’invariants 3 et — J et de discriminant

6 o2
.3219':;,

I F—1) =795

et poser ensuile

—————/' ) G = 9’; Eg-
3(1+3%) 25—1 &2

12. Cas de la cubique harmonique (g;=o0). — Le pro-
duit ¢(202— gDD’) devant étre nul, deux cas peuvent se présenter.
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Tout d’abord ¢ =0, w =0, A =—1,
&2=— 1 DD, g3=0, pry="D, py=12D"(b—a).

Le probléme est toujours possible

o

Pt De_ &

1
b—a= s - ,
2Py 4 pre

D= pu,.

Aucune discussion ne s’impose. Les racines des équations
second degré sont conjuguées harmoniques.
Mais, pour

252=¢gDD’, m:g, A=17 =12y, Ke= L
9 9

la condition

2= —0

=N PN

du

montre (ue g, doit nécessairement étre un carré. Les racines de
I'équation cubique doivent étre réelles et o = 3 ey, e, étant 'une

des deux racines différentes de zéro.
Soit ¢ = 3Jey; il vient :
27

P o
e
9(pre—e)

1
b—ll:———‘——-'
2 PpUyg— €

D'=puy—e, D=

13. Cas de la cubique équianharmonique (g,= o).
Pour ¢2=3DD’

) =

[SSIFEN

' h=— =43, 53:—24251'3.

La condition est que g3 soit moitié d’un cube ; ou encore que la

racine réelle unique e, de p’« = o soit rationnelle :

s
€= 37
. Je? I '
D'=pu,—ey, D= —— ., b—q=12 _PY |
plg— e, 2 Ply— €

LA TRIPLE EQUATION DE FERMAT.

I4. Reprenons tout-d’abord le systéme de deux équations simul-

tanées du premier degré :

1+ az=u?, 1+ bx =102,
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la considération de I'arithmoconique b(u?—1) = a(¢*—1), pas-
sant par les quatre arithmopoints ¢« = =1, ¢ == ==1, permet d’obte-
nir la solution générale du systéme sous la forme paramétrique
suivante :
(14 ak)(1+ bl

z =4\ -
4 (ab)rr—ri)?
1-+2ah -+ abl? 1+ 20k +—abh?
u = — e, v = —
abht —1 abirt—
I+ ak 1+~bX
W—1= 9 ————— P—1=9 ———
abr_—1’ ab)r—1
; 1+ b ’ . bl T+ ah
U+T1=20Nh— pA-l=2bN———.
ab)2—1 tabhi—1

Toutes les solutions du systéme sont ainsi représentées. Lorsque
I'une (z,, 1y, vo) des solutions est connue, (zy, &= u,, == ¢,) sont
trois nouvelles solutions. En d’autres termes, I'équation du qua-
trieme degré en A, associée a une valeur de x, admet quatre racines
rationnelles dés que I'une d’elles est rationnelle. Par les formules -
"+ 1 _ T v-+1

I
—. = .y
a v—1 O u—1

h=

il est possible de résoudre I'équation du quatriéme degré, connais-
sant une de ses racines ; il suffit de combinerles signes des u, et ¢,.

15. Considérons maintenant la triple équation linéaire

Az + A= U2 Bx + B' = V2, Cx+ C'= W2,

la plus générale de Fermat et supposons connue une solution pri-
mitive z,. Par un changement d’inconnue, le systéme peut étre
transformé, sans restriction de généralité, cn un systéme pour
lequel cette solution primitive est z = o ; A’, B/, C’ sont alors des
carrés. Si ces trois carrés sont différents de zéro, par simples mul-.
tiplications on peut les rendre égaux et transformer le systéme en
le suivant:
1+ azx = u?, 1+ bz = v?, 14 cx = w2,

A la réduction a cette forme canonique échappent les systémes
pour lesquels 'un au moins des carrés A’, B’, C' de la premiére
transformation est nul. Le cas des trois carrés nuls a la fois, ou de
deux carrés nuls est sans intérét pour la discussion actuelle, soit
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qu’il y ait impossibilité, soit qu’il y ait indétermination. 1l reste
donc le seul cas a examiner ou 1'un des carrés seulement est nul :
le systéme est alors réductible a la forme
14+ axr = 12, 1+bx =92, x =02,
c’est-a-dire encore au systéme double

324 A = U'l, 324+ B = V2.

Ce dernier systéme, généralisation des équations aux nombres
congruents, a été étudié précédemment (§6) et ramené simplement
aux fonctions de Jacobi.

16. Soit le systéme des trois équations

1+ ar = u?, 1+ bx =2, 1+ cx = w2,

dans lesquelles @, b, ¢ sont trois nombres rationnels donnés. Nous
poserons

a—+ b+ c=3L, ab + bc + ca = 3M, abe = N,

en considérant I'éguation cubique
93—3Le2+3Mo — N =o,
d’invariants
ve=12(L2—M), v3=4(2L3—3LM + N),

dont ces nombres «, b et ¢ sont précisément les racines.
Pour résoudre la triple équation de Fermat, il suffit de chercher
4 satisfaire a la troisiéme, par exemple, en utilisant la solution

générale
(1+Aa) (1 + Ab)

T = e Ty

du systéme formé par les deux premiéres. Le nombre A doit étre
solution d’une équation du quatriéme degré

(@R —1)2 4 jeh(1+a)) (1+ b)) =[(abh2—1)w ],
qui se transforme successivement en

Z*+ 4ezd3+ 2[2¢(a+ b)Y — ablz2+ fabez + a? b2 = Y2,
Xt—2[3c?— 2(a + b)c+ ab]X2+8c(c—a)(c—b)
+ a?b2— 6abcr+ f(a + b)ed— 3¢t = Y2,
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¢n posant
L=

zl’ z=X—¢, Y=(ab—)\2\)w.

La question dépend ainsi d’une équation du quatriéme ordre
avec

a=o0, 5:—%[302 - 2(a+ b)c + ab], v=12c(c —a)(c—0b),
J
5 =ab>— 6abc? + 4(a+ b)c*—3ch.
Ces expressions donnent

4
gr=12(M2— LN) = 2 [ab + bc—+ ca)2—3 abe(a + b+ co,
N
&= 4(3LMN — 2 M3 — N2),

= g_}— 2_7.g__§ = azber= N2,
b yi—27y3

D= a2bc?(a — b)? (b — ¢)? (¢ — a)?,
e,=M —bec = %(ab+ac—zbc),
es= M — ca,
e;3= M -— ab,

{e1—es)(e\—e3) = be(a — b) (a —c),

On a quatre solutions :

PUp= 5[302—2(51. + b)c + ab]l=—8, Puy=2c(c—a)(c—b)=r,

p(tta—+ 1) = é [362 —a(b+c)b+bel.  p(rg+w)=a2b(b—a)(b—c),

P+ wy) = -‘13‘[3 at—a(c+a)a+cal, p'(up+wy)=2a(a—b)(a—c),
p(uo+ w3) =M, p'(tg+m3z)=sabec.
Elles donnent lieu a des identités telles que les suivantes :

bup—ey=c(c—a), puy—es=c(c —b),
puts—-eg=(c—a)(c—b),
plug+w,)—e =b(b—a), plup+w)—ey=(b—a)(b—c),
pP(Uo+w ) —e3=b(b—rc),
plug+ m2)—ey=(a — b)(a —c), P(up+ wy)— ey = a(a —b),
P(up+ w3) — ey=a(a—c),
p(ug+ w3) — e, = be, pP(uy+ ws) — ey = ca,
plrg+ wy) —e; = ab;
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d’ou résultent

¢
Pauy= '-,'lﬂ—-'zM, p‘zuo—l—zp(lt(,-i—(og):?[},
4

4
1 1
prug—e = 7(1) + ¢ —a)?, p2ug—es= - (c+a-—>b),
4 4
1 .
pzuo—es=7(u+ b—c)p,
i

Portg= (b +c—a)(c+a—b)(a-+b—c) =——%(2;L3——3(i LM -+8N].
Ki .

17. Cette derniére formule met en évidence le cas ou I'un des
nombres @, b, ¢ est somme des deux autres : c=a + b, par
exemple. p'2u, est nul et u, est quart de période. 1l s’agit alors
d’équations spéciales qui échappent a la méthode générale de
Fermat, soit qu’il s’agisse d’équations a la fois impossibles dans
leur essence et sous le point de vue de la méthode, comme

1+ & = u?, I+ 2x =02, 1+ 3z = w2,
soit qu'il s’agisse d’équations pourtant résolubles telles que
14 5 = u?, 1+ 162 = 02, 14212 = w2 (solution z = 3).

Pour les équations impossibles-de Fermat:a =1, b =2,¢ =3,

L. =2, ‘\l——3-, N =6,
4 8
4, 5
o9 ="=13 Gy = — -
52 3 3y -k} 27 ’
e z ey = 2 e >
1= 3’ 2= 3’ 3= ;’
11 1 T
pllyg= 5 pio+w,)=— 3 PUg+ wy) =— 3
R 11 5
p(uo+w3):-?, Pruy= ; = pos.
b J

D’une maniére générale, lorsque c=a + b,

P(Ug+w1) =p(Up+ws),  p(Uo+ 03) =puo=M,

. (
paruy= puwg, poug=o0, Uyg=— - 3.
2
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18. Poura =25, b=16, c =21,

521

L =14, M= 3 N =1680,
485 206 281
o=—"  a= a=T
521

puo=p(uy+wy) =M= —,  pug=160xa2r,

p(zto—l—w,):p(uo-t—w,):%l-, P (uo+ @) =32 X 5 x 11,

281 ,
P2Uy=¢€3= T, P2uy=o.

I’équation posséde en outre les solutions pu des deux systémes
q p _ P y

sulvants : -

() 1_6_1, 1003’ _13_6.1’ _ 199
3 3 3
qui donnent les valeurs X =11, 13, 27 et 1;3; il leur correspond
quatre valeurs de ;\ —10, — 8, +6, 4 432 conduisant toutes
ar=3etdx=— e% |

La duplication d’argument des solutions précédentes donne:
respectivement les nouvelles valeurs :

pamy= 1243’ P'zlun— 52000
1= - = )
9 27
‘p‘zu,='z;—3, P 2us= 480 x< 13.

19. Dans I'équation cubique résolvante de la triple équation
linéaire de Fermat, l'invariant g, est positif, puisque les racines
sont réelles toutes trois. Quant a I'invariant g,, son 51gne est quel-
conque. :

&3 s'annule et la cubique est harmonique, lorsque l'un des
nombres a, b, ¢ est la moyenne harmonique des deux autres et
dans ce cas seul. Soit, pour fixer les idées,

c(a + b) =2ab.
Les formules algébriques donnent alors

a—b
a+b&’
&1=(26,), 83=0;

LY. ‘ 14

M = ab, ey = ab ey = — e, e;=o,
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Vinvariant g, est carré; on peut poser g,=4A?, avec A =¢, a
un facteur carré prés, le nombre A est de la forme

ab(a — b) (a + b),

précisément caractéristique des nombres susceptibles de mesurer
l'aire d’un arithmotriangle pythagorique, c’est-a-dire de nombres
congruents de Léonard de Pise.

Ainsi I'étude de la triple équation linéaire de Fermat, dans ce
cas spécial, est identique a celle d’un double systéme d’équations

rattachées au nombre congruent A = ;;c(a —b).

20. Revenons au systéme spécial
1+ ax = ul, 1+ bx = v2, x = w?,

mis en évidence dans la discussion du paragraphe 15; il s’agit
imndépendamment des considérations antérieures (§ 15) d’examiner
comment se présente la question avec les formules propres al’étude
générale de la double équation. L’expression

(1 2a) 1+ Ab)

z=4 (abrz—1)2

étant celle de la solution générale des deux premiéres équations du
triple systéme envisagé, la troisiéme équation exige que le nombre
rationnel A soit tel que

AMi+ha)(1+Ab)=0;

la réduction a la forme canonique est immédiate en posant

>0 -
Il
bl
I
w

g2= g (a2 — ab + b?),
£3= ;‘%(a+b)(a——zb)(b—2a).

Ce sont les expressions mises en lumiére antérieurement.
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21. Indépendamment des considérations précédentes, il y a lieu
de signaler une méthode spéciale de détermination de solutions
particuliéres des équations linéaires pour lesquelles les rapports
mutuels des coefficients A, B et C de I'inconnue sont carrés par-
faits. Par changement d’inconnue, il sera toujours possible de
réduire A I'unité A, B et C et, en outre, de supposer nulle la
somme A’ + B'-+ C'= o. Dans ces conditions, le systéme triple se
trouvera réduit a la forme

z—ey= u2 z — ey = 92, T — e3= w?,

avec e, €, -+ ez=o.
On pourra procéder de la maniére suivante : on formera I'équa-

tion cubique ‘
Pr=4(p—e1)(p—er)(p— e3),

admettant précisément pour racines de p’— o les-nombres e,, e,
et e;. Soit pu une solution, abscisse d’un arithmopoint de cette
cubique de Weierstrass. Comme les différences

pau—ey, pau—ey paru—e;
sont toujours des carrés parfaits, il suffira donc de poser
z = p(2nu)

pour déduire de cette solution primitive une infinité de solutions,
dépendant du nombre entier arbitraire n, du systéme triple consi-
déré. ‘

Etant données deux solutions d’arguments v et ¢, la formule
d’addition, mise sous la forme générale

V(pu—e)(pr—es)(pr —es) —V/(pr—e)(pu—ex)(pi - €3)
pu—pv : ’

NICE

montre que u == ¢ sont de nouvelles solutions du triple systéme.



