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SUR LES ÉQUATIONS DE FERMAT;

PAR M. E. TLRHIERE.

Les équations de Fermât

y^=- A^-^-B.ra-+-C^ Î-^-D.y-^-E

de Panalyse indéterminée ont été F objet de nombreuses études sui-
des cas particuliers. Des formules permettant de déduire une solu-
tion nouvelle d^une solution connue ont été données Sous des
formes variées mais équivalentes. Le principe est le même, les
méthodes proposées n'étant que des applications plus ou moins
déguisées de Paddition des fonctions elliptiques. Dans certaines
circonstances, les fonctions elliptiques ont été appliquées directe-
ment à des problèmes de cette nature ; mais une élude d^ensemble
ne paraît pas avoir été présentée sous ce point de vue.

La présente étude est destinée à rassembler les résultais de
Inapplication systématique des fonctions elliptiques, dans la repré-
sentation de Weierstrass, aux problèmes de Fanalyse indéterminée
du quatrième degré.

FORMULES GÉNÉRALES DE RÉDUCTION AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES.

1. Formules générales. — Les formules générales de réduction
de Inéquation du quatrième degré de Fermât aux fonctions ellip-
tiques pu et D/ u présentent les plus grandes analogies avec celles
delà réduction de Fintégrale elliptique à la forme canonique. Mais
dans le cas actuel de l'arithmétique, les calculs doivent être con-
duits en nombres rationnels et, par suite de celte circonstance spé-
ciale, certaines des formules de la théorie générale des fonctions
elliptiques peuvent perdre tout intérêt pratique en arithmogéo-
métrie.

Étant donnée l'équation

A^+B^+C^H-D.y+E^y',
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Fermai a fait connaître une méthode simple de résolution pour le
cas où Fun des deux coefficients extrêmes A ouE est carré, c^est-
à-dire lorsque Inéquation admet la solution particulière x = oc
ou x=o. Ces deux cas sont immédiatement réductibles Fun à
Fautre et, par suite, Féquation correspondante sera prise sous la
forme

x^ -h 4 a.y3 -+- 6 ? x^ -+- 4 y x 4- 5 = y2.

La réduction à la fonction de Weierstrass s^effèclue en posant :

y = a-2-4- 2aa--+- (î— 2p,

et en écrivant que Inéquation

4(p 4- 3—a1)^2-}- 4(2»p + y — ap)a?-h 8 —(?.p — p)2^?

est résoluble ralionoellement en x. Les formules sont ainsi :

sc=l/";^:-î~^ ^=^+-^p-.p,
p' 2=4p 3—^p—^3;

^=8-+-3p 2—4a•y,
^3=(a2-p)( l î2-8)—(ap-Y)2=8(p-a2)-p^-^2apY~Y2 .

La solution correspondanle à x == oo, y ==• oo est

p^=a°—p, p;,^2a»--3ap+Y.

La solution générale est alors

^4-a== z £linJ^=!;(^4-Mo)-^-^o,
2 P«—P"o

• a :

y== (a?-+- a)2—?^— 2p^= p(M4- Mo)—pM.

Élucidons la question du double signe de y pour une même
valeur de x. Soient 11 ^argument associé à une solution (a*, y) et «4
rargument associe à la solution (*r, —y). Les formules

(a--l-a)2 == p(M-4-Mo)+y>M + p^o»
y == p(u4- Mo) —p^

prouvent que

p(M-+-Mo)-+-P^==P(Wl-hMo)+P^i»

p(M-h Mo)-+-P<^1-+-Mo) = pM-+-ptti ;
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d'où les conditions

?(U -^- Uo) = RM), P(MI-»- Mo) = RM,

et par suite
u.-+- MI -h ^o = période.

Réciproquement, si la somme u + u\ -h «o est égale à une période,
les relations

Ç(M+Mo)—;M = î ( M i - 4 - M o ) — — î : M t ,

p(M-+- Mo)-+-p(Mi+ Mo) = pM-4-pMi

sont identiquement vérifiées : les expressions de x + a et ̂  4- a
sont identiques; celles dey etyi sont sjmétriques.

La méthode de YInventum novmn de J. de Billj consiste à
remarquer que l'identité

(^+aa^+3p~2a2^=^'.4-4a^3+6^.r2-^4a(3^---^a2).r-î-(3p--2a2)2

fournit la solution,

( 2 a 2 — 3 8 ) 2 — 8
"= ̂ -^^^ y=(^4-a)^3(3-a.);

elle peut être rattachée àl^argument UQ. en remarquant quelle n^est
autre que celle

ly+a= \ y^9 y==(^-+-a^-3p</-o,

.r-+-a=Ç(%Mo)-2Î:(^ y=^ (^°y—3pMo=p(-2Mo)—pMo,

obtenue comme limite de la solution générule lorsque Parfument a
tend vers l'argument UQ. Cette nouvelle solution

i p"Mox -4- a = - ''T—0,
-^ p MO

—I9.po»-4-6^p$-4-I9^3Po-+-^î

y=p(2Mo)——pMo= ———————————————————————————t———
4 pu2

devra être retenue comme solution primitive.
Le principe de la méthode d^emploi des fonctions elliptiques

repose sur la remarque que la somme des arguments de trois points
alignés de la cubique de Weierstrass est nulle ou égale à une
période

u' -4- u" •+- u'" = '2 m a) + 9. n a/ ;
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la méthode qui consiste à faire correspondre à un point M de la
cubique le nouveau point d'intersection de la courbe avec la tan-
gente en M revient à déduire de toute solution d'argument u la
solution 2 M.

Connaissant donc une solution primitive u^ on formera les solu-
tions 2 y, 3 M, ..., 7i u.

Connaissant deux solutions primitives u et F, on en déduira les
solutions nouvelles u ±: v^ mu 4- nv^ par additions d'arguments.

Les formules à utiliser dans ces calculs seront les suivantes :

- -të)'---'1^--.
P<•i<+l-?<Y D.-^L-)+^f

)(4y+3p«£.4\jw pu
i 1 . 5 , , 5

i '

pltu —Kë)'-^-^
i | 5 5

= ÏTi PP6——^?^10^?3—»^2
y ii [_ 2 o

']•— l ^ • 2 ^ 3 p 4 - — — ^ — — ^ j
î 0 - 0^ 1 32'

, „ I / D'U — D' V \ î

p(u-+- v) == - ( "-———"— ) —pu —pv.
4 \ pu—pv /

p ' ^ u - ^ r v) se calcule ensuite aa moyen de la relation

î p(u -(- ̂ ) —• p'(u 4- P)
î p?/ p^< == o.
î pp p'^

Inversement, à toute équation cubique correspondent une infi-
nité de polynômes de quatrième degré en x. Lorsque g\^ ^3, pu^
et p UQ sont imposés, la question est encore indéterminée; il existe
une infinité de polynômes dépendant par exemple du coefficient a.
Pour préciser, nous supposerons effectuée la suppression du terme
du troisième degré en x. Alors les formules (a == o)

^=8+3 pS ^=^(o-p-2)_^

PMft==—^ PfU»=^

donnent inversement

a==o, ?=--p^, Y==p'^, S=^—3pg;
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et, par suite, Inéquation correspondante de Fermât est la suivante :

j2= ^--6pMo•^2-^-4P^O^-+-^2——3pMS

=(s2—3pUo)2-^^^PfUQ-{-^— r2p«§
=(a'2—.3p^)24_^p'^_^p'/^^

elle admet la solution évidente

^^^T^' y==^--3pM,.2p M(»

Cette équation mise sous la forme

.r^^+ApMo)2--?^),

avec
^(v)===î(\ -^-3)pMo^2—4p'«o^-^(^2-+- î)?^^—^.

admet pour solutions les racines en x de ce polynôme du second
degré cpt(.y)» lorsque celles-ci sont rationnelles ; ce qui donne la
condition

( X - + - l ) p M o = = — 2 p M i ,

u^ étant un nouvel argument $ on est ainsi conduit ^ la solution

^l^-P^O
2 PMI—PMO

^^^.-pMo—îip^,

cette méthode fournit donc la solution précédemment mise en
lumière.

Dans le cas où u^ est une demi-période (Oa, les formules se sim-
plifient :

jî =--pt0a==—<?a, T = P f ^ a = = < » ;

le polynôme du quatrième degré en x est alors bicarré et récipro-
quement. Les formules de résolution deviennent

X=[•^J-^Î y-^^a-^p".

C^est à cette équation avec polynôme bicarré que se réduit
le problème de la double équation de Fermât^ constituée par
une équation du premier degré en X et une équation du second
degré en X

^X-4-/n==U», X2+2aX4-A=V».
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Par changement de variable X, ce système est réductible à la forme
canonique

X = U», \2 -h 20X -+- À == V».

et par suite à une équation de Fermât du type spécifié.

2. Équations de Fermât possédant deux solutions connues.
— Lorsque Inéquation générale de Fermât admet une solution con-
nue, par un changement d'inconnue on pourra toujours rendre
celle-ci infinie et par suite se ramener au cas de Inéquation dans
laquelle le coefficient du terme x^ est l'unité. Lorsque deux solu-
tions seront connues, par un changement d'inconnue on pourra les
transformer en la solution infinie ot la solution x = o; c'est-à-dire
rendre le coefficient à carré parfait. Mais alors, dans l'hypo-
thèse 5 -== p2, l'équation peut être lésolue en cherchant une solution
de la forme

^== . [ (^— < îp )a l 2 -^ - îY. r -+-ô ] ;

la solution est donnée par les formules

1 -+- ï = JL P^—P^i
X S 2p pU——pU\

(Y.r-t-8)2 , . ,
^y == -—g——- — (? UY -+- '-2.P ̂ )lr^

p^== ^ -3, p^i= ^( î^—^^YS+a^) ,

la fonction pu étant définie par la même équation cubique que
précédemment.

Ainsi, dans le cas ô == o2, nous connaissons les solutions fonda-
yî

mentales j3^o== a 2 — (3 et jj^i == L^ — (3.

La méthode de J. de Billy donne alors les solutions

1 p"Mo * ï i P'^i.ro-h a = = - " — — et — -4-1 =—"——•2 p UQ Xy 8 '2p p ;/i

L'équation de Fermât admet aussi les solutions

^q=1 P^-P11^ et -L^^ i..P^>-P^o,
'2 p ï / l — — p ^ o ^3 0 î? P ^ l — — P ^ O



— 187 —

ces deux dernières liées par la relation :

.r., -+ -a -==p^-L4- -^ .
' \^3 8/

3. Cas de trois racines rationnelles de jj'=== o. — Lorsque les
trois racines de Inéquation p ' u =o sont réelles et rationnelles, il se
présente des circonstances remarquables sous le poini de vue
arithmogéométrique. Soit alors

^ l = p C O i , <?2=p(02, ^3==pc.J3,

R'OI == 0, P ' ̂ î = 0, ,P'^3 == 0 ;

les formules
p^-^),,,^-^^-^ ...

P / ' — — ^ l

définissent trois transformations homographiques permellant
dissocier à toute solution u trois nouvelles solutions d'arguments
respectifs u -4- &),, /< + (o^ et u + ^3. Ces quatre solutions
s^échangent quand on applique les transformations à Fune quel-
conque d'entre elles. Elles fournissent par duplication d^argument
la même valeur p^u ; celle-ci d^ailleurs est calculable immédiatement
au moyen de l'identité

4 .pin = pu-^ p («-+- c o i ) + p ( / / +0)3) -+-p(^-+- 103);

ou encore

4 .D^ = J)^. + î l̂ LÎ̂ M l̂-̂ -3-) ̂ -^)(^-gl) ̂  (g3-^)(g3-^)
^ P M —— ^1 ? // —Ci > ? // —— ff:i

LA DOUBLE EQUATION 1»K FKHMAT. LE PROBLÉ&1E I»E BEIIA-EDDIN.

4. Soit à résoudre le système de deux équations :

\ X2--}- 2aX-+- A == U2 , X ' ^ - h ^ À X + B = V«.

La solution générale de la première de ces équations est donnée en
fonction d'un nombre rationnel quelconque x par les formules

v x^—A a"2 -»- a aa? -1-- AX == —————-, U = x — X = —————————•
^0-hû^ ï^+a) î

la substitution de cette fonction X de x dans la seconde équation
LV. i3
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conduit à une équation du quatrième degré :

[i(x 4- a)Vy == ̂ -h 4^-+- ^('2^ -;- >.B — A)a-2-4- 4(aB —^A) .y

- t -A 2 -^ -4Ba= ^ —4a6A,

avec les coefficients

a = ^ 3 = — ( - 2 a 6 - 4 - - 2 B — A ) ,

7 = 2 a B — 6 A , ô = Aïi^B^—^A.

En partant de l;i seconde équation et portant sa solution générale
dans la première, le problème dépendrait d^une équation équiva-
lente mais différente de la précédente. Les équations ont les mêmes
invariants :

^ a = A < — A B - ^ - B 2 - ^ - 6 ( 3 6 — 4 ^ ) A - ^ a(3a — 4 & ) B -4- a^,

^ ^ 3 = = ( A 4 - B ) ( 5 A B — 2 A 2 — 2 B 2 ) - + - 3 ^ > ( 4 r t - 3 6 ) A ^ - ^ - 3 a ( 4 ^ — 3 a ) B 2

— 3(3a2—2a^»-^ -3& 2 )AB-^ -3a6• 2 (66— 5a)A
- ^ - 3 ^ 2 ( 6 < 2 — 5 & ) B — 2 a : » ^ > 3 .

Dans le cas le plus général, par un changement d^inconnue X,
il sera toujours possible de ramener le système au cas a 4- b = o ;

le problème ne dépend en fait que des seuls rapports -^5 — et il

est possible encore d'attribuer à a une valeur déterminée une fois
pour toutes sans diminuer la généralité de la question.' L/hjpo-
thèse a -(- h === o donne

^^ A ^ — A B -+-B9+7.a2(A4-B)-+-aS
4

^ 7 ^ = — ( A - ^ - B ) ( 2 A 2 — : ) A B - + - 2 B 2 ) — 3 a 2 ( 7 A 2 - + - SAB-h-Bn
4

-—33^(A-i- B)-+-2a 6 .

[^équation cubique pu ;= o a toujours une racine rationnelle
lorsqu'elle provient de la double équation de Fçrmat. Cette
racine est

e == - ( A -t- B — 2 ab ).

5. Introduisons dans ces expressions les discriminants D et D7
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des trinômes du second degré en X, ainsi que leur résultant R ;
posons :

D = a 2 — A , D'=^_B,
R = ( D — l ) ' ) o — • 2 ( D - T - D / ) ( a — 6 ^ 4 - ( a — À ) • » ;

posons aussi :
c r = D -^-T> /--(a—6)2= ^ a 6 - — A — B ,
K = = ( T 2 — 4 DD\

Les invariants de l'équation cubique prennent les formes suivantes :

,̂ = (D -- D'^4- Dir— ^(D -+- D') (a - 6)2 4- (a - 6)* ;

^ ̂  = — ( D 4- D') (2D — D') (îD' — D) — 3(a - &)2 (2 D-' + DD'4- % D'î)
-+- 6(a — b)^ (D -+- D') — î(a — h)^ ;

^2= ar2—3DD'= R + OD :
4

^3= ^ar-2-9DD');

A= ^-^^^^R^D'9;

p- 4(p.-;)[p--^-.DD-^].

En outre,

pMo== ^—l;
p'Mo= ïD\b—a).

Il n'y a réduction des fonctions elliptiques que lorsque l'une des
équations du double système est identiquement satisfaite (le tri-
nome du second degré en X étant algébriquement carré parfait)
ou lorsque les trinômes U2 et V2 ont une racine commune.

Par changement d'inconnue X, cette racine commune peut être
prise égale à zéro. Le cas R == o n'est donc autre que celui pour
lequel A et B sont nuls simultanément quelles que soient d'ailleurs
les valeurs de a et b.

6. Il vient alors (A = o, B == o) :
/ 0

^•2==, a9 62, ^3=——a^3, A = = o ,

,, , / a^\ 2 / -2 ,\^^-T) (^r^
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C'est qu^alors Inéquation résolvante de Fermât se réduit à

x^ — 4 bx3 -T- 4 ubx1 = [aV(a? — rt.)]2 = y,

et s^abaisseau second degré

;r2 -+- [\bx-^- \ab == D ;

elle est donc résoluble par les formules

b^—a 'b^-—a
^==-7^-y-> y== (T^-)^^2^2^^ a^

dans lesquelles À représente un nombre rationnel arbitraire. Les
équations

X2- t - -2aX=^U 2 , X2+^6X=V- - î

sont complètement résolues par les formules suivantes :

1 (b^-a)9-
î\(l-+-\)(a-^-b\)ï

T T l (b^—a) / , . .̂U = - .r,—————.„ . ( ^À 2 ^ - 2 a À + a),•2 A( i -+- X)(a 4- 6 X ) v / 1

,, i &X2 — a / » ' > « » ^ ^V = - —,——^—,—————(b\ï-^ ' i b \ -h a).
2 À(i-+-X)(a-h b\V '

La cubique étant unicursale, on arriverjait aux mênics conclusions
en posant

2 - /a^-b\\2p^^^-^J,

2pt /os^ 1 —506 , p 'Mo==2^2(6—a).
j

Lorsque a -j- fr==o, par changement de variables, on peut réduire
le système des équations à celui pour lequel a = » b ==— ^ :

2 2

X 2 + X = = U 2 , X a - X ^ V 2 ;

ces équations simultanées ont été considérées par Léonard de Pisé
dans son Liber quadratorum. Il suffit donc de poser

_ I (X2+I)2

^(I-^2/

avec À rationnel et arbitraire pour résoudre complètement le sys-
tème. Par exemple, \ ===— 3 donne X == 25 U == 35, V==A.

* ^4 24 î4
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En posant d'ailleurs X == ^ » le sysr me devient
î

i4 -2aÇ=D, i-h '2&ç==0,

et, sous cette forme simple, la question peut immédiatement être
réduite à une équation indéterminée du second degré, résoluble
complètement au moyen d'une fonction rationnelle d'un paramétre
arbitraire (voir § 14).

7. Le cas A+B == o (avec a -4- ^ == o) réduit les expressions
générales ô

.^==3A2+^, ^^^^(^—g^)-

Ce même cas peut être étudié suivant une méthode plus symétrique
en mettant les équations proposées sous la forme suivante :

2X2== l^-T-Y2, 9 . ( 2 a ^ - ^ - A ) = = U 2 — V 2 ;

la première équation est satisfaite en-posant

U ==X(cos6 4-sinO), Y == X(cos6 — sin 6),

le nombre tang - 9 = x étant rationnel et arbitraire. L'équation

a s i n O c o s O X ^ — a a X — A == o,

devant admettre des solutions rationnelles en X, il faut que
l'expression

a'2 4- 2 A sin 9 cas 6 = Q

soit un carré parfait. Si donc S désigne la surface de l'arithmo-
triangle pythagorique de côtés i , sin 9 et cos 9, cette condition

^-4-4 AS =0

généralise la forme donnée au problème de Beha-Eddin par
Edouard Lucas.

Ainsi nous obtenons les conditions suivantes :

A \
X i — 4 —^ x3 -+- '2 X'1 -+- 4 -^ X 4- 1 == y'1,

x== -^—['(±^0056]==-^ JL±-Î!(,+^±:^),
sinaO L < J 4.^ i — x'1 u '
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Les coefficients sont dans le cas actuel

——à- ^r -à' 8=-
La question ne dépend que d'un seul paramètre y :

a ^ — T . P = 3 » 0 = 1 ,

,^=|(i4-3r2), ^=^(i-9ï2),
^_(i-9ï2)2

27 ̂  -(14-3^
_!_ ^ ^—-27^ ^ A = 27^( i—T2)2

J gi gî (1+3^)3

Le cas Y === rh . est mis en évidence par ces formules. La cubique

est alors harmonique : ^'2== ( z ) » ^3== o- Le problème est équi-
valent à celui des nombres congruents de Léonard de Pisé :

r/.l *^ 1——1 y.) ^ t——1 ./ -4-^ =D, / - -^=D,

2 2
^ 1 ^ — — T T , ^2=0, ^3==:-+-^.

Voici les solutions de celte équation cubique :

(<^î) P = 0, P' ==0 ,

(^3) P == ^ P' =0,

(^l) P " " — I » -P' =:0^

» 1^P^ == -2, ]/^ = y,

(U -1- OJ, ) ? = ~ 3 ' ^ = 3 '

, , •2 , l6
(^4-^2) ? = — — - » P = — )9 ^7

4 8
(^-+-t.)3) P = 3' p ' = 3'

25 , 5 x 7p 2 ? < = ,,, p 2 ^ =36 a 4 x 27
/ i 2 o i \ 2 . 1201 x ii5i x r249

P 4 K = = (^o) ' p / i M = a » x : P x 5 » X 7 ' •
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Elles donnent les solutions du problème des nombres congruents
pour a === 6 :

œ ' — œ ' . œ ' — œ " .fê)—^)'. • (^)'-'(^)'
8. Généralisation des nombres congrue/ils. — Prenons l'équa-

tion double
X 2 - + - A = U S X 2 + B = V ^ ;

^our a = o, ^ == o, les expressions des invariants se réduisent à

^== |(A9-AB-4-B2),

^= - ( A 4 - B ) ( A - 2 B ) ( B - 2 A ) ,

A = ̂  _ .̂  ^^ = [4 AB(A - B)p > o ;

l'équation p w == ô a ses racines réelles, distinctes et rationnelles :

A — 2 B A -^ B B — 9. A
^=—^—» ^-^-^ e3=-^——-

Ces équations sont à confronter avec celles qui expriment géné-
ralement les invariants g elles racines e en fonction du module K :

3X( ; i=2-K 9 , 3)^ ,==—(i4-K2) , 3 Â ^ = = 2 K 2 — i ;

' ^2= J ( I - K 2 + K ^ , X 3 ^ 3 = - ^ ( l - + - K 2 ) ( 2 — — K 2 ) ( l — — î K « ) ;

l'identification donne :

^-n' ^- î -

Posons u \/\. 9 ; les formules

i cn2^ i dn2® i ip M - — < ? i = : - — — J - , p ;^- -e=:-_^! : , p , / « . ç = — —
À s n î y À sn^ " X sn^y
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donnent
l dnc
J\ sn 9 en 9

_ a ^ — A ï
flx \/\ s 11-29

dn a o
^ sn-2y 5

ï en 'i. 9
/î snl>ç

Les équations
X^-^ ==L^ X2— -̂  =^

sont identiquement vérifiées en posant

X=—- 1 - , U==Xdn^ V = X c n ^ ;
V/À sn / 7

le problème peut donc être étudié assez simplement au moyen des
expressions précédentes et en faisant usage des fonctions de Jacobi,
si A et B sont des nombres positifs.

9. Le problème de Beha-Eddin. — l^éjà à la fin de son traité ( ()
de calcul, le mathématicien arabe Beha-Eddin (^^ 7-1622) avait
proposé entre autres « bijoux nuptiaux de l^arithmétiquc » la réso-
lution du système

X ^ - 4 - X + 2 = = U 2 , X — X — 2 = = V 2 ;

il en avait donné la solution X == — 2 et la solution

V I^ T T 'i)3 V 7x=-^ ^Te5 ^16-

( 1 ) Khelasat-al-Hisâb, ou (.(essence de calcula de Beha-Eddin, Mohammed
ben al-Hosaïn-al-Aannouli, t radui t par Aristide M A R R E {Nouvelles Annales de
Mathématiques, [ï], t. V, i846, p. 263-323).

A, GENOCCHI, Sopra tre scritti inédite di Leonardo'Pisano, pubblicate da Bal-
tasare Boncompagn-i, note analitiche di Angelo Genocchi, Koma, i855(p. '85
et 91).

EDOUARD LUCAS, Solution d'un problème de Beha-Eddin sur l'analyse indé-
terminée {Nouvelles Annale ^ de. Mathématiques, [a], t. XV, 1876^ p. SSg).
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A. Genocchi donna, en ï85.^, la nouvelle solution

y 3^ p ^6 v I ^ .A == — ) L == — » V == —
i5 i5 r5

E. Lucas montra que le problème se ramenait au suivant : trouver
un triangle rectangle tel que le carré de l'hypoténuse augmenté
de 3a fois l'aire soit un carré parfait.

Avec les notations précédentes : a == ? A ==2 . La méthoder 2
générale ramène Fétude de la question à celle des équations

X = xï ~~ 2 , œ^—ix^—^x1— 42-4- 4 = H,
•IX ^r\

X ==^l-t-2, ^.4-^34-na-2_4.y.._^ , ̂  Q
2.3?—1

,, i l - - l^ -23. 25auxquelles correspondent les invariants ^2== —ï.^';»:::=— —Tc~'
La méthode symétrique de l'arithmotrigonométrie conduit à

Inéquation
x'* — 32 x3 + 2 .r2 -h 3î .y -i- i == y2, 7 = 8,

4 a 8 . - , 2.5 2 23
.?••2=3 I ()3 ' ^ 3 = — — ^ 2 3 ' 9 ' ^ l= :~'3 -? < ? 2 = ^ e3:=:"3-?

p UQ = = = — — ) p / / /o=—7.I < l 2 =—1008, p"//o= •27 .33 .7.
0

La solution de la formule de J. de Billy est

a"-8=^%=-•2' x=-^ y=--^;
il lui correspond les deux solutions connues du problème de Beha-
Eddin :

X = = ; — 1 7 , X = 3 4 .1 6 ' ' i5

On les obtient encore avec la solution x = --> y = ̂ -
Comme autres solutions simples de l'équation, les suivantes sont

à signaler :
POo^-^2) =-- I ? j / = = — i 6 ,

5o ,
P-ÎUo = -y » ? = 120 ,

i5- 33 5 7
p(2Mo-KOs)=—-r^-î p== ^ ï ....
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LE PROBLÈME INVERSE 1)1: LA DOl BLE ÉQUATION.

10. Il s'agit de déterminer les deux trinômes du second degré
en X, connaissant g^ g^ et la solution fondamentale (pUo, p1 Uo).

Le problème correspond à trois données. Il y a trois inconnues,
puisque X n'est défini qu'à une constante additive près. Pour
inconnues, D, D' et a — b sont indiquées.

Tout d'abord nous établirons une proposition concernant la
relation entre le rapport anharmonique de la cubique de
Weierstrass et le rapport anharmonique des racines des deux
équations du second degré U = o, V = o.

Soient (x^ x^) les racines de U = o; (.r;,, x,,) celles de V == o.
Soit À l'un des rapports anharmoniques de ces quatre racines

\ == x^~•x^ . ^—^ i .
.2-3 — X^ X,,— X^'

A - I _ y/DD7

X + i "' ^ A + J Î . — ^ a ^
nous poserons

\W / X — i V 4
^^-(x^)- to=î^^^o;

d'où
3 § = 4 - 3 c o , ,7^=8-900,

3 ëî ̂  __S_ ÏZ ^3 — '^——f

4 ^ i -+- Ç ? 4 ^ ~ i + Ç '

3(X+I)2^= ^+i4X+i ,

•-^(A+i)3^ =—(^-34À-+-i);

^•Jl ^ ^".^i? ^ A
(4—3(o) 8 (8—9(0^ ^;(o2(i—.M^

<Y- ̂  - 4g3

^"- A ^ 3 Ç - . 1 5

A est positif, nul ou négatif en même temps que i —ûi).
Lorsque A est positif, co <^ i , ces équations permettent d'établir

la relation

— ^K-^- -,
iAo lv
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entre c») et le module K des fonctions elliptiques. Par suite

/ _ î K \ 2 . / r - ^ K \ 2

^^-M)- ^(T^K' •
/ ^K V / r - ^ - 1

^=[T^)^ ^(j^t

Telle est la relation qui existe entre une des valeurs anhaimoniques
\ des quatre racines des deux équations du double système et Fun
des rapports anharmoniques K2 de la cubique de Weierstrass.

11. Connaissant donc les invariants des fonctions elliptiques
ainsi que J3^o et p ' u^^ il faut déterminer les polynômes du second
degré en X.

Lue condition nécessaire se pose. C^est que C une au moins des
racines de l'équation cubique soit rationnelle.

Soit e celte racine ; elle fait connaître o-, D' et b — a :

7 = — 3 e, D / = p //o — ^i ^ — a = - —4—°— ;) " :i p KQ — e

les formuler
3^.2 ==^ (4—300) , 97^3=73(8—9(0)

font connaître alors co et par suite D :

D - tri<J2
u-^

Le problème est donc résoluble sans difficulté si l'équation
cubique p ' u == o admet une racine rationnelle.

On peut encore rechercher les racines rationnelles de l'équation
cubique en Ç

4^-35^+^=0,

d'invariants 3^jf et — ̂  et de discriminant

^(^-i)^^^5

et poser ensuite

œ- ——4——, a--9^- ^3.^-sITTç-)5 ^-ïç—i ̂

12. 6'<2.y ^ fa cubique harmonique (^3==o). — Le pro-
duit cr(2o-2— gDD') devant être nul, deux cas peuvent se présenter.
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Tout d'abord a- == o, <o == oo, À == _ i

^ 2 = = — î l W , A'3^0, p^u^ iy , p ' / / o == • 2 D ' ( 6 - — a ) .

Le problème est toujours possible

b-a^^ D==-^. D'=p.,.
•^P^o 4 p ^ o J

Aucune discussion ne s'impose. Les racines des équations du
second degré sont conjuguées harmoniques.

Mais, pour

9^=900', (o= 8 , X=i7±:i.2/î, k^2,
9 •2

la condition

'--i-
montre que g^ doit nécessairement être un carré. Les racines de
l'équation cubique doivent être réelles et cr==3^oc? ^a étant rune
des deux racines différentes de zéro.

Soit o-=== 3<?3; il vient :

D'=p^-^,, D- ——^T——, b^-a==1- P < ? / 0 .
9(P^o—ej j •Â puo— CY

13. Ça.? de la cubique équianharmonique ( ^ a = = = o ) . _
Pour^^SDD'

^ - 1 , x^-.±4^ ^=_22^.
4

La condition est que g^ soit moitié d'un cube ; ou encore que la
racine réelle unique e^ de jV u == o soit rationnelle :

•7
..--^

IV^p^-e, , D = -3^——, Z . - a = ^ ^?/0 .] ) f/Q— e^ 2 p ?/Q — CY

LA TRIPLIi; ÉQUATION DE FERMAT.

14. Reprenons tout-d'abord le système de deux équations simul-
tanées du premier degré :

i- i -a^=?(9 , i4-^=:p2;
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la considération de l'arithmoconique b(u1—i) === a ( r 2 — i) , pas-
sant par les quatre arithmopoints u = =h i , c == =L i , permet d'obte-
nir la solution générale du système sous la forme paramétrique
suivante :

,. ( i -T- a A ) ( i -4- ^ A >
x=^———ah^=^——^

_ i — -2 a A ~ ah A2 i -f- -).b'/. -\- ab A2

a^ /^—i a^A 2 —i '

i -+- aA i — b \
H — i == •>. ———,——. f v — i == 'x —,-.——— ?

ab\'1— i ab\1— i

, i -+- ^ X j —L- ^^
H 4- 1 = 2 rt A , — — — ? V -\- 1 == •>. b À —————— •

ab^—i ab^—ï

Toutes les solutions du système sont ainsi représentées. Lorsque
l'une (XQ, UQ^ ^o) des solutions est connue, (xo, rL u^, ±: (^) sont
trois nouvelles solutions. En d'autres termes, l'équation du qua-
trième degré en ^, associée à une valeur de x^ admet quatre racines
rationnelles dès que l'une d'elles est rationnelle. Par les formules

., I ?/ -4- 1 ï V -i- 1

a v — i î il, — ï ?

il est possible de résoudre l'équation du quatrième degré, connais-
sant une de ses racines ; il suffit de combiner les signes des UQ et ^o-

15. Considérons maintenant la triple équation linéaire

A^-+-A '=U 2 , B ^ + B ' ^ V 2 , C;y-+-C'==W 2 ,

la plus générale de Fermât et supposons connue une solution pri-
mitive XQ. Par un changement d'inconnue, le système peut être
transformé, sans restriction de généralité, en un système pour
lequel cette solution primitive est x = o ; A\ B', G sont alors des
carrés. Si ces trois carrés sont différents de zéro, par simples mul-
tiplications on peut les rendre égaux et transformer le système en
le suivant :

i 4- ax = M2 , i -+- bx == p2, i + ex = (v2.

A la réduction à cette forme canonique échappent les systèmes
pour lesquels l'un au moins des carrés A\ B', C de la première
transformation est nul. Le cas des trois carrés nuls à la fois, ou de
deux carrés nuls est sans intérêt pour la discussion actuelle, soit
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qu'il y ait impossibilité, soit qu'il y ait indétermination. 11 reste
donc le seul cas à examiner où Fun des carrés seulement est nul ;
le système est alors réductible à la forme

ï -i- ax -= n2, i -+- bx == ^2, v == <v'2.

c'est-à-dire encore au système double

z-î -+- A = U2, z2 -4- H == V2.

Ce dernier système, généralisation des équations aux nombres
congruents, a été étudié précédemment (§6) et ramené simplement
ftux fonctions de Jacobi.

l(î. Soit le système des trois équations

i — ax = M2, i -+- bx == p2, i -+- ex = w2,

dans lesquelles a, /?, c sont trois nombres rationnels donnés. Nous
poserons

a -+- b -4- c = 3L, aA -h &c -r- ça = 3 M, a6c = N,

en considérant l'équation cubique

93 —, 3 L y2 -h 3 M <p — N = o,
d'invariants

Y,= i2(L2— M), Y:i= 4(2 L3— 3LM -+. N) ,

dont ces nombres a, & et c sont précisément les racines.
Pour résoudre la triple équation de Fermât, il suffit de chercher

à satisfaire à la troisième, par exemple, en utilisant la solution
générale

, ( i -4-Xa)( i -^X^)
^^——oé)^!)——

du système formé par les deux premières. Le nombre À doit être
solution d\ine équation du quatrième degré

(aôX9—1)2+4 cX(i-+-a).)( i+ 6 X ) = = [ ( a è ^ — i ) w p,

qui se transforme successivement en

^4-^-4c23-^-•2[%c(a-^-6)—ab]^2-{- ^abcz -h a^^Y2.
X^—î^cs—^a+^+a^Xî+Sc^—a)^--^)

-h a°&2 — 6a&c2-+-4(a-h ^)c»—3c* = Y»,
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en posant

).=^ .=X-c, Y=(^-^)...

La question dépend ainsi d\ine équation da quatrième ordre

avec

a == o, p ==— -, [3c2 -- 2(a-+- b)c -i- a6], 7 = ic(c — a) (c — b),

o -= a2^_6a&c 2 4-4(a -4 -&)c ( —3c l .

Ces expressions donnent
/

^•2=12 (M2 — LN) = -i [ab 4- bc — ça)2— 3 abc (a 4- b -r- c]^o,

^•3== 4 ( 3 L M N — - ^ M 3 — N 2 ) ,

. f f j - 2 7 ^ ^^.^^^^

D Ts—^ï'^
D == ^ ̂ c2(^ _ ^)2 (b — cy (c — a)S

^, == M — bc == ^ (a6 4- ac — 'îbc\

e^ = M — ça,

^3 =-= M — a6,

( < i — ^ 2 ) ( ^ i — ^ 3 ) = ^(^ — b)(a — c),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

On a quatre solutions :

puo= - [3c2— 2(0 4- &)c -i- a6]=-—p, p'^o = -2c(c— a)(c — b)= y,

p(Mo+ ^i) == ^ [362 — •J»(6 + c)6-l-6c]. p ' ( /<o-(-Mi)=26(6 —<2)(6—c),

p(Mo+ t)02) == ., [3 a'2 — 2(c 4- a) a-{-ça], p'(uo-}-Wî)= 2 a (a—6) (a—c),

p(Mo-t- ^3) = M? Pf(^o--^-^)3)= 9.abc.

Elles donnent lieu à des identités telles que les suivantes :

puo—€t=c(c—a), PUQ—e^= c(c — b),
puo— <?3= (c— a)(c — &),

p(Mo-l- t0 i )—ei= b(b— a), pC^o-t- Mi )—€2= (^ -—a) (6—c) ,
p(7^0-+- ^l) — — ^ 3 = ^(^ —— C) ,

^(î / .o+Mïi)—^!^^— ^)(a—c), p(Mo-+-(02)—<?i= a(a—6),

p(Mo+^2)— ^3== a(a—c),
p(Mo-+-&>3)—ei=èc, p(^o-+- ( u3)—€î==ca,

p(?/-o-h<*)3)—^3= ab',
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d'où résultent

p -A //o = ^ L2 — ï M , p -2 //o 4- -2 ? ( //o -4- ^3 ) == - ^S
4 4

p '2 //o — e ï ===. -(b •+ c — a )12, p 2 7/0 -- 6-» = -('<'-' 4- a — 6 )'-
4 " 4 v

p^/o—^^-;^-^ ^ — c)^4
P'^HO= ^(b -^ c—a)(c-{-a—b)(a-^-b—c) =—- I(2;L :^—3()LM+8N].t 4 /

17. Celle dernière formule met en évidence le cas où Fun des
nombres a, 6, c est somme des deux autres : c=a-\-b^ par
exemple, p ' ^ u ^ est nul et u^ est quart de période. Il s^agit alors
d^équations spéciales qui échappent à la méthode générale de
Fermât, soit qu41 s^agisse d'équations à la fois impossibles dans
leur essence et sous le point de vue de la méthode, comme

I 4- x = //,2, ï + '2A- == P2, 1 4- ïx = (F2,

soit qu'il s'agisse d'équations pourtant résolubles telles que

ï -4- ").r == 7/2, ï + \(\jc == p2, ï 4- '21^ === (i^ (solution x == 3).

Pour les équations impossibles de Fermât : a= ï , b === 2, c = 3,

L = 2 . M == ^, ?s=o ,

"-•i". .-=-8:lf-
7 - 2 3

e^-y e,= ^ ^3=^

P/'o^ y î p0 /o-4- to , )==— -,, p(Mo-+-i ')3) =— .^»

/ . n 5
P ( ̂ 0 + ^3 ) = -T > P 2 «O == .7 = ? ̂ >3.

•î <J

D'une manière générale, lorsque c == a -(- 6,

p(Mo-h toi) = p(Mo+ ^î). PC^o-r- Mg) = pMo= M,

p•AMo=P t o 3? p ' ÎMo^O, î / o = = - — - M 3 .
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18. Pour a == 5, b = 16, c = 21 ^

L = i 4 , M = 5 j i » N=1680,
487 2o6 281

^=-^-, ^=^-> ^-T»

p^o= P(^o-+- ^â) = M == ——, P'^o== 160 x 21,

p(Mo4-(Di )=p(Mo-K02) == —, p / ( M o - 4 - M l ) = 3-2 X 5 X i l ,
281p2Mo=e3==——î p 2 ^ o = = o -

Inéquation possède en outre les solutions pu des deux systèmes
suivants : - .
/ . 161 ioo3 i36i IQQ(-,) .p ^-, ——, --J9,
/ , 3i9 2681 3o5 i85
( u î ) ~~~3~' -3-' -T9 -3-»

qui donnent les valeurs X == 11, 13, 27 et 1(— ; il leur correspond

quatre valeurs de - = = — i o , —8, 4-6, + ̂  conduisant toutes
0

à x -= 3 et à x =— —.64
La duplication d^argument des solutions précédentes donne

respectivement les nouvelles valeurs :
1243 , 52000

p^=-^-, R 2 M i = -^-;

7i3
p 2 î < 2 = = — — - , p 2 î /2= 480 X l3.

19. Dans Inéquation cubique résolvante de la triple équation
linéaire de Fermât, Pinvariant g^ est positif, puisque les racines
sont réelles toutes trois. Quant à l'invariant ^-3, son signe est quel-
conque. .

gï s'annule et la cubique est harmonique, lorsque Pun des
nombres a, &, c est la moyenne harmonique des deux autres et
dans ce cas seul. Soit, pour fixer les idées,

c(a -+- b) == lab.
Les formules algébriques donnent alors

» - . , a —— bM = ab, <?t:= aô^-^-g, e 2 = — e i , ^3=0,

^î:^^)1, ^3=0;

LV. l4
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l'invariant g^ est carré ; on peut poser g^= 4 A2, avec A = e^ à
un facteur carré près, le nombre A est de la forme

ab(a — b)(a +6),

précisément caractéristique des nombres susceptibles de mesurer
Faire d'un arithmotriangle pythagorique, c'est-à-dire de nombres
congrue nts de Léonard de Pisé.

Ainsi Fétude de la triple équation linéaire de Fermât, dans ce
cas spécial, est identique à celle d'un double système d'équations
rattachées au nombre congruent A == - c(^ — 6).

20. Revenons au système spécial

i -+- ax == M2, i 4- bas = p2, x == w2,

mis en évidence dans la discussion du paragraphe 15 ; il s'agit
indépendamment des considérations antérieures (§15) d'examiner
comment se présente la question avec les formules propres à l'étude
générale de la double équation. L'expression

( i4-Xa)( i4-X6)
^^^——abl^iy——

étant celle de la solution générale des deux premières équations du
triple système envisagé, la troisième équation exige que le nombre
rationnel ^ soit tel que

^(l4-Xa)( i -+-U)= D;

la réduction à la forme canonique est immédiate en posant

i a -+- b
T = P -- -———;\~^ 3

a - } - b \ / ^a—b\f îb—a^/ a - 4 - 6 \ / - i a — ô V / îb—a\ ^,
4 {y - -T-) (P + -3-) (P + -3——) = Y2--T-K^^-AP^-T-,

a—ib a-\-b b—la
eï= —T-9 ^—Ï-^ e3=—3— ;

^•2= j (cft-ab-^b^\

^•3== —(a-^-b)(a—îb)(b—îa).

Ce sont les expressions mises en lumière antérieurement.
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21. Indépendamment des considérations précédentes, il y a lieu

de signaler une méthode spéciale de détermination de solutions
particulières des équations linéaires pour lesquelles les rapports
mutuels des coefficients A, B et C de Finconnue sont carrés par-
faits. Par changement d'inconnue, il sera toujours possible de
réduire à Punité A, B et G et, en outre, de supposer nulle la
somme A'4- B'-j- C'== o. Dans ces conditions, le système triple se
trouvera réduit à la forme

x—^i = u2. x—e<î= v9, x—^3==w2,

avec ^-(-<?2+^3==o.
On pourra procéder de la manière suivante : on formera Inéqua-

tion cubique
P'^ 4 ( P — ^ l ) ( P — — e 2 ) ( P — ^ 3 ) ,

admettant précisément pour racines de p = o les'nombres e^ e^
et ^3. Soit pu une solution, abscisse d'un arithmopoint de cette
cubique de Weierstrass. Comme les différences

R9.U—^i, P'ÎU——^2, P'iU—^3

sont toujours des carrés parfaits, il suffira donc de poser

x = p(înu)

pour déduire de cette solution primitive une infinité de solutions,
dépendant du nombre entier arbitraire /i, du système triple consi-
déré.

Etant données deux solutions d^argumcnts u et (^, la formule
d'addition, mise sous la forme générale

/ ^ ^ ^ ^\/(pu—e^(]w—eî)(pv-^)—\/(pv-e,)(pu—eî)(pu--e^)
'" / ! pu—pv 5

montre que u ±: v sont de nouvelles solutions du triple système.


