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ELECTROMAGNETISME ET GEOMETRIE ;
Psr' M. A. Bunr.

On sait combien sont nombreux les travaux qui géométrisent la
Mécanique et 'Electromagnétisme. Il semble seulement que tout
le monde ne soit point d’accord sur l'origine la plus simple a
adopter pour cette géométrisation ; j’ai toujours proposé, quant a
moi, de partir des identités (1) qui, d’abord, expriment I'un des
principes fondamentaux du calcul intégral et, ensuite, donnent, de
maniére quasi immédiate, les formules stokiennes dont I'une, (3),
contient, en puissance, la forme einsteinienne la plus générale
des équations de Maxwell-Lorentz.

J'ai eu le plaisir de constater qu'un géométre éminent, M: Elie
Cartan, abondait dans le méme sens en plusiéurs de ses Mémoires
parmi lesquels je citerai particuliérement un grand travail Sur
les variétés a connexion affine et la Théorie de la Relativité
généralisée en lequel’je reléve ces lignes : « Au fond les lois de
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la Dynamique des milieux continus et celles de I'Electromagné-
tisme s’expriment par des équations analogues & laformule de Stokes -
ou a cette formule généralisée » (Annales de I'Ecole Normale,
1923).

Ici, je ne développe pas le point de vue électromagnétique;je me
propose de reconstruire, avec les mémes fondations, les formules
principales des Lesioni di Geometria differenziale de L. Bianchi
(terza edizione). Mon résumé est peut-étre trop bref; pour plus
de détails, je renvoie surtout 2 mes Mémoires Sur les formules
Sfondamentales de U Electromagnetzsme et de la Gravifique
(Annalesde la Faculté des Sciences de Toulouse, 1g20'et années
suivantes).

1. Identités et formules stokicnnes fondamentales. —1l s’agit
des identités

) fxw:ffdxcw, ffXdeZ=ff£ddedZ.
C A S )

Par des changements de variables et des combinaisons linéaires
des nouvelles identités obtenues on obtient des formules qui géné-
ralisent la formule de Stokes ordinaire. Dans E, la premiére iden-
tité (1) redonne cette formule méme; dans E; on a les deux
formules

(2) sz dx,_/fA;(de'g’;'

L)(.Z‘3, xb)

(3) 2[/2{\1,,(1@', !_f‘ff A2(1£1d¢l{$3d$3,

en lesquelles A, et A, représentent respectivement

9F OF oF oF
ory OJz, Oxrz dxv,
GG JG IG G
dry dxy Odzxz dz,
o 9 9 9
ory dz, Odxy ox,
Py Py P; P,

JF oF JF oF

(E dxs -d;‘; d—l‘s

A

dry, Or, Oxy; Jz,

Mo M Miw Mo
1 2 3 4

La variété A, d’équations F=o0, G =0, a évidemment deux
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dimensions dans E, : elle est déformable avec Cpour frontiére fixe.

De méme V a trois dimensions, et peut varier dans E,, avec S,
variété & deux dimensions, pour frontiére invariable. Dans A, on a

l M;w Mju)

i j =M,~I~—Mj,~= 2Mij.

(4)

Dans le premier membre de (3) le double indice ij conduit a
six termes en 12, 13, 14, 23, 24, 34, avec des M;; toujours nuls.

Il n’y a qu’'une seule formule stokienne dans E; et la premiére
identité (1) suffit pour I'établir; il y en a deux dans E,. En pour-
suivant on verrait qu’il y en a n — 2 dans E,.

2. Dérivées en D de composantes vectorielles. — Considérons
les mineurs a extraire des deux derniéres lignes de A;. Je dis qu'on
peut les remplacer par

D 1 Jd Jd
() - Dz; Dz |=|dx; oxr; | —
P( Pj ) P,' Pj

0L Ol
1iu) ]ja)
?

Py Py

les w étant indices de substitution, comme dans (4), ce qui donne
pour développement du dernier déterminant

TPy — I'%Pg.
Si, premiére hypothése qui sera toujours faite,

(6) I%=rg,
I'expression précédente est nulle, ce qui n’empéche cependant pas
(u’on tire de (3), par identification des termes homologues dans
les trois déterminants,

DP, 0P,

. 4 __ 71
(7) Da; = 9z Lale

A la formule (3) on peut immédiatement associer

b D 9 9| e e
(8) Dx; Dz |=|dz; dz; |+ . e ‘]“ ’
Pi P/ pi P/ tPe ;P
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d’ou, de méme,
(9) DPJ ()P/
9 Dz; oz

I‘J Pa,

Cette fois, le dernier déterminant de (8) n’est pas nul mais
cependant (8) et (9) vont se justifier de maniére fort remarquable.
Formons

.D DPJ
PIDY 4+ Q) o = p(PIQ)) — 1% QuP/ + T PeQ.

Les deux derniers termes du second membre se- détruisent si,
seconde hypothése qui sera toujours faite, tout indice, figurant
deux fois dans un terme, est indice de sommation.

Ici il s’agit évidemment de j et «

En somme les dérivées, en D, (7) et (9) sont des dérivées
partielles généralisées possédant déja au moins deux propriétés
essentielles :

(a) On naltére pas la premiére formule stokienne si,
dans A,, on remplace les d par des D;
P p
() On n'altére pas la formule
\ d P/
(10) = (PIQ) =PI 1 QT

si, dans le second membre, on remplace les 0 par des D).

3. Dérivées en D d’expressions a deux indices. — Prenons
maintenant la seconde formule stokienne et plus particuliérement
son déterminant A,. Considérons, dans A,, les mineurs de la pre-
miére ligne ; on peut les écrire :

0 J

T o awm | MR Th Tl | 8L S
(11) Miw Mjy Mgy M::x M{'z Mpg | — ‘ J k
i ,] k l J k Moit I\'laj Mak .

car les deux derniers déterminants de cette expression sont identi-
(quement nuls. Convenons maintenant que Pexpression (11) s’écrive
D D D
bz; Dz; Dz,
M;w Mjm M )

ik

(12)
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Encore par identification des termes homologues, on a des
formules rentrant toutes dans le type

(13) %Mﬂ;: ()i.z‘,'Mjk_‘ F?ijz—A%jMul,-.

Imaginons maintenant que, dans 'égalité de (11) et (12), on
reléve partout les deux indices des M cependant que, dans les T et
les A, on échangera o et w. Les deux derniers déterminants de (11)
seront, de plus, changés de signes. On pourra ainsi obtenir
des MJ/% a dériver par la formule

D ... J ... PR ;

— Mjk = ——_ NJj* 5 MJjx J Mok,

(14) Doy WE = 5o WA+ T M2 4 MM
Dans ce second cas, les déterminants en I' et A ne sont pas nals

mais on achéve de justifier (14) en remarquant que

. D D . 9 .

1 . iy — Njbk= — (N/AM;
(15) NI g Mot My o NJ = 52 (NJ M)
si J, k, a sont indices de sommation. La encore les dérivées en D,
(13) et (14), sont des dérivées partielles généralisées possédant
déja au moins deux propriétés essentielles :

(a) Onn’altére pasla seconde formule stokienne si,dans A,,
on remplace les 0 par des D ;
(b) On n’altére pas la formule

J . .0 Jd .
(16) %;(NI"A\T/'/;)=N!/'()~——‘ZI_1\'1//¢+ Mjk‘ENjk
sty dans le second membre, on remplace les 0 par des D.

Des résultats analogues pourraient éire obtenus avec des M}
mais ce qui précéde sera suffisant pour ce que nous avons en vue
dans le présent article.

Remarquons tout de suite que, en (13) et (14), nous retrouvons
des dérivées covariantes bien connues quand les A s’identifient
aux T'. L’intérét, ici, constitue justement a se demander ce que
I'on peut faire de (13) et (14) quand les [ et les A différent.

4. Le déplacement paralléle de M. T. Levi-Civita. — Ce



— 415 —

déplacement correspond au cas ou DI'égalité (10), écrite sous la
forme
. .DP; DPJ
d(P-’PJ) = PJ —])7':(11';-{— PJ B.Z‘—l d.Z‘[,

est satisfaite en posant

; DP; DP/
(17) PiPj=1, m——’idx,-=0, m—i(l.n:o,
les deux derniéres relations (17) n’en faisant qu’une.

D’abord la premiére relation (17) est scindée en
(18) P;= gjaP2, P/= g2/ Pg.

Quant aux deux autres elles ne peuvent s'identifier qu’a une con-
dition qui reste a former.
Prenons les deux derniéres équations (17) sous les formes res-
pecuves
dP;=T$Poadz),  dPi=—T{,Prdm

et écrivons qu’elles sont équivalentes au moyen de
dP;= P dg;q+ gja dP%.

Si I'équivalence doit avoir lieu quel que soit le vecteur (P)
circulant le long d’une courbe () quelconque, on tombe sur la
condition bien connue

g ¥ \ M 8
d_af = gpal}j+ g/aTip = [ ] N [ J ]

qui n’est autre que
Dgig _ o
D),

pour A =T Ainsiapparaissent les symboles de Riemann-Christo(fel
et tout I'appareil métrique, mais il est & remarquer que tout ce
que nous avons fait dans les trois paragraphes précédents en est
précisément fort indépendant.

5. La géométrie différenticlle. — Aprés le systéme d’équations
auquel correspond le parallélisme de M. Levi-Civita, quel est celui
qui joue vraisemblablement le plus grand réle ? Cest sans doute le

LIL 29



systéme
/ '

(19) ¢ dnj
’ %ﬁ A% ma = cpr X5,
\ Mmifp=— sEleIn

auquel correspond toute la géométrie différentielle telle qu’elle
est exposée dans les Lezioni di Geometria differenziale,
de L. Bianchi (¢erza edizione). C'est ce que nous voulons montrer
trés rapidement.

Il faut observer que, dans les formules (19), 'indice supérieur s
est un simple indice d’énumération ne possédant pas obligatoi-
rement les propriétés des indices supérieurs employés en (18) et
d’ailleurs dans tout ce qui précéde. Pour éviter toute équivoque,
toute sommation en s sera indiquée par le symbole S.

On tire aisément, des équations (1q),
om;y
ox;

=T mgr—+ Az, mig— by S 'r.]‘( Xs — cpSEE X,

(20)

Considérons le tableau T, ou les indices supérieurs des § sont
des s explicités,

*l *2 e ¥n+1
g8 gt
& & gt
£ & Wt

Posons
mineur algébrique de % dans T

Xs =

y/somme des carrés des mineurs des %

On a évidemment

(21) St Xs=o, S(Xs)2r=1,
Si
(22) mf.:z::, SriXs=o

et la formule (20) devient

onmipe
oxy

(23)

=T map—+ Af, mia,
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ce qui est, d’aprés (13),
(‘24) B—‘;[ m;ir=0
avec des T et des A différents se trouvant d’ailleurs intervertis ici ;
cette interversion n’a aucune importance puisqu’au paragraphe 3
les T et les A sont absolument indéterminés.

Or les formules (23) ou (24) sont celles de Weingarten relatives
a la représentation sphérique des surfaces (L. Bianchi, loc. cit.,
p- 230). On voit combien elles sont proches de la seconde formule
stokienne.

Terminons de plus en plus briévement.

De (23) on tire

J J

_— Mg Mgy
().L‘/, l)l‘/ -+

2 ‘z‘
I ik I il

mi mgy
Si nous adjoignons la condition

o
Dz !

avec les A remplacés par des T, ce qui fait des I' des symboles
de Christoffel a trois indices attachés a une forme différentielle
quadratique a coefficients g;j, on a, aprés quelques calculs et en
prenant les m identiques aux b, une équation qui exprime que

(25) £ &M by day

est une différentielle exacte.
De méme, avec \
) J

—_— — Mmig My
d.l‘,' O.Z‘[ ! =0
‘A‘l‘ Aa
. ki Kl
lm,k myg

ct

DAY

Dx; —

équation ou les T sont remplacés par des A, symboles se rapportant
cette fois a une différentielle quadratique a coefficients h;;, on
trouve encore, en prenant les & identiques aux ¢, que

(26) 7}, S bay dzs
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est une différentielle exacte. On doit admettre en outre que
bir=bk; ou my = my;, ce qui d’aprés la derniére relation (19)
s’écrit
(27) SE mk = SEkm;.
Or tenant compte de la premiére relation (22) ct posant

dxs
Ei = d;‘l )

I'équation (27) est vérifiée d’aprés la premiére (21).

Ainsi le systéme (19) et les différentielles exactes (25) et (26)
livrent finalement toutes les formules de Codazzi ainsi que celles
de Weingarten déja mentionnées.

La géométrie différentielle et I'électromagnétisme trouvent une
commune origine en les formules stokiennes fondamentales.



