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SUR LA TRANSFORMATION D'IMSCHENETSKY;

Par M. J. Cramrixn.

Je me suis proposé de rechercher s’il existe des équations aux
dérivées partielles du second ordre a deux variables indépen-
dantes, dont il soit possible de déduire, a I’aide de transformations
de Bicklund de premiére espéce, une suite indéfinie d’équations
analogues, a moins que I’équation obtenue aprés un certain nombre
d’opérations ne posséde deux intégrales intermédiaires du premier
ordre relatives au méme systéme de caractéristiques; pour abréger
nous désignerons une telle suite par la lettre (L), la plus simple
des transformations de Bicklund de premiére espéce étant la célébre
transformation de Laplace qui s’applique aux équations linéaires
de la maniére qui vient d’étre dite. Malheureusement il semble
trés difficile de résoudre la question précédente sans faire aucune
hypothese sur les transformations employées, aussi je considérerai
seulement dans ce travail le cas ou les variables indépendantes sont
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conservées ; les résultats qui vont étre démontrés ont été énoncés
dans une Note communiquée a4 I'Académie des Sciences le
10 juin 1912.

Nous nous servirons des notations ordinaires : z, y désignant
deux variables indépendantes, nous représenterons par z une fonc-
tion dé ces variables, par p, g, r, s, t les dérivées partielles des
deux premiers ordres de cette fonction, les mémes letires pourvues
d’un indice auront des significations analogues, nous rappelons
encore qu’une transformation de Bicklund de premiére espéce est
dite transformation (B,) (').

1. Une équation aux dérivées partielles du second ordre a deux
variables indépendantes dérive d’une transformation (B,) quand
elle possede un systéme de caractéristiques du premier ordre (?),
cette transformation (B,) est d’ailleurs unique; par conséquent,
une suite (L) ne peut étre composée que d’équations possédant
deux systémes de caractéristiques du premier ordre, c’est-a-dire
d’équations de Monge-Ampére. Une équation de Monge-Ampére
qui dérive d’une transformation (B, ) conservant les-variables indé-
pendantes est linéaire par rapport aux dérivées secondes r, s, £ (*);
considérons donc une telle équation que nous écrirons sans res-
treindre la généralité

(e) r+(m+ p)s+mpt+ M=o,

en représentant par m, ., M des fonctions de z, y, 2, p, g, les
deux systemes (C) et (I') de caractéristiques du premier ordre sont
respectivement définis par les équations différentielles

dy =mdz, dy=pdz.
(¢) dérive de la transformation
z1=9(2,7,%,P,9)

. (% % 9 9 _
Pt B <d.z‘+sz) P'(dy-‘_qdz)_'—M op

(1)

(') Pour la théorie générale des transformations de Bicklund, voir ma Thése
(Annales de I'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. XIX, Suppl., 1902).

(%) Annales de I'E'colg Normale supérieure, 3¢ série, t. XXX, 1913, p. 173.

(3) Goursart, Legons sur les €quations aux derivées partielles du second
ordre, t, 11, p. 267 et suiv.



si o satisfait a égalité

(2) o m3t

pour que cette transformation soit une transformation (B, ) déduite
de (G), il faut'et il suffit que le premier membre de la seconde

équation (1) satisfasse comme ¢ (2, y, 3, p, ¢) 2 (2); en posant,
pour abréger 'écriture,

_9% % % . .% 9
H(z, y,2,p,q) = o +P“E +¥"‘(@ +955) - M(-”..}’»‘J%?);; ’
ces conditions s’écrivent
w o
3 dgq 9p
( oH oH _
d—q~—'m-l$ =o0

En exprimant que (¢) dérive aussi d’une transformation (B,)
déduite du systéme (T'), on trouve des résultats analogues, en par-
ticulier,

om om
(4) -d—q— —p 3 = o.

Supposons que m, ., v satisfassent aux conditions précédentes (2),
(3), (4); les équations (1) définissent une transformation (B,),
3y(z, y) est I'intégrale d’une équation (¢,) aux dérivées partielles
du second ordre, il faut que (¢,) soit comme (¢) une équation de
Monge-Ampére linéaire en ry, s,, t, pour qu’il soit possible de lui
appliquer une transformation (B,) distincte de (1). Sil’on imagine
les équations (1) résolues par rapport a z et a 'une de ses dérivées
— p par exemple — le systéme obtenu doit présenter relative-
ment a z, p, ¢, les mémes particularités que (1) relativement a z,,
P1s ¢i; Uexpression trouvée pour z doit étre indépendante de ¢,
tandis que 'expression de p doit contenir linéairement cette déri-
vée : il est facile de vérifier que ces conditions sont nécessaires et
suffisantes.

Nous aurons les dérivées premiéres et secondes de z et p par
rapport a ¢ en dérivant deux fois de suite les premiers membres



(7)

de (1), il vient

(3) o
q‘(dq
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En tenant compte de (2) et (3), les équations (5) donnent

otH

ap
-5 (%

op

o, b—q-:

2dzdp tTé

op

0z

-+ 2

Jq

o 2

op dq*

2H 05 op

0z dp 0q Jq

M, M)
0z 0q2 dp 9dq?

023
oq?

—m,

nous allons remplacer dans les premiers membres de (6) ces

., 2 . .
dérivées par leurs valeurs et =2 par o, nous avons ainsi les équa-
oq? ;

tions
9% 029 ,0%¢ , Op diz
T T apag T YA o =
oy opu N ou 0%z
q’<09’ MM apog " opt oz 07’)
9H OH _otH OH ots\ _
- (d_q? 2™ 9p og mT’F;+7‘?0_az—’)_ ’
. . 2 .
enfin, en éliminant ‘;Tz’ entre ces deux équations, nous trouvons
— o -
PR ym DB e O _iz_<<1’_?_ ki ,02?)
'] 5g* gpog "™ opt T O \ogr T *™ pog T op2
0z _
- oH 3
o*H oH MH 0z [(d%g 0 0%
p— — 2 e — — 2 —_
oq* opog ™ Tpr O <0q’ opog " dp’) ”
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¢quation qui exprime évidemment que la fonction de z, y, ¢, i,
P 41, obtenue en résolvant (1) par rapport a p, est une fonction

|' Lo ln d . . , . ,_® d’p
inéaire de g, puisque nous avons écrit que la dérivée aqt &t nulle.

La condition (7) se décompose en deux autres que 'on peut mettre
sous la forme

92 0% L0
(8 dg? 2 ldp Jaq + m
8) i
e g Lo el gl geH
_ ()(I3 2m (—-l[) "q -+ m D;? _ 4)q2 -_ l’)ldpdq -+ m ()p2 )
- e(_p - oH ’
. 0z 0z
d’ailleurs de
e, 0
. daq op
on déduit
Rp 0p  dm Op
agap = " opt T+ op op’
i % dm op 202;1._4_ om du  om Op

ogr ~ Mapog Togop " apr Topop T og Up.

et 'on a des équations analogues en remplacant p par ¢ ou H.
On peut donc écrire les conditions (8), en tenant comple

de (4),

o d¢ oH
) om op OmE_ dm-d—p-
T e TGy T i
724 3 9z

La fonction & — m n’est pas identiquement nulle, par consé-
quent il vient

(9) =
ou

(10) L =L = L.

Prenons d’abord le premier cas; de (9) on tire, d’aprés (4).

om

ag =
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m ne dépend que de z, y, z. En raisonnant de méme pour la trans-
formation (B,) de (¢) déduite du systéme (T'), on trouve que p est
également une fonction des variables z, y, 3.

Lorsque les expressions de m et u contiennent seulement les
variables indépendantes et la fonction inconnue, les deux transfor-
mées de (¢) peuvent donc étre aussi des équations de Monge-
Ampére (') : considérons en particulier (¢,), les caractéristiques
de (¢,) sont définies par les équations

dy = mdx, dy = pdx,

dans lesquelles z doit étre remplacée par son expression tirée de (1),
c’est-a-dire par une fonction de z, y, z,, p,, ¢,. D’ailleurs, si (&)
et () appartiennent a une suite (L), (¢,) présente nécessairement
les mémes particularités que (¢), le long d’une caractéristique le

dy . . - o ..
rapport —— ne dépend ni de p, nide g,; il ne peut en éire ainsi

que dans le cas ot m et p sont des fonctions de z, y seulement.

Un changement de variables indépendantes qui ne modifie pas
le probléme dont nous avons indiqué I'énoncé au début de ce tra-
vail permet alors de remplacer (¢) par une équation ot ne figurent
plus les dérivées r, ¢; avant de résoudre pour ces équations la
question posée, considérons les équations (10) que nous avons
laissées de coté dans le développement qui précéde.

Avec les équations (2) et (3), le systéme (10) exprime que de (1)
on peut déduire une équation indépendante de 3z, p, g, (¢) posséde
alors une intégrale intermédiaire du premier ordre dont I'expres-
sion contient une fonction arbitraire : supposons que du systéme (I')
de caractéristiques de (¢) on déduise une transformation (B,), en
raisonnant comme nous venons de le faire, on établira que cette
transformation peut remplacer (¢) par une nouvelle équation de
Monge-Ampére si I'on a

(11) - =0

ou des équations analogues a (10). Cette derniére hypothése doit
étre écartée : (¢) posséderait dans ce cas une seconde intégrale

(') Cette condition est simplement nécessaire, il est facile de vérifier sur un
exemple qu’elle n’est pas suffisante.
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intermédiaire du premier ordre dépendant d’une fonction arbi-
traire, elle différerait par une simple transformation de contact de
I'équation

§=0

et aucune transformation (B,) ne permettrait de passer de cette
équation 4 une aulre équation du second ordre.

Remarquons de plus que, si (¢) fait partie d’une suite (L) com-
prenant plus de deux équations du second ordre, on peut raisonner
sur une des équations intermédiaires de la suite comme nous avons
fait pour (¢); on en déduira que cette équation — par conséquent
toutes celles de la suite et en particulier (&) — peut étre rempla-
cée sans inconvénient par une équation indépendante de r, ¢. Le
seul cas a examiner est donc celui ou (¢) se transforme en une
équation (e_,) telle que le systéme (T_y) de caractéristiques de
cette équation qui correspond & (T') admette deux invariants du
premier ordre.

De (2), (10), (11) on conclut

dp dp oH
(r2) g = o °
ou
dl JoH
o _ op _ 9
(13) 35 = W_?—E—
03 0z

Les équations (12) ne peuvent étre satisfaites par une fonction ¢
telle que (1) définisse une transformation de Bicklund; il reste donc
seulement a étudier les équations (13). u satisfaisant aux condi-
tions (3), (11), (13) ne dépend que de z, y; nous exprimerons ce
résultat en disant que le long d’une caractéristique (I') de (¢) le

rapport %‘Z— est une fonction des variables indépendantes. D’aprés la

remarque que nous avons faite un peu plus haut, (¢_,) doit pré-
senter des particularités analogues a celles de (¢), les systémes (C_,)
et (I'_,) de caractéristiques de (e_,) possédent ‘respectivement
des propriétés analogues a celles de (') el (C). Le long d’une

caractéristique (C_,), le rapport ;—‘: ne dépend quede z ély; ce rap-
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port est, d'ailleurs, égal 2 m; m est donc comme p une fonction
de z, y; on arrive 4 la méme conclusion que dans le cas général.

2. Pour qu’une transformation (B,) qui ne change pas les va-
riables indépendantes soit applicable 4 une équation aux dérivées
partielles du second ordre ou ne figurent ni r ni ¢, il faut etil suffit
que cette équation puisse s’écrire

(14) s+ I(z,y,5,9)p+N(2z,y,3,9) =0,

c’est-a-dire soit obtenue en annulant un polynome du premier
degré en s et p (') ; I'équation précédente dérive de la transforma-
tion

0 0
z‘=?(z‘7}”lz'9): Pl=5§:—N(z1}'y 5,9)5’

9o _ 99
[d_.z = L(=z,y, z,q)@J,

généralement appelée transformation d’Imschenetsky, du nom du
géometre qui I'a d’abord signalée; cette transformation est déduite
du systéme (C) de caractéristiques défini par I’équation

dzx = o.

L’équation (14) ne peut faire partie d’une suite (L) que dans le
cas ou elle dérive également d’une transformation d’Imschenetsky
déduite du second systéme (I') de caractéristiques; il faut donc que
le premier membre soit une fonction linéaire de ¢ comme de p;
nous pouvons, d’ailleurs, supposer que ce premier membre ne
contient pas de terme en pg (?) et écrire sans restreindre la géné-
ralité

(¢) s+—p+

a, B, y représentant des fonctions de z, y, 3.

(') GoURSAT, Legons sur les équations aux derivées pdrtielles du second ordre,
t. I, p. 263. Voir aussi ma Thése, en particulier p. 44.

(?) DARBoUX, Lecons sur la théorie des surfaces, t. IV, p. o7 (Note de M. Cos-
serat).
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Les équations

9 9
(15) s=g+a(z,y,3), pi+ ;§q+ c,—f, +y(z,7,3)=0

définissent la transformation d’Imschenetsky qui correspond au
systéme (C) de caractéristiques; nous les écrirons

9B

('5') ’-1=q+°‘(-¢"}’,5), P+ d—z‘zl"‘e(a")}', z)=o0,

en posant.

o8

‘{(1’1}%3)*‘@—1(%}’,3)03

03

= 0(x,y,3).

L’équation aux dérivées partielles du second ordre qui définitz,
est

st 4+ £q|+< 9?8 +q¢£—@>zl+ 22 -4-qd—(l =0;

9z dy 03 932 0z !
on doit remplacer dans le premier membre z et ¢ par les valeurs
tirées des équations (15'), il faut qu’aprés la substitution ce premier
membre soit une fonction linéaire de p, pour que I'on puisse
appliquer & I’équation une transformation d’Imschenetsky autre

que (15'). Exprimons d’abord que le coefficient g—g— de g, est une

fonction linéaire de p, en écrivant que la dérivée seconde par
rapport & p, est nulle; il vient

PPz \? 0Btz
16) 5o (5p:) 5ot gy =
dz 0z 1 os . .
. opt € calculent en dérivant la seconde équation (15'), on

trouve
+ (‘i’_ﬁz +8)os _
' 02t VT Gz )opy O
(08 L 28y (o= ‘+(ﬂ, PR L
(dz’ ! dz’) apy 0zt ! 3;) pt %
et, ¢cn combinant avec (16), on arrive a

Si B (z, y, 3) n’est pas une fonction linéaire de 3, cette condi-
tion exprime qu'il existe entre 3 (z, y, z) et 8 (z, y, z) une rela-
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tion telle que
0
0(z,y,3)=m(x,y) 0—5 +n(z,y),

c’est le cas que nous considérerons d'abord.
Les équations (15') s’écrivent alors

d
s=g+a(z,y,z), p+ £[n+ m(z,y)]+ n(z,y)=o;

en prenant 3, + m (z, y) pour fonction inconnue 4 la place de z,
on peut toujours revenir au cas ou m(x,y) est identiquement
nulle; considérons donc la transformation (')

H=q+a(z,y,3), P+ gjgz,+n(z,y)=o.
L’équation qui définit 3, est
+n(z, » 0
(17) .v,—ﬂ—g‘(—m—l—}q.+[(s az)dz&3 dyc?z]z'+5§=°’

il faut que (3, — ) g—z—j % soit un polynome du premier degré

en p,; un raisonnement analogue au précédent montre que cette
expression doit étre une fonction linéaire de IE; les coefficients

dépendant de x z,, ces coefficienls seront nécessairement des
p ’ ) )
polynomes du premier degré en z,.

En écrivant que les termes en 3, sont les mémes on a, soit

(18) 2 =@ [ -],
soit

g
(19) 95 = 5 ¥(@y)

Supposons, d’abord, que § (z, y, z) satisfasse ala condition (18),
d'ou l'on tire

B M@ ) estmriro(z,y),

(') Le changement de fonction inconnue modifie les expressions de a (z, 7, %)
et n:(z, y), nous conservens les mémes lettres pour ne pas multiplier les nota-
tions; dans la suite nous ferons souvent de méme.
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il reste encore a égaler les termes indépendants de z, on obtient
ainsl

gl

o Ll 9B .
—am dydz—ﬂ(z:.Y)“,;“"E(x’)’)’

98

, . . . ’
en remplagant 7 parl expression trouvee et résolvant par rapport
a a, 1l vient

w(Z,y,3)= s+ h(z,y)e w=zi k(z,y),

Ju
u(x )t
ol h et k désignent deux nouvelles fonctions de z, y; nous pren-
drons d’ailleurs simplement

a(z,y,5)= z+h(z‘ y) e uxyz,

u(w u(z. y) dy

en remarquant qu'il suffit d’ajouter a z une fonction convenable-

ment choisie de 2, y pour revenir au cas o k(z, y) est nulle

sans modifier la forme des équations de la transformation.
Ecrivons i nouveau ces équations

1 du —atzy)
(=7 dyz+h(m,y)e ulz,y)z,

pi+[ M=z, y) ev®nNz 4 o(z,¥)] 5+ n(z,y) =o0;

z,=q

nous prendrons maintenant u (z, ¥) z et u (£, ¥) 3, comme fonc-
tions inconnues au lieu de z et z,, il viendra

z31=q+ h(z,y)e3,
P+ [l(x,y)e=+ v(.’l:,_}’)]31+ "(%)’) =o,

d’ou, pour I’équation qui donne z,
(30) 5+ —e[h(z,y)e*]+ [M2,7) e+ 0(2,7)]g
+o(z,y) k(2 y) e+ M2, y) k(2, 7))+ n(z,y)=o.

Nous avons, au commencement de cette étude, exprimé que
8(z, y, 5) — c'est-a-dire y(z, y, z)+ o8 _ a(z, y, z)—‘3 — est une
9B,

fonction linéaire de 5~; pour que (¢) appartlenne a une suite (L)
. (e da oz .
il faut évidemment que y(z, , 2) + 3= — B(z,y, 2) 5; soit de

. . .. oa \
méme une fonction linéaire de 5 oW d’aprés les valeurs de
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a(z, ¥, 3), (=, ¥, 3), Y (&, y, 3) données par 'équation précé-
dente, que

vhe 3+ h+n— ﬂez— 2v-z.+()\e3+ vz)he =
o 9

soit une fonction linéaire de e?. On déduit immédiatement

de la

[’) 0

d% =o, vh = o, 2= 0;
ces condilions entrainent

X:X(:L’), ‘v = 0.
L’équation _(20) est I'équation de Moutard
d 5 d . . _
(21) s+2-a:(he z)-4.-I—y()uz»)—+—!(h—t—n_.o.

3. Passons maintenant a I'examen de la condition (19) dont
nous tirons

(22) B(z,y,3)=u(z,y)z*+v(x,y)3,

en observant que, d’apres la forme de (¢), « et 3 peuvent toujours
y ) I J
étre modifiées par I'addition d’une fonction quelconque de z, y si
y est également modifiée d’une maniére correspondante. Remar-
quons encore que nous devons supposer dans (22) u(z, y) non
identiquement nulle ; I’hypotheése que 8 (z z) soit une fonction
’ p INE)
linéaire de 5 a été écartée au début et sera étudiée dans le para-
p
graphe suivant.
Le raisonnement qui nous a permis de déterminer o (.x 3
q ' Vs

en écrivant que -5 +(5y—a 93 est une fonction lindair
ant q 3y 0z 3 )dz2 S n éaire
0 . , .
de i subsiste et montre que I'on peut écrire
03

a(z,y,3)=h(z,y)s+ k(z,y).
Les éqﬁallons de la transformation d’Imschenetsky sont
Zy=¢q + hzs+ k, PrL+2U33 + 05+ =0
ou plus simplement

(23) si=q+hz+k Pi1+2Uz3 +n=o,

. . N . (4
si 'on ajoute a 3 lafonction o
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Développons I’équation & laquelle satisfait z (2, y), de (23 ), on
tire en dérivant et éliminant

oh ok _
(24) s+ hp+2uzq+a2uhzt+ (auk+%>z+n+ 5 =0

la seconde transformation d’Tmscheunetsky applicable a (24) est
définie par les équalions

3 4=p -+ uz?

(25) ou ‘ oh ok
3 q -1+ hp+ <2uh— U)z’+ (zulc+ 5;>Z+

-_— n=o
ox + ’
que nous écrirons

' 2 h wh — %\ g -
(25") zy=p—+uz*, g1+ z-,+(u — ;; 22+ s +0 =0,
en posant, pour abréger,

oh ok
wk+ — =p(@,y), S=+n=0(2,y);

on déduil de la I'équation en z_,

oh u
(26) s_1+hp_+ e i1+ 2<uh — I},‘)“—l

+2u(gy+hz_1+0)3z

/] Ju
= (%) o
— (9 1+hzsy+pz+0)

Ju
uh—-a
pu - o oo _
—————(’—;(q_.+hz_,+pz+c)+zoz+dz+p.z_,_o,
un — —
9y

a condition de remplacer, partout ou il se présente, le carré z? par
g+ hi_y+ps+o

ou
uh — d——

I1 reste a résoudre cette é’qua'tion"par rapport & z'et 4 porter la
valeur trouvée dans le premier membre de (26), on voit immédia-
tement que ce premier membre ne sera jamais du premier degré
en ¢_,, a moins que la fonction u(x, y) ne soit identiquement
nulle, c’est-a-dire & moins que B (z, y, 3) ne soit une fonction
linéaire de z, cas que nous avons laissé de c6té et que nous allons
examiner maintenant.

I'expression —

tirée de la seconde équation (25').
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4. Si B (=, y, 5) est une fonction linéaire de z, (c) peut s’écrire
en faisant un changement de notations

ox du
s S p+m(,y)q + (@), 5)+ 5 =0,

en remplacant z par p (z, ¥ )3, p(z, y) satisfaisant a

% +mp=o0
ox P=0

on revient au cas ou I’équation ne contient pas de terme en ¢;
nous écrirons donc maintenant

(e) s+ oy 2o
THPTY TG0

et nous considérerons les équations

(27) n=g+a(@y,3), p1+y(2,y,35)=0

de la transformation d’Imschenetsky qui fait correspondre (¢) a

N a—a) X =
s.+dy+(z. a)dz =o,

ou z doit étre remplacée par la valeur que fournit la seconde équa-
tion (27).

. . at ~ LAQPT
Le raisonnement du n°® 2 prouverait que P (31— a) 5 doit

étre une fonction linéaire de v ; on a d’abord

N = (@)1 (@7, 5)— (@]
ou

%Y; = u(“‘y}’)~

Y (2, y, 5) est donc égale soit & A(z,y)e =24 v (z,y), soit
du(z,y)s+v(x, y),ou u, v, A désignent des fonctions des
variables indépendantes.

Posons d’abord

(2 y,8)= 7\(3’,}’) eulT, )3 "(;2‘,.}'),

0z
XLI. 15

puis écrivons que z%; —a Y est identique & un polynome du pre-
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mier degré en vy, on tire de la

1 ou
a(z,y,s)=hets+ ” @z +w(z, ¥).

En remarquant qu’il suffit d’ajouter 4 z et z, des fonctions con-
venables de z, y et de modifier les expressions de & et A pour
revenir au cas ou ¢ et w sont identiquement nulles, nous avons la
transformation

1 Ju N
=¢q+— —3z+ heuz p1+ Aetzi=o0
u oy ?

qui conduit a I’équation

1 ou _ oh Ju _ o2logu
(28) s+ <E d‘—y—hue “z)p+<—-—-h&z)e Uz ) et - 3z oy z=0.

La seconde transformation d’Imschenetsky, applicable a (28),

est
’ | ou \ oh ou . 0%logu
(29) 5.=p, q~v:+(-u-5;—hue‘“) z4+ (;,;"‘;;") M T st oy P

Ecrivons I’équation a laquelle satisfait z_,
(30 S+ ! (m—hue"‘z + A(z;¥, 32—y )=o0
30) -1 % oy P—1 3 Yy =1y q-1) =
et exprimons que le coefficient de p_, est linéaire en ¢_,, c’est-a-
02(e~u3) uz 023 S 93 \*]
og, e T agE T u(t’q—a> =

fes dérivées de 5 étant obtenues en dérivant le premier membre de
la deuxiéme équation (29 ), il vient ainsi

dire que

2 2
hu?e—*zz_+ hu %z et hu ez — (u ﬂl -+ hd_u e—Uzs 4 d._l%i 93
oxr ox ox

hu3 e~#3z_y + hu? d—u 3 e 42— Nu? e+ (u? ok —+ 'zuhi-lf e—uz 95
. ox oz ox gy

En combinant les deux derniéres équations, on trouve

2 |
ud ogu

o(uh)
2 — —_— Uz =
2huterz —ou o e—u oz oy o,

condition qui ne saurait étre satisfaite sans que I’on et

ul = o,
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or aucune des fonctions u, A ne peut étre identiquement nulle ; il
faut donc que dans (30) le coefficient de p_, ne contienne pas de
terme en e~%2, ce qui exige

h=o.

Les équations de la transformation s’écrivent simplement

Fmy = +~!~9£z Aeus 0’loguz__0
—1=P 91 u oy -1 + dxrdy
et 'équation qui donne 5_, est
1 ou 0% logu
(3[) $—1+; d_—yp_'+2—dwz_’
ou 28 dlogu
-+ <u)\z_,+7xﬁz -+ -d;) enz - W

Un calcul déja fait plusieurs fois prouve que cette derniére équa-
tion n’est pas bilinéaire en p_,, ¢_,, & moins que « ne soit une
fonction de la seule variable y, il n’y a d’ailleurs pas d’inconvé-
nient a supposer cette fonction égale a I'unité,'équation (31) prend

la forme simple
1 0\

St — g—-13—1 — X oz g-1= 0.

Appliquons-lui la transformation qui a pour équations

' 1 O\ o2logh
(32) 3—1=P~l'—;z£l"X$z—h q-2+ ﬁz—l—oa
d’ou
92 log 23 log

S—g + = o,

oz Jy P+ G dy e
il est facile de vérifier qu’apreés substitution & z_,, p_, des valeurs
tirées de (32), nous trouvons une équation qui n’est pas bilinéaire
en p_,, g_» Amoins que

dgtlogh
owoy
égalilé qui exprime que
A=X(x) Y(y).

L’équation (28) est alors

s+ XYe:=o0
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ou en faisant un changement simple de fonction inconnue
(33) s+e*=o,
on peut transformer cette équation en posant
1=q ou 2y =p,
z, et 3_, satisfont aux équations
(34) . $1= 31 P1, S—y == 31 ¢—y,

qui possédent I'une et 'autre une intégrale intermédiaire du pre-
mier ordre dépendant d’une fonction arbitraire.

3. Supposons enfin
Y(z,f, z) = U(x:)’)z -+ O(.Z‘,}'),

u désignant une fonction non identiquement nulle; si nous éga-

dy oy , . ,
lons T —a--aun polynome du premier degré en Y, nous trou-

vons que a est comme y une fonction linéaire de z, les équations (27)
définissenl une transformation de Laplace.

Quand vy ne dépend pas de z, on ne peut déterminer a par la
méthode précédente; il serait aisé de recommencer des raisonne-
ments et des calculs analogues a ceux qui ont fourni les résultats
antérieurs, mais nous indiquerons une solution plus rapide.

Les équations (27) montrent que le syst¢éme (I') de caractéris-
tiques de I’équation (¢) admet deux invariants du premier ordre y

et g+ o+ fydx : désignons par 7 (&, y, 2. p) une fonction telle
que

(35) Z—I'—"X(x’.}’r z,p)

soit I'une des équations de la transformation (B;) applicable
a (¢) et par (s_,) I'équation du second. ordre a laquelle satis-
fait z_,. S’il n’existe pas deux combinaisons intégrables des
¢quations différentielles du systeme (C_,) des caractéristiques
de (e_,) qui correspond & (C), on peut répéter pour (e_,) ce que
nous avons dit dans les cas déja étudiés; on trouve que cette équation
a 'une des formes indiquées précédemment.

Il reste donc seulement & examiner le cas ot (C_, ) posséde deux
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invariants du premier ordre, c’est-a-dire ot (C) posséde, outre
I'invariant z, un invariant du second ordre; (I') possédant deux
invariants du premier ordre, (¢) est nécessairement une des équa-
tions obtenues par M. Goursat dans un Mémoire (') ot il s’est pro-
posé de rechercher quelques équations intégrables par la méthode
de M. Darboux. Parmi ces équations, les seules qui satisfassent
aux conditions que nous venons d’énoncer, sans appartenir a 'une
des catégories déja signalées dans le présent travail portent les
n° V1 et VIII, d’ailleurs la fonction arbitraire que M. Goursat
désigne par la lettre f doit étre linéaire par rapport a s pour
que 'on puisse appliquer aux équations correspondantes une trans-
formation d’'Imschenetsky définie par une équation telle que (35).

On trouve ainsi, X,(z) et X;(z) représentant des fonctions
quelconques de z, les équations

dX
s[z —Xi(2)] —pg—q > =0

dX
s[Xo(2)+y]1— p+ ——=o,
qui s’écrivent simplement
(36) sz —pg—gq=o,
(37) (x+y)s—p=o,

si 'on prend pour fonction inconnue z — X, au lieu de 7 et pour
premiére variable indépendante X, au lieu de de z (2).
La transformation

Ry
1l
I

NN

permet de passer de (36) a
18— pP1g1— pP1=0

qui n’en diflére que par la permutation des variables indépen-

(1) Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, a* série, t. I, 18gg, p. 31.
Voir, en particulier, p. 67.

(?) Si X, était une constante, les équations considérées seraient intégrables par
la méthode de Monge ; chacun des systémes de caractéristiques possédant deux

invariants du premier ordre, on ne pourrait leur appliquer aucune transforma-
tion (B,).
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dantes ; de méme la transformation

s=(x+y)g—23
remplace (37) par
(z+y)si—qr1=0;

il est impossible de poursuivre.

6. En résumé, exception faite pour les équations (36), (37),
(33), (34) qui appartiennent & des suites (L) composées de deux
ou trois équations ('), les seules équations qui puissent engendrer
une suite (L) sonl, avec les équations linéaires, les équations de
Moutard ; nous ne nous occuperons pas des équations linéaires
qui ont fait 'objet d’un grand nombre de travaux, nous rappelle-
rons seulement comment on déduit d’une équation de Moutard
une suite (L) analogue & la suite d’équations linéaires obtenue par
l’application répétée de la transformation de Laplace, le calcul
n’offre aucune difficulté, nous nous contenterons d’un raisonne-
ment fondé sur la théorie générale des transformations de Back-
lund (%) qui nous fournira I'occasion d'une remarque intéres-
sante.

Reprenons l'équation (21) que nous pouvons écrire, pour
abréger,

(21") s+%(he—1)+czq+%—g—g=o,
en représentant par a, ! des fonctions de x, y et en prenant
3 + logX comme fonction inconnue a la place de z.
La transformation
(38) lic—=p—4—«f:z—+-l(av,y), s —==—~he3*+a
{ ox
établit une correspondance entre les intégrales de (21') et les inté-
grales de I’équation linéaire

02z oL /1 oh oL a oh da
(39) o—"xoy““';;—(za ’)@ (E&‘%

+h+al>§=o.

(') Les deux cas particuliers du paragraphe précédent ont été omis dans la Note
déja citée des Comptes rendus de I’ Académie des Sciences.
(?) Voir en particulier, dans ma Thése, les n°* 7 et 8,



la fonction

U8
L= P 24
satisfait 2 une équation linéaire
"’§1 %y 9%,
4 —_ — - [y =
(40) ox dy = by Jdy =0

Dans ce qui-suit il sera commode de distinguer les deux systémes
de caractéristiques des équations que nous étudierons en indiquant
entre parenthéses la variable indépendante qui conserve une valeur
constante le long des caractéristiques du systeme considéré.

L’équation (40) dérive de (39) par une transformation (B,)
déduite du systéme (z), tandis que (21) dérive de la méme équa-
tion par une transformation (B,) également déduilte de ce systéme;
de plus, toutes les intégrales de (39g) qui correspondent 4 une inté-
grale de (21’) peuvent étre obtenues en multipliant 'une d’entre
elles par une constante quelconque ou, pour employer la termino-
logie de la théorie des groupes, en appliquant & 'une d’entre elles
les transformations du groupe engendré par la transformation infi-
nitésimale de contact dont la fonction caractéristique est §. A cette
transfermation infinitésimale de contact correspond pour (40) la
transformation §, qui laisse (40) invariante.

Les équations (21') et (40), qui dérivent de (39) par des trans-
formations de Bicklund de premiére et de seconde espéce déduites
du méme systéme de caractéristiques, se changent I’'une en 'autre
par une transformation (B;) : 4 une intégrale de (40) correspond une
intégrale de (21'), tandis qu’a une intégrale de (21’) correspondent
o intégrales de (40). Les intégrales de cette équation qui corres-
pondent a une intégrale de (21') peuvent étre obtenues par 'appli-
cation des transformations du groupe engendré par la transforma-
tion §;; (21') dérive donc de (40), comme de (39), par une
transformation (B,), mais cette transformation est déduite du sys-
teme (y) de caractéristiques de (40), tandis que la transfor-
mation (38) est déduite du systtme (z) de caractéristiques
de (39).

Imaginons que l’on ait trouvé

04 da,y

d
(41) -“1+3;(h|8"")+ez“h+§ 5% = °
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en appliquant a (40) la transformation de Moutard (') dédnite du
systéme (), les équations (21') et (41) dérivent de (40) par des
transformations (B, ) déduites 'une du systéme (), autre du sys-
téme (y) de caractéristiques; de plus, les intégrales de (40) qui
correspondent & une intégrale quelconque de (21') ou de (41) sont
obtenues a l'aide du méme groupe de transformations de con-
tact (2), on en conclut que (21') et (41) sont transformées 'une de
'autre par une transformation (B,) : on pourrait évidemment con-
tinuer en considérant la suite de Laplace engendrée par I'équa-
tion (39).

7. Le raisonnement précédent est un peu long, mais nous
remarquerons qu'il pourrait étre répété si, aulieu de la transforma-
tion (38), nous avions une autre transformation (B,), la transfor-
mation infinitésimale { se trouvant remplacée par une autre
transformation infinitésimale de contact qui laisse (3g) inva-
riante.

En général I'équation linéaire (39) n’admet que les transforma-
tions infinitésimales de contact qui ont 1 et { pour fonctions
caractéristiques ; & ces transformations de contact correspondent
les transformations de Lucien Lévy et de Moutard : la premiére
remplace 1'équation donnée par une équation également linéaire,
la seconde vient d’étre étudiée.

Lie a déterminé toutes les équations linéaires qui restent inva-
riantes pour des transformations infinitésimales de contact autres
que les précédentes (2), par exemple 1'équation

0y og
Y

(42) ——-——+Y(y);)—-

Jdz oy +i=o0

ct toutes celles de la suite de Laplace qu’elle engendre admettent
le groupe des translations parallé¢les 8 Oz. De cette derniére équa-

(') Quels que soient les coefficients, une équation .linéaire peut toujours étre
écrite sous une forme semblable a cellede (39) : a,, &, {, ayant été ainsi déter-
minés, une transformation analogue a (38) change (40) en ( 41).

(?) Dans le n° 8 de ma Thése j’ai considéré le cas d’'une équation de Monge-
Ampére qui ne contient pas z; le résultat subsiste évidemment pour une équation
invariante relativement a une transformation infinitésimale de contact quel-
conque.

(3) Archiv for Mathematik og Naturvidenskab., t. VI, 1881, p. 238,
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tion dérive par une transformation (B,) une équation de Monge-
Ampeére dont chaque intégrale correspond a oot intégrales de (42)
déduites de I'une quelconque d’entre elles an moyendetranslations
paralléles 4 Oz ; en appliquant une transformation analogue a cha-
cune des équations de la suite de Laplace précédente on a une
suite (L), mais les variables indépendantes ne sont plus conser-
vées : pour établir ce résultat, il suffirait de répéter le raisonne-
ment du dernier paragraphe en substituant a la transformation infi-
nitésimale § la transformation g%

J'ai indiqué (') la forme des équations transformées de (42) par
la méthode qui vient d’étre expliquée, les résuliats que j’ai obtenus
ne laissent d’ailleurs pas d’étre un peu compliqués; en recher-
chant toutes les équations transformées des équations linéaires
signalées par Lie 2 I'aide de transformations (B,) correspondant
aux transformations infinitésimales de contact particuliéres qui
laissent ces équations linéaires invariantes, on trouverait de méme
des équations qui engendrent des suites (L) : rien ne prouve, du
reste, qu'il n’existe pas d’autres moyens de former de telles
suites.

Dans un Mémoire récent (2), M"® Louise Petrén remarque (?)
que « les transformations d’Imschenetsky sont trés peu mention-
nées dans la littérature » et estime qu’elles « méritent d’étre exa-
minées de plus prés »; 'omission que constate M Petrén s’ex-
plique aisément : en dehors des équations de Moutard dont la
théorie se raméne immédiatement i celle des équations linéaires
et de quelques équations particuliéres qu’il est facile d’étudier
directement, la transformation d’lmschenetsky ne rend que des
services limités, puisqu’il est, en général, impossible de poursuivre
en appliquant une méthode semblable & celle qui a été indiquée

(1) C. R. Acad. Sc., 27 juin 1904.
(?) Extension de la méthode de Laplace aux équations
n=1 e n o
+Hlz ~ 'z
ZA.,;(-"-’,J’) aza Ao,;(%}’);jﬁ——o
[J

=0 i=

(Lunds Universitets zi’rukn:ﬂ., N. F. Afd. 2, Bd. VII, Nr 3, tgrr).
(3) Page 5, note 2.
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par Laplace dans le cas des équations linéaires, I'attention ne s’est
donc pas trouvée appelée sur la transformation découverte par
Imschenetsky, et, sans approfondir la question, les géométres ont
été amenés a considérer comme vraisemblable que I'étude détaillée
de cette transformation ne saurait présenter un trés grand intérét.



