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SUR LA REPRÉSENTATION UNIFORME DES SURFACES ALGÉBRIQUES;

PAU M. GEORGES RÉMOVNDOS.

1. — L'EXTENSION DU THÉORÈME DE M. BOREL.

1. On sait que le théorème de M. Borel sur l'impossibilité d'une
identité de la for nie

(i; Ci e11!^ -r- c^e^^ -+- Ca^^-h.. .4- c,»^11"*^ === o,

où les H((^), H2(^)i ..., ïlfn(z) désignent des fonctions entières
telles qu'aucune différence H/(^)—Hy(^) ne soit constante, a
rendu des services considérables a la théorie des fonctions d'une
variable indépendante ( < ) Çvot/'^ par exemple, ma thèse de doc-
torat : Sur /es zéros d^une classe de fonctions transcendantes^
Paris, i(.)o6, et ma communication insérée aux Atti det IV° Con-
gresso internationale dei Mateinatici^ Roina, 6-1 i a|)rile 1908).

Il est clair que le même théorème existe pour les fonctions de
deux variables indépendantes, et l'identité

(-2) c^eut{x^ -h CaéW-^-h C3(îlL.(tr>y)-^.. .—c„^eH~(;f^== o

entraîne la nullité des coefficients c^ c^i c:^ ..., c,^, si les fonc-
tions H((J?,y) sont des fonctîons entières de deux variables com-
plexes indépendantes; nous supposons encore, bien entendu, que
aucune différence H/—H/ ne soit une constante.

I/^xirn.sion •In i ̂ H'•o^'!>mp de1 ^T. lîorci -m c;i? de deux vnrîaN^
i t« i< ' • ( n - i i < l ; » i » l c . ^ ^ < » l » ( i c i i t i (m»t t ;<J i '» l ( : ! t t« ' (» ( . (Kii.-'qti UIK' id^ulih'' <l(; l:i
(orme ̂  ^ se trcAiislortuc eii une identité de M. Borel si nous atlri-

I buons ày, par exemple, une valeur Quelconque, ou bien si nous
remplaçons y par une fonction entière de x.

( ' ) Les coefdcicnis c, sont on bien des polynômes ou Lien des fonctions enlit'-rcs
d'ordre de grandeur inférieur à celui des exponentielles.
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If. — LES SURFACES UNIC.l-RSALES ET LES REPRÉSENTATIONS

UNIFORMES TRANSCENDANTES.

2. Les surfaces unicursales, admettant des représentations para-
métriques rationnelles^ sont aussi susceptibles de représentations
uniformes transcendantes; cela est évident, parce que nous pou-
vons remplacer les deux paramètres de la représentation ration-
nelle par des fonctions uniformes quelconques d'autres variables.
Nous savons bien que la réciproque n'est pas vraie; nous avons,
par exemple, les surfaces hjperelliptiques qui admettent des re-
présentations uniformes de deux paramètres sans être unicursHies.
(Les coordonnées d'un point quelconque s'expriment par des fonc-
tions quadruplement périodiques de deux paramètres : voir É.
PICARD et G. SIMART, Théorie des fonctions algébriques de
deux variables indépendantes^ t. II, p. 439.)

Je me propose de signaler ici une classe très étendue de repré-
sentations uniformes transcendante-*, dont l'existence entraîne
l'existence de représentations rationnelles et montre que la sur-
face est unicul sale. Démontrer à l'aide d'une représentation trans-
cendante que la surface est unicursale, c'est là un fait évidem-
ment incessant, car il ne s'agit pas, bien entendu, de quelques
cas élémentaires où la représent<ition transcendante devient,
moyennant une substitution visible, immédiatement rationnelle
en fonction de deux variables indépendantes.

3. Supposons que la surface ajîuit l'équation algébrique

(3) /(.r,y^)=o

admette la représentation paramétrique uniforme

( y=pt{u^)e^(u^^pî(u,v)e^ll^^...+pn(u,v)e^u^-^po(u,v),
(4) { y=- ^l(M,^e^.(M^H-ç2(u,^eQ^^4-...-^-y„((/^)e^(^)+yo(M,^

f z = ri (M, t»)^*^»^-^ 7-2 (M, (^e^^ -+-... 4- ï'n (il, v)e^u^-+-ro (u, v),

}espi(u, v), qi(u, ^), r/(M, v) désignant des fonctions rationnelles
des u et v et les exposants Q/(^, v) des fonctions entières quel-
conques; c'est visiblement une représentation transcendante et
uniforme.

XXXVII. I n
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Nous supposons en outre que les exposants Qi, Qg, ..., Q,(
jouissent delà propriété suivante : i< n'y a aucune relation de la
forme

(5) a,Qi-ha2Qî-+ 03 Qa-+-...-+-oc,, Q,t+^0== o,

les coefficients a étant constants et entiers.
En substituant dans l'équation de la surface les valeurs (4) de

la représentation uniforme, nous obtenons une identité telle que

(6) Vpyi.(u, ^)e^«<t•+^U.-^-..•+P•^.,Q,.^^
À

le premier membre étant la somme d'un certain nombre de termes
exponentiels de la forme indiquée dans celte formule (6), les P/s(tf, v)
désignant des polynômes en u et celles [AA|, y.k2j ..., [JL^//des nombres
entiers. Diaprés l'hypothèse faite ci-dessus sur les exposants Q(
aucun exposant de la formule (6) n'est une constante et il n'est
pas possible que la différence de deux exposants de la même for-
mule soit une conslanle; donc l'égalité (6) a toutes les propriétés
nécessaires pour l'application de l'extension du théorème de
M. Borel, indiquée dans le premier paragraphe de ce travail, et
par conséquent, nous obtenons les identités suivantes :

(7) Pt(u,v)J=0, P î ( u , V ) = 0 , P3(M,(Q=0,

Or, ce résultat nous fait voir que l'identité (6) subsiste quelles
que soient les quantités Q(, et, par conséquent, l'équation de la
surface sera vérifiée par les valeurs (4), quelles que soient les
fonctions <?01, ^Qî, ..., e°" : en effet, les polynômes PA(^, v) sont
tout à fait indépendants de ces exponentielles. En particulier,
nous pouvons remplacer les e01, (?Q1, ^Q(, ..., e^ par des poly-
nômes arbitraires en u et v ou par des fonctions rationnelles en u
et ^:R, (M,^), K.ï{u^ v), . . .,R^(M, ̂ ); les équations (4) prennent
alors la forme

/ v=pi(u,v) ÏMM^y-h/^i^tQRî^,^)-}-...
^ -^Pn(u, V) R,,(M, V) 4-/?o(M, (Q,

/ Q » ly = y» ("»^)Hi(^ <0+yi(",t0 RS^,^)-+-...
\ ) {

-4- Çn(u, V) R,,(M, ^)4- yo(^ V),

z == 7-1 (M,^)Ri (u,v)^- i\{u, v)Rî(u,v) -+-...
, 4- rn(u, v)R^(u, ( ;)-+-/'o("î^ ;)•
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Elles donnent des représentations rationnelles de la surface, qui
sera, par conséquent, unicursa/e.

4. La restriction imposée aux exposants Q/ dans le numéro pré-
cédent peut être supprimée 5 c'est-à-dire que nous n'excluons pas
les cas où il existe entre les Q/ des relations de la forme (5) ou
bien de la forme

(8') ^ao(^Q.)a,(^0,)5(3(^Q,.)a^= i.

Si le nombre des relations distinctes de la forme (5) est égal ou
supérieur à /?, les exposants seront, en général, des constantes
et, alors, la représentation (4) sera visiblement rationnelle.

Maintenant, les annulations des exposants et les réductions des
termes de Fidentilé (6) sont bien possibles et correspondent à des
relations linéaires de la forme (3) ou bien à des relations algé-
briques de la forme (8') entre les exponentielles ^Ql. Ces équations
algébriques entre les e^1 présentent deux cas : i" ou bien, leur
nombre étant égal ou supérieur à /i, elles déterminent complète-
ment les exponentielles ^Q( qui seront, par conséquent, des con-
stantes; 2° ou bien, leur nombre étant inférieur à /i, elles laissent
libres un certain nombre p de ces quantités ^Q<; alors les n — p
quantités Q, seront des fonctions linéaires des o autres de la
forme

(9) Q^^Qi-^- ^Q2+...-+--^Qp ( t=p-+- i ,p-+-2, ...),

les nombres 64, &a, . . ., 6p, J\ élant entiers et le dénominateur k
élant le même dans les valeurs de tous les exposants Q/?-m
Q/»4.a, .. ., Q^.

Nous aurons aussi
/ (h\A./ UA^ / ^V?

.0,=^} ̂ ) ...^;
ou bien

eO. == A^A^.. .k^ (i-. p 4- i, p + 2) ..., n),

en posant
U. QÎ ^

^ Â = Ai, 6^=== Ai, ^^Ap.

L'équation de la surface sera vérifiée par les expressions (4),
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quelles que soient les quaniilés Ai,Aa, ..., Ap. Si donc nous
remplaçons ces quaniilés par des fondions rationnelles des u et v^
les quantités e01, ^Ql, ..., ^QM seront aussi des fonctions ration-
nelles des mêmes variables, comme le montrent les formules

eQ.=Af\ e^=\^ ..., ^?=A^,
^ == A^... A^ (^ = p + i, p -+- 2,.. . , n),

et la surface sera unicursale.
En ce qui concerne l'identité (6), nous remarquons qu^il v a

deux cas à distinguer : ois bien elle peut, moyennant les réduc-
tions, prendre une (orme ayant toutes les exponentielles con-
stantes, et alors nous n^vons besoin d^j faire aucune substitution
de (onctions transcendantes par des fonctions rationnelles; ou
bien, après toutes les réductions possibles, il y restera des expo-
nentielles transcendantes que nous pouvons remplacer par des
fonctions rationnelles de u et r.

Nous obtenons donc le théorème suivant :

Toute surface, admettant pour /es coordonnées de ses points
une représentation uniforme transcendante de la forme (4)?
est unicursale.

IlL — GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME.

S. Si nous tenons compte de la forme générale du théorème
de M. Borel, nous pouvons généraliser beaucoup notre théorème
ci-dessus énoncé.

Ainsi, l'identité (2) (n° 1) entraîne la nullité de tous les coeffi-
cients Ci dans le cas où, ces coefficients élantdes fonctions entières
de genre fini, les exponentielles sont des fonctions entières de
genre infini. En appliquant, par exemple, ce cas du théorème de
M. Borel, nous obtenons le théorème suivant :

Si une surface algébrique admet une représentation para-
métrique uniforme telle que

v = ̂ n^-t- ̂ ii^-t-. •. -+- g\ne^,
y = gî\ <ÎQ• -4- gïï €^ 4- ... 4- gm ̂ S

» = ̂ »1 ^Q* 4- ̂ i €^ 4-... -4- ^n C^
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les gik désignant des fonctions entières de genre fini et les
exponentielles des fonctions entières de genre infinie cette sur-
face admet aussi des représentations uniformes de genre fini
(c'est-à-dire (fue les valeurs des Xy y y z font des /onctions
entières de genre fini par rapport a u et v).

Pour Inintelligence de cet énoncé, il est nécessaire de donner les
explications suivantes. Nous disons qu'une fonction entière g{u,v)
est de genre fini lorsqu'il en est ainsi par rapport à u pour toute
valeur de v et par rapport à v pour toute valeur de u ; dans le cas
contraire, elle est de genre infini.

6. Nous terminerons ce travail par une remarque concernant
l'extension du théorème de M. Borel aux fonctions de deux va-
riables indépendantes. Ce théorème suppose que dans l'identité (2)
aucune différence H/(A', y) — HA(^, y) n'est une constante (pour
fixer les idées, nous nous bornons au cas où les coefficients c<
sont des polynômes); d'autre part, pour faire la démonstration,
il faut passer au cas d'une variable indépendante en donnant à y,
par exemple, une certaine valeur y =yo ; il faut donc montrer
que celte valeur peut être choisie de façon que les différences ci-
dessus mentionnées ne deviennent pas des constantes poury==y0
et qu'il en soit ainsi des exposants eux-mêmes H/(*r, y). La dé-
monstration est facile, parce que l'ensemble (E) des valeurs dey,
telles que l'un des exposants H/ ou l'une des différences H/— Hy
soit une constante par rapport à *r, est évidemment dénombrable;
en effet, cet ensemble n'est autre chose que l'ensemble des zéros
d'un ensemble dénombrable de fonctions entières en y. Nous
n'avons donc qu'à choisir une valeur de y n'appartenant pas à
l'ensemble (E) pour ramener le cas des fonctions de deux
variables au cas des fonctions d'une variable.

7. En corrigeant les épreuves, j'ajoute enfin que nos théorèmes
des n08 4 et o sont encore vrais quand la représentation uniforme
donnée est fournie par des fonctions méromorphes par rapport à
deux paramètres u et p, telles que

Ni N2 Na— ^ — — » ^ == —,^-D"/ ^D^ ""D's ^a
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les N,, Ma, N3, D, , Da, D., étant des expressions exponentielles
de la forme

pi(u, ^•)eQ«(M ' (• )-+-/?2(/<, ^)<?U^<') 4-... -h7.»,z((/., (/)^"( f /.( '»-^-^o(^,^)

utilisée dans ce travail. La démonstration se fait par les mêmes
raisonnemenis.

FIN DU TOME XXXVII.


