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SUR LA REPRESENTATION UNIFORME DES SURFACES ALGEBRIQUES;

Piv M. Georces Rimounnos.

1. — L’exteEnsion pv THiorEME DE M. BorreL.

1. On sait que le théoréme de M. Borel sur 'impossibilité d'une
identité de la forme

(1) cretiz) 4 coelsls) - c3etildl 4, .+ ¢ ellnld) = o,

ou les H,(3), Ha(s), ..., H,(5) désignent des fonctions entiéres
telles qu’aucune dillérence H;(3) — H;(5) ne soil constante, a
rendu des services considérables & la théorie des fonctions d'une
variable indépendante (') (voir, par exemple, ma thése de doc-
toval : Sur les zéros d’une classe de fonctions transcendantes,
Paris, 1906, et ma communication insérée aux A del 1V° Con-
gresso internasionale det Matematici, Roma, 6-11 aprile 19o8).

Ll est claiv que le méme théoréme existe pour les fonclions de
deux variables indépendantes, et I'identité

(2) c ey - coetale,y) 4 eyl ) -, L4 ¢y elml®y) = o

entraine la nullité des coefficients ¢, ¢a, 3, ..., Cp, si les fone-
tions H;(z, y) sont des fonctions entiéres de deux variables com-
plexes indépendantes; nous supposons encore, bien entendu, que
aucune dilférence H;— H; ne soit une constante.

Iextension Jdua théoréme de M. Barel an cas de deuax varviables
indépendantes Sobtient immddiateinent, poisquiune wdentitd de la
forme (2) sc ranslorme en une identité de M. Borel si nous atiri-
buons & y, par exemple, une valeur quelconque, ou bien si nous
remplagons ¥ par une fonction enti¢re de x.

(') Les coeflicients ¢; sonl ou bhien des polynomes ou bicn des fonctions entiéres
d’ordre de grandeur inférieur & celui des exponentielles.
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H. — LEs SURFACES UNICURSALES ET LES REPRESENTATIONS
UNIFORMES TRANSCENDANTES.

2. Les surfaces unicursales, admettant des représcntations para-
métriques rationnelles, sont aussi susceptibles de représentations
uniformes transcendantes; cela est ¢vident, parce que nous pou-
vons remplacer les deux paramétres de la représentation ration-
nelle par des fonctions uniformes quelconques d’autres variables.
Nous savons bien que la réciproque n’est pas vraic; nous avons,
par exemple, les surfaces hyperelliptiques qui admettent des re-
présentations uniformes de deux paramétres sans éire unicursales.
(Les coordonnées d’un point quelconque s’expriment par des fonc-
tions quadruplement périodiques de deux paramétres : voir E.
Picarp et G. Simarr, Théorie des fonctions algébriques de
deuz variables indépendantes, 1. 11, p. 439g.)

Je me propose de signaler ici unc classe trés éiendue de repré-
senlalions uniformes transcendantc:, doni l'exislence enlraine
I'existence de représentations rationnclles et montre que la sur-
face est unicursale. Démontrer a I'aide d’une représentation trans-
cendante que la surface est unicursale, c’est 1a un fait évidem-
ment intéressant, car il ne s’agit pas, bien entendu, de quelques
cas élémentaires ol la représentation transcendante devient,
moyennant une substitution visible, immédiatement rationnelle
en fonction de deux variables indépendantes.

3. Supposons que la surface ayant I'équation algébrique
(3) .f(xh}’az):‘)
admette la représentation paramétrique uniforme

T = py(u, v)etev) + po(u, ) el 4.+ pp (1, 0)e@¥) + py (1, ),
(&) } Y= q1(u, ) eV + gy (u,0) eV .. 4 g (U, 0) e g4 (u, v),
3 = ry(u, 9)eti) 4 py (1, 0)eQl ) 4 1y (1, 0)e@le,) 1 py (1, 0),

les pi(u, v), qi(u, v), ri(u, v)désignant des fonctions rationnelles
des u el v et les exposants Q;(u, v) des fonclions entiéres quel-
conques; c’est visiblement une représenlation lranscendante et
uniforme.

XXXVIIL. 17
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Nous supposons en outre que les exposants Q,, Q,, ..., Q.
jouissent de la propriélé suivante : il n’y a aucune relation de la
Jorme

(5) a1 Qi+ 22Qa+ a3Q3+... 4+ 2,Q,+ 29 =0,

les coefficients a élant constants et entiers.
En substituant dans ’équation de la surface les valeurs (4) de
la représentation uniforme, nous obtenons une identité telle que

(6) EPA.(u, v) ek it i et o+ in O = o,
P

le premier membre élant la somme d’un certain nombre de termes
exponentiels de laforme indiquée dans cette formule (6), les Px(u, ¢)
désignantdes polynomes en wetvetles kis Whay -y hkn des nombres
entiers. D’aprés I'hypothése faite ci-dessus sur les exposants Q;
aucun exposant de la formule (6) n’est une constante et il n’est

" pas possible que la dillérence de dcux exposants de la méme for-
mule soit une constante; donc I’égalité (6) a toutes les propriéiés
nécessaires pour l'application de I'extension du théoréme de
M. Borel, indiquée dans le premier paragraphe de cc ravail, et
par conséquent, nous obtenons les identités suivantes :

(7) Pi(uyv)"—'—oy Pl(ur")=°) p3(uvv)=0:

Or, ce résultat nous fait voir que I'identité (6) subsiste quelles
que soient les quantités Q;, et, par conséquent, I’équation de la
surface sera vérifiée par les valeurs (4), quelles que soient les
fonctions e, e, ..., e% : en effet, les polynomes Px(u, ¢) sont
tout & fait indépendants de ces exponentielles. En particulier,
nous pouvons remplacer les e®, e®, e, . ., % par des poly-
nomes arbitraires en u et v ou par des fonctions rationnelles en «
etv:R,(u,v), Ri(u, v), ..., Ra(u,¢); les équations (4) prennent
alors la forme
I 2= py(u,v) Ry (u,0) + pa(u, v) Re(u,v) +. ..
+pn(u,v) Ry(u, 0) + po(u, v),

y=q:1(u,v) Ry(u,v) +qa{u,v)Re(u,0)+...
+ ga(u, 0) Ru(u, 0) + qo(u,9),

z2=ry(u,0) Ry (t,0)+ re(u, o) Ry(u,0)+...
) + ra(u, v)Ry(u, 0)+ry (u,v).
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Elles donnent des représentations rationnelles de la surface, qui
sera, par conséquent, unicursale.

4. La restriction imposée aux exposants Q; dans le numéro pré-
cédent peut éire supprimée; c’est-a-dire que nous n'excluons pas
les cas ot 1l existe entre les Q; des relations de la forme (5) ou
bien de la forme
(8

eﬁn( e )31 ( eQa )“a( e )an =I.

Si le nombre des velations distinctes de la forme (5) est égal ou
supéricur 4 n, les exposants seront, en géncéral, des constantes
et, alors, la représentation (4) sera visiblement rationnelle.

Maintenant, les annulations des exposants el les réductions des
termes de I'identité (6) sont bien possibles ct correspondent a des
relations linéaires de la forme (5) ou bien a des relations algé-
briques de la forme (8') entre les exponentielles e?, Ces équations
algébriques entre les e% présentent deux cas : 1° ou bien, leur
nombre étant égal ou supérieur a n, elles déterminent compléte-
ment les exponentielles e® qui seront, par conséquent, des con-
stantes; 2°ou bien, leur nombre élant inférieur A n, elles laissent
libres un certain nombre s de ces quantités e¥; alors les n —
quantités Q; seront des fonctions linéaires des p autres de la
forme

b
(9 Q=4Qu+ %0+

(

Q,: (i=p+1,p+2,...)

les nombres b,, b, ..., be, k élant entiers et le dénominateur &
étant le méme dans les valeurs de tous les exposants Qp,y,

QP+2, ceey Qn-

Nous aurons aussi

0\oy [ Qs\b, Lo\ b
eQiz(e‘) (e") Loo\et

ou bien
eQizzA’,’*Ag*...Age (i=p+1,p+2)...,0),
en posant
o o ]
et = Ay, ek = A,, ek=AP.

L’équation de la surface sera vérifiée par les expressions (4),
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quelles que soient les quantités A,, A,, ..., A;. Si donc nous
remplacons ces quantités par des fonctions rationnelles des u et ¢,
les quantités e®, ¢, ..., % seront aussi des fonctions ration-
nelles des mémes variables, comme le montrent les formules

e = Af, e = Al;, ceey 80?= Ak

PV
e0;=A2-Ags...Age (i=p+1,p+2,...,n)

et la surface sera unicursale.

En ce qui concerne l'identité (6), nous remarquons qu’il v a
deux cas a distinguer : ou bien elle peut, moyennant les réduc-
tions, prendre une forme ayant toutes les exponentielles con-
stantes, ct alors nous n’avouns besoin d’y faire aucune substitution
de fonctions transcendantes par des fonctions rationnelles; ou
bien, aprés toutes les réductions possibles, il y restera des expo-
nentielles transcendantes que nous pouvons remplacer par des
fonctions rationnelles de u et v.

Nous obtenons donc le théoréme suivant ;

Toute surface, admettant pour les coordonnées de ses points
une représentation uniforme transcendante de la forme (4),
est unicursale.

Ill. — GENERALISATION DU THEOREME.

5. Si nous tenons compte de la forme générale du théoréme
de M. Borel, nous pouvons généraliser beaucoup notre théoréme
ci-dessus énoncé.

Ainsi, U'identité (2) (n° 1) entraine la nullité de tous les coeffi-
cients ¢; dans le cas ou, cescoefficients étant des fonctions entiéres
de genre lini, les exponentielles sont des fonctions entitres de
genre infini, En appliquant, par exemple, ce cas du théoréme de
M. Borel, nous obtenons le théoréme suivant :

Si une surface algébrique admet une représentation para-
métrique uniforme telle que

z =guel+ gael+...+ ginels,
Y =gnel+ grel+.. .+ g eln,
s=gnel+ gpel+t...+ gyaen,
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les gix désignant des fonctions entiéres de genre fini et les
exponentielles des fonctions entiéres de genre infini, cette sur-
Sace admet aussi des représentations uniformes de genre fini
(c’est-a-dire que les valeurs des z, y, 5 sont des fonclions
entiéres de genre fini par rapport & u et ).

Pour 'intelligence de cet énoncé, il est nécessaire de donner les
explications suivantes. Nous disons qn’une fonction entiére g(u, +)
est de genve fini lorsqu’il en est ainsi par rapporl & u pour loute
valeur de ¢ et par rapport & ¢ pour toute valeur de «; dans le cas
contraire, elle est de genre infini.

6. Nous terminerons ce Lravail par une remarque concernant
'extension du théoréme de M. Borel aux fonctions de deux va-
riables indépendantes. Ce théoréme suppose que dans l'identité (a)
aucune différence H;(z, ) — Hx(z, y) n’est une constante (pour
fixer les idées, nous nous bornons au cas ou les coefficients c;
sont des polynomes); d’autre part, pour faire la démonstration,
il faut passer au cas d’une variable indépendante en donnant & y,
par exemple, une certaine valeur y = y,; il faut donc montrer
que cette valeur peuat étre choisie de facon que les différences ci-
dessus mentionnées ne deviennent pas des constantes pour y =y,
et qu’il en soit ainsi des exposants eux-mémes H;(z, y). La dé-
monstration est [acile, parce que 'ensemble (E) des valeurs de y,
telles que 'un des exposants H; ou I'une des différences H;— H;
soil une constante par rapport a z, est évidemment dénombrable;
en cflet, cet ensemble n’est autre chose que I’ensemble des zéros
d’un ensemblc dénombrable de fonctions entiéres en y. Nous
n’avons donc qu’a choisir une valeur de y n’appartenant pas a
I’ensemble (E) pour ramener le cas des fonctions de deux
variables au cas des fonctions d’une variable.

7. En corrigeant les épreuves, j’ajoute enfin que nos théorémes
des n* 4 et 5 sonl encore vrais quand la représentation uniforme
donnce est fournie par des fonclions méromorphes par rapport a
deux paramétres u et ¢, telles que

N N _ N
=p’ 7YTD, 7o
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les Ny, N,, Ny, Dy, D., D, étant des expressions exponentielles
de la forme

Pr(1e, 0) eQiee - py (1, 0) eQl) - - py, (1, 0) eVt + po(u, )

utilisée dans ce travail. La démonstration se fait par les mémes
raisonnementls.

FIN DU TOME XXXVII.



