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SUR LÉS DÉRIVÉES MODULAIRES DES POLYNOMES;

Par M. FÉLIX LUCAS.

Soit

(1) /(^)=Ao^•+-Al^- l+...-+-Ap-l^-+-A^

un polynôme de degré /?, à coefficients réels ou imaginaires.
Formons Fexpression

(2) AaA-s) =pf(s) - (^ - a)A^Î

c'est un polynôme du degré (p — i) en z et du premier degré en a,
que nous appellerons la dérivée modulaire (module a) def(z).

En opérant m fois de suite cette sorte de dérivation, nous ob-
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tiendrons ]a m1®"® dérivée modulaire

6==wi
(3) ^f(z) == (- i)^P^ ̂  (~ I)OC;:T p. (^ - a)9/(^;

Ô=o

c^est un polynôme du degré (p—m) en <z et du degré m
en a. On peut considérer ce polynôme comme la somme de
(p — m 4- i) (m -4- i) termes et écrire

h==p—m h=m

(4) A;1/̂ )^-.!) ,̂ ^ ^ ô^P-^a .̂
h=0 A = 0

Proposons-nous de déterminer la valeur du coefficient &A,A.
A cet effet, commençons par développer le second membre

de (3), suivant les puissances décroissantes de z, en posant

AS^/(^)==(—I)/"Pw(Bo^-w-^-Bl^-M-l -h...(5) < "a./w—^—i;'"^w^
-+- B^P-^-^-t-...+ Bp-^-i-s+B^-,»),

chacun des coefficients B désignant un polynôme en a du degré m.
Nous voyons immédiatement que

(6) (- î)^P,nPp-m-h^=iï>ë~m-/t^fWÎ^

D étant le symbole de la dérivation ordinaire.
Or on a identiquement

D.Aa/(a)==(/?~I)/(^)~(^-a)/y(^)===AaD,/(^);

d'où, plus généralement,

(7) D?AS1/^) = Aa"D?/(^) = AS1/^);

on peut donc transposer les signes D et A.
Appliquant celle observation à la formule (6), nous trouvons

(8) (—î)mPmPp-m-hBh= Wf^-'^Wiz^

Comme /^-"'-^(.s) est un polynôme du degré (m-|-A), nous
avons e==m
(9) ^P-m^W=(- ̂ m V (- M^ - (S-^P^-^W,

^——— tH
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et, par conséquent,

[AaV^-^--^)],=o
9==yn

= (-')'" P». ̂  (-' )2()C,A,̂ ./,-e ̂  a» [/<P-'"-̂ ') <^)1,=o.
6==o

Nous pouvons, dans la formule (8), remplacer B^ par &^ en
réduisant le second membre au lerme en a7""^; or ce terme est,
d'après la formule (10), celui qui correspond à 6 == m — /c, c'est-
à-dire

(- ̂ P^C^———ai^'Ah+kPp-h-^
1 m—k

Par conséquent,

OO Vni-k^p-m-hbh^ ^p-h-k^k^h^k'

On a identiquement

^p—h—k _ P(fn-k)-^-(p-f,t—/t} _ pm-k
P , p — p p — ^p-h—k'
* m — k * p — m — h rm—k*-p'—m.—h

Donc, eh dernière analyse,

(12) b^k= cp-^kC^k^h^
La formule (4) devient, par suite,

h==p — m h=m

(13) A?/(^)==(-iV»P^ ^ ^Cyr^C^AA^^-^-7^/^.
h=0 k=9

L^ensemble des termes du second membre pour lesquels la
somme h -4- k reste constante, de manière que Pon ait

(14) À + A : = = y ,

est le polynôme du degré p — y, en z et a,

h=-p—m

(-l)mp^Ay ^ C^f-VC^zP-^-^aL^^.
h ==0

(II faut remarquer que la limite inférieure de A doit être q—w au
lieu de zéro si m — q est négatif, et que la limite supérieure de h
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doit être q au lieu de p — m si q est le plus petit de ces deux
nombres.)

Par conséquent :

Le coefficient de chaque terme du degré p — q dans une dé-
rivée modulaire de degré quelconque est égal au coefficient du
terme du même degré dans f{z) multiplié par un facteur
simplement numérique.

Si le terme du degré (p — y ) manque dans/(^), le polynôme
du même degré manque dans toutes ses dérivées modulaires.

Reportons-nous à la formule (3) et faisons a = = ^ ; tous les
termes du second membre s'annuleront, à l'exception de celui qui
correspond à 6 = o; par conséquent,

(I5) IW(^)]a^= (-I^P^CJT"1/^);

le coefficient de zP"^ est donc

(-i^P^C^A^.

D'autre part, en faisant a===<s dans le polynôme du degré/?—<y,
en a et z, indiqué plus haut, nous trouvons pour coefficient
de zP-9

h =p — m

(-iy»p,^Ay ^ 0^-7 q- .̂
A = o

Égalant ces valeurs d'un même coefficient, nous obtenons cette
formule (peu connue, bien qu'elle ne soit pas nouvelle)

h=p—m

(16) ^ Cîn+y/l-<yc^==c^-w;
Â = 0

dans laquelle il faut regarder comme nulle la valeur de tout coeffi-
cient G dont l'indice supérieur serait négatif.

Nous allons maintenant indiquer une propriété remarquable
des dérivées modulaires.

A cet effet, reprenons la formule (i3) en l'écrivant sous la
forme

h == p — m m(̂ •y.̂ ,. - 2 2c/"'-r/^-CLA•A/t+t^-w-/'a"'-^•
ft=e *=«=o
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Le second membre ne change pas sî l'on permute p—m et m,

z et a. Par conséquent,

ASV(^) ^ Ag-^AoQ
(-i)^P,,, (-l^-^Pp-,,/

Soit, sous une forme plus simple, la formule remarquable

(i;) (—i)PPp-,n^f(z) = P,,, Ar^/Xa).
Remplaçons dans le second membre ^~mf(aL) par le second

membre de Inéquation (3), dans lequel nous permuterons z et a,
m et p - — m . Nous obtiendrons pour A^/*(-s) Fexpression nou-
velle

6 == p — 7/1

(18) lîtf(^)=(-l)'nP„t ^ (_i)eCp».9^-(a-.s)0/t(»(a).
Cl _ ,.

SUR LES DÉRIVÉES MODULAIRES DES POLYNOMES;
Par M. FÉLIX LUCAS.

Dans une précédente Communication, nous avons donné le nom
de dérivée modulaire (module a) du polynôme/(^), du degré/?,
à la fonction
(l) ' Aa/(^) =pfW -(^-a)/'(^),

et nous avons étudié les dérivations modulaires successives faites
avec conservation du module.

Nous allons étudier aujourd'hui les dérivations modulaires suc-
cessives faites avec changement du module.

On a identiquement

^ A^a/(^==Aâ.p/^)=^(^-i)/(^)~^-oj^^^ fW

+(^-a)(^-P)/'(^);

cette fonction étant symétrique relativement à a et (î, on voit que
Fon peut intervertir l'ordre des dérivations.

On a ensuite

/ ( (^-a))
\ A|i^,Y/(^=^(/>-l)(/>-2)/(^)-(jo-l)(^-2). 4-^-P);/^)
1 ( -4 - ( ^——f ) )

. (̂  a) (^--p) 1

• ( p - 2) +(——?) (^-T) /'(^ - (^-a)(5-i3) (^-Y).T(3).
^(^.-^-a))
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La loi de formation est simple; le résultat des dérivations suc-

cessives pour une série de m modules a, (3, v, . .., \ est

6==w

(4) ^^..^/(^^^(-^A^Se/^^);
6=0

dans cette formule SQ désigne la somme des produits 9 à 6 des m
binômes (z - a), (z - (3), ..., (z - \) ; A^e8 désigne le nombre
des arrangements de (p — 0) objets (m — 6) à (m — 6). Conven-
tionnellement So===i .

Nous pouvons poser

(5) (^-«)(5«-p)...(^--^)=^);

nr(^) sera un polynôme du degré m dont le terme du degré le
plus élevé a pour coefficient l'unité. Nous écrirons alors symboli-
quement

(6) ^..^fW=^f(z)

pour désigner le résultat des m dérivations modulaires succes-
sives faites avec les m racines de Féquation vsfz) == o.

On a identiquement
S//t =T3(Z),

Sw-i=w'(-s);

pour obtenir S^a? nous remarquons que cette somme des pro-
duits (n — 2) à (n — 2) des m binômes (z — a), (s — p), . ..,

(z —\) contient '——-L termes, tandis que ^ " ( z ) contient deux

fois ce nombre de termes; par conséquent

Sm-l= T^^Wî

on trouve ensuite

s^^——^)'1 • Z • 0
et généralement

(7) S6=S^-^-e)== ———rs^-^(z),
rm—Q

en désignant, suivant P usage, par Pm-Q la factorielle

i .2 .3 . . . r /7 i—6).
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Avec ces notations nouvelles, la formule (4) devient

6==w

(8) A%)/(^==^(-I)ÔC;.:60^-e)(^)/(6)(^),
8=o

C^Q désignant le nombre des combinaisons de ( / ? — 9 ) objets
( ^ — 9 ) à ( m — 9 ) .

Il est intéressant de considérer le cas où ^(z) est du même
degré quef(z)^ c^est-à-dire le cas où m est égal à p. La formule
précédente devient alors

6==p

(9) A^)/(Z)=^(-I)^(P-Ô)(^)/(Ô)(^).
6=0

Nous avons, d'ailleurs, par la formule (7), dans laquelle nous
remplaçons m parjo,

do) ïïTp-0(^)=Pp-oSe.

De même, en admettant que le polynôme f(z) ait Funité pour
coefficient de son terme du plus haut degré et en désignant
par T^_o la somme des produits (p — 9) à (p — 9) des p facteurs
binômes de ce polynôme, on a

( 1 1 ) /0(^)=PôT/,-e.

La formule (9) peut, par conséquent, s'écrire sous la forme

6=^

(12) Afc)/(^)=^(--i)^-oPeS6T^e.
e=o

Comme chaque dérivation modulaire abaisse d'une unité le
degré du polynomey(^), le second membre de cette formule (iî>-)
doit être du degré zéro, en d'autres termes, ce second membre
doit se réduire à une constante. Par conséquent, les coefficients
de toutes les puissances de z doivent être identiquement nuls.

Pour déterminer ces coefficients, désignons par

Si, 5ï, ..., Sp

les sommes des produits i à i , 2 à 2 , . . . , / ? à / ? des p racines de



- 192 —

l'équation ro(^) == o, el, de même, par

tiy ^2, • * • i fp

les sommes de produits analogues pour les racines de l'équa-
tion y(,s) = o, Nous aurons alors

S, =C? ^o-^--.̂ .̂.. -...],
(i3) <( j/,_e= c^-e-^g1^-^ (P -;y_-̂  -I) ̂ -o->...],

et, par saite,
ZP— ( - Si -+- p^—— tt\ ZP-1

ft fl VJP ^ /
d4) SoT^e=c^c{;-u re (Q~0, , Q P-Q . (^-Q)^-e-0.1 ̂

•~ 1 ~~7———^—T -2 •~ "~" '———— "1 " l ""' —————?—————^———— - '2 | ' -
\.P^P -ï) P P P(P—ï) 1

4-.. ..

En portant cette valear de SoT^_e dans la formule (12) et expri-
mant ensuite que les coefficients des diverses puissances de z sont
nuls, nous obtiendrons les équations

(i5)

;̂(-i)0 ^Ç^•^p^-p •— ^»
6=o
^p
0=o
^p
^(~,)ôeA^A^°=o,
e=o
e=p
^(-i^e'A^A^-^o,

e=o
.e=p

que nous pouvons réunir dans l'équation générale
e=p

(16) ^(-lîee-A^A^^o,
e=o

l'exposant m désignant n'importe lequel des nombres entiers o, î ,
2, . . . , ( /^—l) .

Divisons le premier membre de cette équation par la con-
stante Pjo el posons pour simplifier les écritures

d7)
À8 A^°. f. I\.n i\ n

(-06 /./ =^o;• //
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nous aurons, pour chacune des valeurs de /??, l'équation

0=/,
O8) ^Q^XQ== o.

e=o
La valeur de XQ est l'unité; les autres valeurs de x

(I8/) x^ ^îf ..., ^Oî • • . , OTp

doivent vérifier le système d'équations linéaires

a-r a'2-t-...-h ^e 4-... 4- .r» = i,

09)
.yi+ 2.r,-+-...4- i9a-Q+...-+- jo.y^ === o,
.ri-4- 22^24-...4- o^e+.-.-r- /?«^=o,

• • • • . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . , , , . , , ^ ^ ^ ^ ^ ^
a-i + îP-i^ -h...-{- 6^-1^04-.. .-+-/^-^ == o.

Nous pouvons obtenir une démonstration nouvelle de la for-
mule (16) en regardant x^ x^ ..., Xp comme des inconnues et
résolvant ce système d'équations.

Le dénominateur commun est

i
i
i

i

i
i

•22

2//-1

... 1 ...

6
... 62

... O^-1

i

P
P2

nO-l

= = P l P , . . . Pp-i-

î

0^

1 1

1 2 1 - 1 ) (6-2) ..

^^O1^ I 22 - • • ( 6 —0 2 ( 6—2)2 .. P^ =(-i)0 PiP....?.-.!-,
POP/.-O

I 2^-2 ... (ô—l)P-2 (O—^)^-2 ... pP-ï

La valeur de XQ est, par conséquent,

A0 A^-°P,> A» A»
a-o=;(-I)OP^Po=(-}o-7Î-'

comme dans la formule (17). L'équation (16) est donc ainsi dé-
montrée-

Cela posé, revenons à la formule (12), qui détermine la dérivée
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modulaire

^)/(^).

Le second membre de celte formule se réduit à son terme con-
stant, que l'on obtient en Faisant ^==0; on trouve, par con-
séquente

B==^

(20) Af^/(^) ==. (-i)/^(-i)Op^oPe,o^-6.
6==o

II est intéressant d'examiner le cas où le polynôme ^ ( z ) ne dif-
fère pas de fÇz). Nous obtenons ainsi la ^ième dérivée modulaire
de f(z) relativement à ses p racines

ô=/,
( 2 1 ) Af/J^)=(-i)/^(-i)Op^oIVo^-0,

0=o

tin désignant la somme des produits 771 à m des? racines de/(^).
Dans le cas particulier où

/(.5)==^-I,

la dérivée modulaire prise relativement à toutes les racines n^'"1*'5

de l'unité se réduit à zéro si p est impair et à — 2 si p est pair.
Dans le cas particulier où

/(5)==(;î-~a)^

la dérivée modulaire considérée est toujours nulle, car on a

(ï=p
^=A£(^-a)P=(-i)^(5-a)^ (-i)0 A^A{;-°=o.

0=o

Ce dernier exemple concerne les dérivées modulaires sans chan-
gement de module dont nous avons parlé dans notre précédente
Communication. Voici une remarque nouvelle au sujet de ces
dérivées.

Posons

(•Â'A) - • — — == O(^î) ,( ; ï—-a^ - v / î
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f(z) désignant un polynôme du degré/?. On a identiquement

/ Aa/(^)=(~i)(^-a)^i^),

(23) j Aâ/(^)=(—I)2(^-a)P-n[2^(^)+(^-a)<p f f(^)],

et généralement
1 ^,i<p'(3)+6,^2 ( z - o i ) ^ ( z ) -h.

(î4) AS1/^)^—iV^-a)/^ 5 +......... + ̂  (^ —a)A-i^(^) -4-.

• + &m,m(^ — a)^-i ©(^(^)

les 6^^ désignant des coefficients numériqaes. La loi de forma-
tion de ces nombres est représentée par la formule

(25) bm.h == (m 4- h — 1)6,^1^4- 6,^-1,A-I ;

on a d^ailleurs
^ W , I = = P W et b,n,m=l.

On peut former ainsi avec ces nombres le triangle suivant :

1 2 3 4 5 6

2 2 I

3 6 6 l

4 a4 36 1% i
5 120 1^0 120 20 I

6 720 I800 I200 3oo 3o i

Un nombre quelconque de ce triangle est égal aa produit du
nombre placé au-dessus de lui par la somme des rangs de la ligne
et de la colonne de ce terme, augmenté du nombre qui précède
celui-ci dans la même ligne.

C'est une loi de formation beaucoup moins simple que celle des
nombres du triangle arithmétique de Pascal.


