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SUR CERTAINS GROUPES DE MATHIEU;

Par M. oE Stcuier.

1. On wouvera dans le Journal de M. Jordan (1goz, p. 139)

la démonstration du théoréme suivant :

Les conditions nécessaires et suffisantes pour lexistence
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d’un groupe G, t 4+ fois transitif entre les symboles 1, .. .,
n, oy, -..,0, ot A est le groupe fixant sy, ..., o, F le groupe
fizant 1=g,, o, ..., o, sont qu'il existe des substitutions
d’ordre 2, sp=1(50)..(5h_2)(Th_1yTh)(Thy1)+--(¢). .., telles
que

sh=1, snfsn=/n, syrsy=a's;a’,
siasg=ay,  (Sisim P = fi, (8842 = fik
¢ (k=1 oo tdi=1, 0 0 t—15 =1, ..., t—2 k=2, ..., t—];
l=2, ...,t; f parcourt les générateurs de F, a ceux de A qui sont
hors de F; » un systéme de restes 1 de A mod F; &', a”, a; sont
« dans A hors de F; f, fu1, fix dans F),

et ces équations jointes a celles de A définissent G,.

2. Prenons pour A le groupe {(z, i3), (3, 1 — z)|, 5 parcourant
un corps de Galois Cr= C d’ordre p” == (p premier, = > 2)
dont ¢ est racine primitive. Posons (3, iz)=a, (5, 1—z)=10b et
cherchons a adjoindre & A une s, (') c=(0®)... telle que A soit
le diviseur fixant un symbole dans {A, ¢| =G. On devra avoir
cac=a% a*=1. Si a=1, comme a=({ ', 2,...), il faut

T—1
que ¢ = (0)(i2, (=*+¢) avec *t2P=1i%, 2p==—1,0u c=(0ow)a ? ,
et G contiendrait (o), ce qui ne se peut, la classe étant ©— 1.
Soit donc & = — 1. Alors ¢ = (0®) (%, i?~%) est de la forme (rz7)
et Ja condition (¢b)¥=1 donne rr=1. Donc G coincide avec le

as+ ;
gﬂ(n’_!)'Q:Z <‘(5 T g)’ les paramétres =, B, v, 8 parcourant
C(26 — By s£0), 5 parcourant C et o (*). On voit immédiate-
ment par le méme procédé que £ ne peut étre le diviseur fixant
un symbole dans un g™?2. Les équations de £ s’obtiennent en
adjoignant a celles de {a, b} 2= (cb)'= (ca)*=1.

Le diviseur fixant un symbole dans un ghti , transitif étant
métacyclique, il résulte de ce qui précéde que le seul ghti_,
transitif est £ (2, p).

3. Prenons maintenant pour A le gryr_,, (= impair) engendré
2

(') Je me servirai des mémes nolations que dans le Mémoive cité.
(?) Cf. MiLLER, Comptes rendus de l’Academie des Sciences, t. CXXXVI.
1903, p. 294.
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par @ = (8*5) = (% 3, ..., % 3) (4,43, ..., %"2) etle gt abélien
principal B formé des substitutions bg= (5 + B), 8 parcourant C
(Je poserai b,=0; si n=p, bg=0B). A est défini (') par

T—1
a ? = Ol =1, babr="03bs, a " bra=bps, h, k parcourant 1,
L voey 070 (si 0= a0 d5, b= N7~ b}, Cherchons a ad-
joindre & A une s, ¢=(0w)... telle que, dans G="'A,c!,
A soit le groupe fixant oo.

Par les mémes raisonnements que dans le Mémoire cité (2) ot
'on changera en indices les exposants de b, on lrouve que
¢ = (rs7'), r étant un carré ou un non-carré suivant que =1
ou = 3 mod4, c’est-a-dire que § = 0V (2, ®), sauf que, si = =1,
G peut encore étre le gi.. composé; et Uon obtient ainsi les
équations de 0.

V(2,7) ne peut étre le disiseur fizant un symbole s dans
un g™2. Soit en effet  la s, & adjoindre & © pour engendrer ce
g™ et supposons d’abord = =1 mod 4. On veit, comme dans la
recherche précédente, que d = (30) (3,8.57!) (s £ 0), §,=r'i=142¢
ou £, = = 729 selon ‘que 3 est carré ou non. On a ¢ = (r37'),
dc= (s0m) (5,7r8,7'5) (5 0), el (dc)?, qui fixe o, doit étre
dans @], ce qui exige 7’ =ys'. De plus d doit étre permutable 4 A,

r'sz
hz—+r
forme (5 + k). Si = = 3 mod 4, on a de suite ¥ =7.

Au contraire, le g¥., composé est le diviseur fixant un sym-
bole dans un g\,,, trois fois transitif; on le verra bientot dans
un théoréme plus général.

donc a B, seul gr de A; or cb;,c:( ) n’est pas de la

4. Tout gippr_1)X qui a plus d'un gp en a p+1. Si donc X
est simple, il est représentable en g7+ =0 (2, p).

Si p=2q¢ +1 (¢ premier), X est encore représentable en gr+!
[donc isomorphe a U (2, p) ou au g¥,, composé] sauf s’il a ung,

(1) Cf., loc. cit., p. 264.
(?) Je reprendrai seulement ici un point de détail. Si a=—1 et si ¢ échange
les cycles de a (dont ® = 3 mod 4), ¢ = (o) (&%, *+1=2%) = (3, rz~!) (r = *+).

Or cbec = (ao, r, g, g: ceey —r), et cbyc devant étre de la forme b.cb b_,arb,

ol ¢ est arbitraire, il faut, pour ¢ = r, que l'on ait £ = x'=r, cbc = b,carb, :
le second membre devant fixer o, (¥ doit étre égal 4 — r, ce qui exige que l'on
ait @ = 3 mod/; alors y se trouve déterminé.
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normal QO dont chaque élément est permutable a chaque ¢,. Dars
ce cas d’exception, X | Q est représentablc en gP+! 2 fois transitif
de classe p, et p+1=2%. Or, pour que 2°— 1=p et 29~  —1=¢q
solent premiers, il faut que v et w —1 le soient; donc g = 3.
Mais alors, X |Q ayant un g abélien normal, X a un g, abé-
lien Y. Si Y n’a qu’un gg A, il est le produit direct de Q par A,
et X est le produit direct de Q par un g;; de Mathieu. Si Y a3gs,
ils ont un g; non cyclique commun A, caractéristique dans Y, donc
normal dans X, ct AQ est le produit direct de A=1{b, ¢| par
Q=a'.Y est défini par les équations de A, Q jointes & d2=1,
db=bd, dc =cd, dad = a*? D’ailleurs X |AQ, d’ordre 14, n’a
qu’'un g; auquel répond dans X un g; . contenanl un seul g;
S=/{s|. Ainsi sa=as, dsd =s7', et (en prenant au besoin bd
pour b, cd pour c¢) sb = bs, sc = cs.

Pour le cas = £ p, je prouverai seulement que © (2, 3%) est
le seul g360 simple, le théoréme précédent fournissant une dé-
monstration plus simple que celle donnée par M. Cole (*). Un
8160 simple G a 10 ou 4o g. Supposons-en 4o. Comme 4o est
21 mod g, les gy ne sont pas premiers entre eux deux a deux.
Soit {a@} un g; divisant deux g,. Il en divisera v=1mod 3 et le
groupe A des éléments permutables & [a| est d’ordre Avg.
G, n’élant pas représentable en moins de six symboles, n’a aucun
diviseur d’indice << 6. Donc v =4, & = 1. Considérons G comme
représenté en g'° relativement a A. @, n’entrant que dans 4 g,
(jui sont ceux de A, ne divise aucun conjugué de A et est par suile
de degré 9. A|{a! est un g, ayant 4 g; (il est donc tétraédral) et
un g, non cyclique. Donc A a un g}, B> {a] qui est abélien ou
contient 3 g; non cycliques ayant un e, normal dans B. Cela étant,
B ne peut avoir 3 systémes d’intransitivité de degré 3; il
devrait donc en avoir 1 de degré 6 et 1 de degré 3 et serait
impair, ce qui ne se peut, G étant simple. Donc G a 10 g,.
Considérons G comme représenté en g'® relativement au gsgA
formé des éléments permutables au g, B. B, étant premier a tous
ses conjugués (le raisonnement fait dans le cas précédent le
montre), est de classe g et, par suite, transitif, B n’est pas cyclique,
car le groupe des substitutions permutables 4 B dans le champ

(Y 4. J, t. XV, 1893, p. 307.
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de B serait d’ordre 54 non divisible par 36. Donc A = BC, C étant
un g, du groupe linéaire & 2 variables mod p, et, comme G est
simple, dunc pair, C est cyclique. Dés lors le g' deux fois tran-
sitif ot A est le g® fixant un symbole est 0 (2, 32).

5. Cherchons a construire un grx:_y) (% impair > 3)G dont un
groupe facteur soil O (2, =). Le groupe des isomorphismes I de ©
est {0, (is), (2P)| en sorte que [ | O est un groupe abélien engen-
dré par deux générateurs indépendants d’ordres respectifs 2 et m.
O est donc unique de son type dans I, car si I contenait un
groupe '~ O et isomorphe & 0, it contiendrait 00’ et 1|V n’au-
rait pas le type indiqué. 1l résulte dés lors d’un théoréme de
M. Holder (M. 4., t. XLVI, p. 331) que, si m est pair, I a exac-

tement Lrois gp(q:_y) distincts non isomorphes qui sont £ (2, %),

g‘O, (zP’) ; =/, z'(‘), (l’:P’) z = £". Si m est impair, I n’a qu'un
gmm_1) quiest £ (2, ®). G n’a pas d’autre lype si sa seule suite
de composition est G, 0, 1.

Supposons que G admette la suite G, D, 1 (D={d|, d*=1;
je supposerai les exposants de d réduits & 0 ou a 1). &, k, § par-
courant les mémes valeurs que précédemment et yg=_y étant
défini par Bir=x, G aura pour équations

T—1

a ? =d* b= db, c:=dyY, dr=1, 0716, b) = by dvm,
a-1b,a = by den, c-lac =a1ds, c1 bﬁdopc = b:_y,mca?'pb:__xc,

B g
da = ad, db;, = b,d, dc = cd.

En prenant by d® pour by, .0n peutsupposer (b;' brbr et a™' by
étant alors, comme by, d’ordre p) que 8p= par= op=o.

Siy=o0, on a nécessairement 6=o. Cela est clair si r=3 mod 4,
car, a et a~*d n’étant pas alors du méme ordre, on ne peut avoir
¢ tac=a 'd. Soit donc = = 1mod 4 : Dc, dans la représentation
de G|D donnée au n°3, sera représenté par (r57'), r étant un carré.

, .tz
La transformée de (rz~') parw= (zr i—:’—
L3 +Er

est (rz7') (i2z)) qui correspond ici 3 Dca de G|D. w étar . dans
0(2, ), on voit que D¢ et Dca sont conjugués dans G | D. Donc
¢ est conjugué de ca ou de cad dans G, et, dans les deux cas,
(ca)*=1.

) ou §2r—mnl=—ir
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Siy=06=1,en posant ca=c',on oblient ¢*=1,c" 'ac'=a"'d,
crogdiBc = b_pc bayry et Ton a bien Pirt'=z, de
B B}
sorte qu'en changeant x en i{xon est ramené au cas impossible
v=o0,6=1. Donc 6 =0.0n aura

a-tc-tbgdisca = b_yrincar+rb_yip= c-tbgi— disic,
B B
et, puisque bgd® et bgi-+ d%-: sont du méme ordre, il faut que
fg = fg;~:. Mais alors, changeant ¢ en cd%, on aura, pour 3 carré,
cVoge=10_ ucarb. .
3

Soit d’abord nsf’imod/i. On peut toujours, en prenant au
besoin ad pour a, supposer « = o. La formule précédente donne
alors ¢c™'b _,.c =d¥bgca rsbg. Donc on n’aura que deux types :
P'un répond{:\nt A y=o est le produit direct de V (2, =) par D,
Paotre répondant a y =1 coincide avec le groupe U(2,=w) des
substitutions linéaires homogénes & deux variables dc détermi-
nant 1. Ce groupe U n’est pas un produit direct et 'on en a ainsi
les équations = = 3 mod 4.

Soil == 1 mod4. Prenons x carré; y sera pair pour B carré et
impair pour 3 non carré. En prenant donc ad® pour a, on aura,
quel que soit 8, c™'bge=0>_,scaBb_,.. On peut donc supposer

B
g =o0. Or, dans la représentation de G|D en g=+' deux fois

1
transitifdu n®3, D¢ = (r57'), qui fixe les deux symboles == %, est

une sT!. Comme {Daj est le diviseur fixant o, o, toutes les sJ*
w—1

sont conjuguées de Da *

T—1 T—1

Donc, dans G, ¢ est conjuguée de @ * ou de @ * d et, ces
deux éléments étant d’ordre 2%+!, il faut que y=238=2. On a
donc encore deux types : I'un, répondant a y = « = o, est produit
direct de VU (2, %) par D; I'autre, répondantay =z =1, est U(2, =)
dont on a ainsi les équations pour = = 1 mod 4.

6. Prenons maintenant pour le groupe A du n° 1 le g4 engen-
dré par @ = (i¥5) (yqg =7 —1) et par le méme gf B que précé-

demment. A est défini par les équations de B jointes a a?=1,
@ ' bya = bip. Cherchons a adjoindre & A unc s, ¢=(ox)...
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telle que, dans ¢ = | A, ¢{, A soit le diviseur fixant oc. On aura
cac = a* at=1.

Soit d’abord e =1. Si alors ¢q est pair, A contient une

seule s, a;, fixant o et oo, en sorte que ¢ a yx(w 1) sT~! conte-
nant 4% (w2— 1) cycles binaires. Or soient ¢ et ¢/ deux substitu-
tions ayant le cycle (0w); cc’' sera dans |a], soit ¢'= ca®; et
inversement ca® a le cycle (o). Chaque cycle binaire figurant
ainsi dans ¢ substitutions de ¢, les substitutions de § présentent
;™(m—~+1)q cycles binaires. Donc in(xm+1)g est 2+ (w2 —1)
et g == —1ouj;(x-—1), ce qu'on a reconnu impossible.

Soit donc 'q impair. Alors, ¢, ne pouvant transformer en lui-
méme aucun cycle de @ (la classe est ® — 1), les échange deux a
deux et est de degré =+ 1. D’ailleurs ¢ doit étre paire, sans quoi
les substitutions paires de G formeraient un diviseur ¢’ dont le
p- g. ¢. d. avec A serait d’indice 2 dans A, tandis que A est
pair et divise . Donc 3(n+1) est pair et mn=3mod4. Ici
encore loute substitution de ¢ ayant le cycle (o) est de la
forme ca?®, et parmi elles ¢ est la seule s, [¢ = (ca*)? étant de
degré = +1, il en est de méme de ca*]. Donc, ¢ étant deux fois
transitif, toutes ses s, sont conjuguées et au nombre de = [il y
a ;m(rm—+1) cycles binaires possibles, et chaque s; en a %(Tt—{—l)]
Donc c, par exemple, est normale dans un g(;:_',.)q e/, Dailleurs, (j a
n2— 157 du type de b fixant un seul symbole, jw(m+1)(g—1)sF
(¢’ divisant ¢) conjuguées de a* (a*341) fixant deux symboles,
i (m—+1) (g — 1) sTH' conjuguées de ca®. Les w1 substitutions
restantes qui sont les s, doivent étre contenues dans €' et de méme
dans chaque conjugué de €'. Donc les s, sont permutables entre
elles et forment avec l'unité un gr,  © = {Coy «++, Cn_y | (co=c¢)
normal dans ¢ (c’est le p. p. c. m. de e(zy,)).Donc =+ 1 est de la
forme 27. Le procédé de démonstration précédent est emprunté a
Frobenius (S. A. B., 19o2, p. 364), qui s’en est servi pour le
cas ®=p.

Je dis maintenant que == p. Soit en effet v 'exposant auquel
appartient 2modp. On aura n = kv et, 25— élant divisible
par 2¥—1, 2¥—1 a la forme p# et pm=X*(})prt. Soit k = p*!,
r=pbs ({, s premiers a p): pour r<p*, (H)p" est divisible
par p'¥tx=e (voir Jonpan, Traité, p. 129) qui est > pbt* sip
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est >1; pour rZp*, pr est > ptttsi x > o. Donc Zf(f)p+
et, par suite, p™ est congru a p¥+x/mod ptt*t!, Donc k=1,
v=n, p=m. De plus, m est impair, sans quoi p™-1
serait = 2mod8. Enfin m =1, sans quoi p + 1, divisant p™—4-1,
serait de la forme 2”'(n'<C n) et 2 appartliendrait 4 I'exposant n'.
Donc n=p=2"—1. Donc n est premier et q divise 2"~ —1.

Ces conditions sont suffisantes. En effet, € étant normal dans
G = Ae, A divise le groupe linéaire L(n, 2) 4 n variables mod 2
qui est d’ordre Kpg (K premier i p); donc, B={b}| étant un g,
quelconque de L et @ une s, d’ordre impair permutable a B ('),
on peut prendre {a@, b} pour A, et, une fois A choisi, § n’a qu'une
détermination qui est A€. Les équations de § s’obtiennent en
adjoignant & celles de {2, b| =1{b, c| sous la forme donnée (avec
d’autres notations) au n° 3 ou sous la forme donnée dans le
Mémoire déja cité (2) [ étant une racine primitive du corps
galoisien Cy» d’ordre 2" et ¢ parcourant C,», on peut écrire
b= (jt) = (j7, jo*'), a= (j7, j©*), c=(1—1¢)] les équations
al=1, atba=">", ac=ca (d'o0 a'cya=caz en posant
cz=b"%cbh*).

On va voir que g =1 ou n, en sorte que, st !’on fait abstrac-
tion du cas q =1, G est complétement déterminé pour tous les
nombres premiers de la forme 2"— 1. Comme q=n divise
2"t —1, on retrouve ce résultat que, si gq=3(p—1), on
ap=r1.

Représentons désormais ¢ par les symboles de Cyv, A = |a, b/
fixant o, {a| fixant o, 1 et cherchons & adjoindre a ¢ une s,,
d=(t, ot) = (1) (0®)..., telle que, dans {G, d| =3¢, G soit le
diviseur fixant 0. 1l faudra que dbd = b, da = ad (dad doit
transformer dbd en dbi' d) et que (cd)? soit dans {a]. La premiére
condition donne 9t =jo(jt)(¢t5£o0), d'olt, en multipliant les
équations répondant a t=1, j, ..., j?={, ¢{=h{"" mod2
(h=i"'¢1). Latroisiéme, en écrivant que (cd)? fixe o et 1, donne

(') L a toujours hors de B des éléments 1 permutables a2 B, et il y en a
d’ordre impair, sans quoi {(p —1) étant impair, L serait impair et aurait un
diviseur normal d’indice 2, tandis que ses facteurs de composition sont p
et (U, 1).

(*) Journal de Matheématiques, 1902, p. 263.
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h=1 et devient (cd)* = 1. La deuxi¢me donne 3 (;¢'2) = = (j?)",
d’ott h¥~1 =1 qui est une identité si ¢ =1 et qui redonne k=
(puisque h?"~'=hP=1) si ¢ >1. Les subslitutions b, c, d sont
les générateurs de { (2, 27) = 0O(2, 2") dont elles vérifient les
équations, et, comme les équations de J¢ s’obtiennent en adjoi-
gnant a celles de { b, ¢,d| a9=1, a~ ba=b", ca=ac, da= ad,
J¢ contient normalement £. Or J¢ divise le groupe J des isomor-
phismes de £ qui est d’ordre 27 (227? — 1) n et n est premier. Donc
g=1ounetI =2Loul.

Soit maintenant o= —1. On a cerlainement une solution
pour G en prenant ¢ = (r57'), car on obtient alors, comme aun°®3
(voir le Mémoire cité), cbgc =b,carb, (irp2=—r), et ces

B
équations jointes & celles de A définissent §. § est toujours d’in-
dice ¥ dans £ (2,=). Si donc y est impair, y =1, sans quoi le
p- g c. d. de ¢, ©(2, =) serait d'indice y dans O, et v, qui divise
=~ — 1, devrait étre égal 4 41 ou & = (ou & 6 si ®= g; mais 6 ne
1

4 dans
2%

divise pas 8). Si y est pair (donc = impair), G est d’indice
V (2, =) et 'on voit de méme que y = 2.

Les résultats précédents complétent et étendent au cas ou m
est > 1 les résultats partiels obtenus par M. Frobenius (loc. cit.)
pour m =1. On en déduit aisément aussi une nouvelle démon-
stration du théoréme suivant, établi par le méme géométre a I'aide

de la théorie des caractéres :

Un g8, G ayant exactement 1 + p g, est nécessairement
un des groupes £ (2, 5), ©(2, 5), 0(2, 7), O(2, 11).

En effet, le p. p. c. m. M d’ordre pq'(1 + p) des g, de G est
simple (*). 1l est donc représentable en gP*' et coincide avee
(2, p). Donc ¢'=4(p —1) ou p—1 et de méme ¢. Si donc G
est 72O et n’est pas le produit direct de © par un gs, il coincide
avec £ (2, p). Mais O(2, p) n’est représentable en gP que pour
p=75,7, 11 et £ (2, p) ne l'est que pour p =5, ce qui démontre
le théoréme.

(') MiLLER, P. L. M. S., L. XXXI, 18gg, p. 148.



