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SUR LES FONCTIONS ET VECTEURS DE POINT CONTENANT UNIQUEMENT
LES DERIVEES PREMIERES DES COMPOSANTES DE LA VITESSE;

Par M. Pavr AprELL.

1. Soient, dans un fluide en mouvement, u, ¢, w les projec-
tions, 4 'instant ¢, du vecteur vitesse W au point (z,y, 3). Je
me propose de compléter, sur quelques points particuliers,
I'étude des fonclions et vecteurs de point dépendant unique-
ment des neuf dérivées partielles

dJu oJu oOJu dv dv dv Ow Ow  Ow
o’ oy’ 9z’ 9x’ 9y’ ez’ oz’ 9y’ o9z’

d’apres les idées générales indiquées dans une Note des Comptes
rendus (26 janvier 19o3) et dans un Mémoire inséré au Journal
de Mathématiques de M. Jordan (1" fascicule 1go3). J'appel-
lerai ces fonctions et ces vecleurs fonctions et vecteursde point
du premier ordre.

J’ai montré que si 'on pose

Ju dv ow
£1=—d—5:-l, Ez=5;, 63=$,

ow dy u ow dy ou
"{|=‘—)y+b—z1 Yz=&+ﬁ: “{3=$+"g‘,)
QE_—-_."L‘)__d_v, -Zn:d_u_d_w, 2c=d_".—d—u.

dy 0z 03 ox Jdxr dy

toutes les fonctions de point du 1°* ordre peuvent étre exprimées
a l'aide de six fonctions spéciales dont la signification cinéma-
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tique est simple, a savoir

0 =z teatgy,

~ Y 2 . .9 - - o,z

3 =y} +v3 73— 4(zagg ez g 2),
w — ez N 2 2 oo
% == fertagy-i-YiYaYs — E1Y] —€2Y3 — 237§,

(1) /
0 = £+ n2+ 2,

P =i ea s Ly valE 4 vk,

\ 4 = E 2 By B2+ Ty L+ U L5 - 13k

Dans I’expression de ¢, on a posé pour abréger

Ej= feac3— 71, Ey= je3e1—73, Ey = fz180— 73,
Fi=12(Ya7s—2271), e =1a(y3v1—2¢e272), Uy =2(y172—327s),

de sorte que ¥ est la forme adjointe de .
On a alors les identités élémentaires bien connues dans Ila
théorie des formes quadratiques

El':—‘ E2+E3:—3,

betEi+ v Ty 12l = 4%,

_1E2E3—I“‘2 = (GSIZ, cey

Tel3—2E Ty =8vx, ...,
A=T}+T3}+T}— 4(EE;+EE + EE) =—160x.

2. Calculons d’abord, en fonction des invariants fondamen-
taux (1), la fonction de point

k= () ()~ ()"

On peut, pour l'obtenir, faire le calcul directement, ou remar-
quer que le résultat se déduit du calcul de la fonction analoguc

0o\ 2 00\ 2 0?2\,
k= (3)+ (@) (Z)
fait dans le Mémoire du Journal de Mathématigues, en y rem-
plagant ey, €2, €3, v, Y2, Y5 par E, Eo, E;, T, Ty, T3, On trouve
ainsi
K =— 480 —16020% 4+ 16x20.
XXXI. 5.
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3. La fonction

_ 999y  do b ¢ 9y
L=%% "o TR %

est également une fonction de point dont 'expression est

L = 4202,

v
[

4. Les fonctions calculées jusqu’ici sont paires en &, 7, { : elles
s'expriment rationnellement en Q2, o, 4. Si nous considérons le

jacobien des trois formes Q2, ¢, ¢

E o g
do 0dv  d¢
I=|0d o o |,
% o9y 9
%k om of

il forme une fonction de point impaire en &, n, {. Dés lors, son
carré est rationnel ; on vérifie, en effet, par la régle de muluipli-
cation des déterminants, que-1’on a

Q2 20 2¢

remplacant K et K, par leurs valeurs connues, on a I? sous forme
d’un polynome entier par rapport aux fonctions fondamentales (1).
La fonction I se décompose en un produit de trois facteurs
linéaires en &, 7, C.

La signification géométrique de I est facile a trouver. La fonc-
tion [ s’annule quand le tourbillon au point P est dans un des
plans principaux de V’ellipsoide des dilatations en ce point, c’est-
a-dire dans un des plans principaux du céne

X2+ e ¥+ €332+ Y1 Y3 + (23T + Y3 LY = O.
3. Vecteurs de point du premier ordre. — Si nous appelons

de méme wvecteur de point du premier ordre tout vecleur indé-
pendant du choix des axes dont les expressions sont formées uni-
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quement a I'aide des dérivées

d_u f)f.‘ (Et v do % Jdw  Jdw  Jdw
oz’ oy’ 09z’ oz’ ay’ 93’ 9z’ oy’ 03’

il est facile de montrer que tous ces vecteurs peuvent étre exprimés
a laide de trois vecteurs fondamentauzx et des fénctions de
point (1).

On peut prendre, pour vecteurs fondamentaux, les trois
suivants :

1° Le tourbillon Q de projections
(Q) & m 0

2° Le vecteur ® de projections

0
dp  dp v,

(®) ot oy’ 9’
3¢ Le vecteur ¥ de projections

o dy 9

o8’ o’ dg

(w) .
Soit alors un vecteur de point quelconque du premier ordre
ayant pour projcctions
LT
les trois fonctions

[ M—i—p.n%—vg ='A

P L. S, I

(2) 0; +P’d +vd" B,
oy o ob _

)\os +P-_‘+Vd—<‘ C,

étant les produits géomélriques du vecteur (A, i, v) par les trois
vecteurs @, ®, ¥ ont des significations indépendantes du choix
des axes; ce sont donc des fonctions de point du premier
ordre. Les quantités A, B, C s’expriment donc en fonction des
six fonctions fondamentales (1).

En résolvant alors les équations (2) par rapport a A, p, v, cn
obtiendra les projections du vecteur considéré en fonction des
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projections des trois vecteurs fondamentaux et des six fonctions
fondamentales.

6. Dérivées totales par rapport au temps de fonctions el
vecteurs de point du premier ordre. — Nous avons montré anté-
rieurement (loc. cit.) que les dérivées tolales par rapport a ¢ de
Jonctions et de vecteurs de point du premier ordre s’expriment
par des fonctions ou vecteurs de point dépendant de la vitesse et
de Paccélération, accompagnés de fonctions et vecteurs du
premier ordre.

Je compléterai les formules données 3 cet égard dans le
, . . dy
Journal de mathématiques en donnant I'expression de i
Si nous appelons «/, ¢/, @' les projections du vecteur accélé-
ration J de la particule lluide placée en P (z, y, 5), ces quantilés
sont des fonctions de ¢, x, ¥, z.

Nous poserons, pour simplifier,

o ou e - ov’ , 0w’
T ax’ Ty’ T
o o’ N o' . ou' N Jow'’ ;00 du’
By s’ Yo T T 8 T gr oy’
v o' oY o, ou ow L0V ou
2l = — — —, 27 = — — —, 20 = — — —.
oy 5 03 dx ox dy

Nous aurons alors, d’apreés les expressions de

a ax, ar,
e’ 77 A T Tde? TV

données dans les Comptes rendus du 26 janvier 1go3 et dans le
Journal de Mathématiques, les formules suivantes :

dy _ oy dr oy dy 0y d

dt.~ 0f dt " on dt T 9L dt

dE dE dE,
L 2 ___1 2 2 —+ 9 78
T Y @ Y @
- v dF1 vy drz - d['3

(S =g -+ &7 e
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La premiére partie
dy di oy dy oy df
F3 dt+dn dt+dg dt
est égale a

dg’gq_ q'-,, %C'—26¢+2x£21;

la seconde partie, composée des six derniers Lermes, est égale a

(42 +desey—271Y1)E + 2(Ya Y5+ Vs Yo — 281y — 27181 ) nE ]
— 0y + %Q2— § 0Q2 4 400,

On a donc enfin

M N, Ny
dt d”

+ 2[(’ 233+ Gesey—271Y1)E2+ 2(Ya Yy + Ya¥a — 26Y) — 271 €}) 1L

— 30 + 3 %02 — 40024 4004,

Dans cette formule, la premiére et la deuxiéme ligne du second

membre forment chacune un invariant simultané des deux vec-

teurs vitesse et accélération.

Je me bornerai a cette formule, en laissant de c6té le calcul des

dérivées géométriques des vecteurs fondamentaux @ et ¥

(2 4(3) ()
L 2@ 40

ul se fait aisément a 'aide des formules précédentes.
q p



